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Intégration et probabilités - TD 9

Exercice 1. Indépendance et incompatibilité
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux évenements disjoints soient indépendants.

Exercice 2. Indépendance de variables discretes
Soient X et Y deux v.a. discretes a valeurs dans {z;, ¢ € N} et {y;, j € N}. On suppose que, pour tout (i, ),
P(X =z, Y =y;) = wv;. Trouver les lois marginales et montrer que X et Y sont indépendantes.

Exercice 3. & Variables géométriques indépendantes
Soient X et Y deux v.a. indépendantes et de méme loi géométrique de parametre p €]0,1[. On pose Z =Y — X
et M =min(X,Y).

1. Montrer que si m € N* et z € N,
PM=m,Z=z2z)=P(X=m—-2)P(Y =m), siz<D0,
PM=m,Z=z2)=PX=m)P(Y =m+2z2), siz>0.

2. En déduire que , pour tout (m,z) € N* x Z, P(M =m, Z = z) = p*(1 — p)*™~2(1 — p).
3. Montrer que M et Z sont indépendantes.
Exercice 4.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que X et Y sont de carré intégrable. Déterminer
la moyenne et la variance de 3X — 5Y.

Exercice 5. Variables aléatoires exponentielles indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de lois exponentielles de parametres respectifs A et pu.
On note Z = min(X,Y).

1. Calculer la fonction de répartition de Z et en déduire sa loi.

2. Montrer P(Z = X) = A/(A + p).

Exercice 6. Lois jointes du minimum et du maximum

Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité p.

1. Déterminer la loi du couple (M, m) = (max(X,Y), min(X,Y")). Quelles sont les lois marginales 7

2. Est-ce cohérent avec le cas de (X,Y) v.a. indépendantes, de méme loi ayant une fonction de répartition Fx
de classe C!.

3. Quelle est la loi du couple (M +m, M —m)?
Exercice 7. Indépendance et convolution

Soient X et Y deux v.a. indépendantes de densités respectives p et g. Trouver la densité de S = X + Y.
Qu’obtient-on si X et Y suivent respectivement les lois £(A) et E(u) (A >0, u>0)?

Exercice 8. Sommes classiques de v.a. indépendantes

Soient X et Y deux v.a. indépendantes. Calculer la loi de la v.a. X + Y dans les cas suivants :
1. X deloi P(N), Y de loi P(p);
2. X de loi B(n,p), Y de loi B(m,p);
3. X de loi N(p,0?), Y de loi N(i/,0").



Exercice 9. Interprétation probabiliste de la loi binomiale
Soient (X;)i<i<n n v.a. indépendantes et identiquement distribuées de loi B(p). Quelle est la loi de S = X; +
...+ X, 7 En déduire la moyenne et la variance de S.

Exercice 10. Somme aléatoire de v.a.
Soient X7,..., X,, et N des variables indépendantes. N est de loi uniforme sur {0,...,n} et X, ..., X,, sont
identiquement distribuées.

On pose pour tout w € 2,
N(w)

Y (w) = Z X;(w).

Déterminer la fonction caractéristique de Y en fonction de celle de X;.

Exercice 11. &

Soient (X, )nen+ une suite de variables aléatoires positives indépendantes et de méme loi et N une variable
aléatoire a valeurs dans N* indépendante de la suite (X,,),en+. On note F' la fonction de répartition de X et
G la fonction génératrice de N.

1. Pour tout k € N*, on note Zj la variable aléatoire Z = max(X7y,..., Xk).
(a) Exprimer la fonction de répartition Hy de Zj en fonction de F'.
(b) Déterminer limg_, o, E[Z)] lorsque X est de loi uniforme sur [0, 1].

(c) Comparer la variable aléatoire Zj aux variables aléatoires X et Xj + --- + Xj. En déduire que Zj est
intégrable si et seulement si X7 'est.

(d) On suppose que E[X;] < 400 et on note
r=inf{teR : F(t)=1}, inf(=+cc.

Remarquer que 7 € R} U {400} et montrer que limy_, 1o E[Z;] = 7.

2. On considere la variable aléatoire définie par
Z(w) = max (X1(w), ..., Xy (W), we
(a) Soit H la fonction de répartition de Z. Montrer que

VteR,  H(t)=Y P(N =k)Ht).
E>1

En déduire une expression de H en fonction de F' et G.
(b) Expliciter H lorsque X est de loi uniforme sur [0,1] et N de loi géométrique de parametre p €]0, 1[.
(c) Montrer que dans Ry U {+oc0} on a

E[Z] =Y P(N = k) E[Z].
E>1

En déduire que si X7 et N sont intégrables Z ’est aussi.



