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Intégration et probabilités - TD 10

Exercice 1. Borel-Cantelli
Soit (Xy)n>1 une suite de v.a.r. i.i.d.

1. On suppose que P({X; =0}) < 1.

(a) Montrer qu’il existe o > 0 tel que P({|X1| > a}) > 0.

(b) Montrer que P(limsup{|X,| > a}) =1 et en déduire que P({lim,, X,, = 0}) = 0.
2. (a) Montrer que

+0o0
E[|X1]] = / P({|X:] > t}) db.

En déduire que X est intégrable si et seulement si >, P({|X1| > k}) < +o0.
(b) Montrer que X; est intégrable si et seulement si P (limsup{X,, > n}) = 0. En déduire que lorsque X est
intégrable, on a, presque stirement, limsup,, ,, n X, <1.
Exercice 2. Loi des grands nombres
Soit (Xp)p>1 une suite de v.a.r. i.i.d. suivant la loi N'(1, 3).

1. Montrer que la suite de terme général
n
1 .
— E XieXl
n <
=1
converge presque strement et déterminer sa limite.
2. Méme question avec la suite de terme général

Xi+...+ X,
XP+--+ X2

Exercice 3. Loi des grands nombres
Soit (X;)n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. intégrables. On note,

1
Vn > 1, Zn—<HeXi>.

Déterminer la limite presque sure de la suite (Z,)n>1.
Exercice 4. Estimation de la variance
Soit (Xy)n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de carré intégrable.
1. Montrer que, presque siirement,
1 n
lim =) (X; — E[X1])* = Var(Xy).

n—-+oo N “4
=1

2. On note, pour n > 1, M,, = (X1 +---+ X,,)/n et

n

> (X — My)*.

=1
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V., =
"on—1
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(a) Calculer la variance de V,.

(b) Déterminer la limite presque stire de la suite (V,,)n>1.

Exercice 5.

Soit (X, )n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. suivant la loi de Bernoulli sur {—1,1} de parametre p € [0, 1], c’est-a-dire

que P({X; =1}) =1 —-P({X; = —1}) = p. On note dans la suite S,, = X1 +--- + X,,.

1. Montrer que, si p # 1/2, (|Sp|)n>1 converge presque slirement vers +oo.

2. On suppose désormais que p = 1/2. Soit o > 0.
(a) Calculer E [eaxl] puis E [easn}. En déduire que, pour tout n > 1, E [(ch a)_"easn] =1.
(b) Montrer que

lim (cha) e =0, p.s.
n—+oo

Exercice 6.
Soit f : R% — R une fonction continue et bornée. Pour tout n > 1, on définit

)k

(nz
!

fule) = 7m0 7 floe/m)

k>0

Soit (X, )n>1 une suite de v.a.r. i.i.d. suivant la loi de Poisson de parametre x > 0. On note S, = X1+..

1. Déterminer la loi de S,,. En déduire que f,(z) = E[f(S,/n)].

2. Montrer que la suite (f,)n>1 converge simplement vers f sur |0, 4+o00].
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