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Exercice 1.
Pour tout n > 1, on considere la fonction

nsin(z/n)

Vo € [07 1]7 fn(‘r) = 1+ 22
Puisque la fonction w +— [sin(u)/u| est bornée par 1, on a :

sin(x/n) =z
x/n 1422

x
— 1422

[fn ()] =

La fonction z — x/(1 + x?) est intégrable sur [0, 1]. Enfin, puisque sin(u)/u tend vers 1 quand u tend

vers 0, on a, pour tout x €]0, 1],
x

Inlz) oo 1422

et c’est également vrai pour x = 0. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée,

1
1, / v dz.
n—too  [fo 14 x2

Cette intégrale se calcule aisément :

1 1
T 1 In2

dr = |=In(1 A = —=.
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Exercice 2.

1. La fonction f est continue et positive sur |0, +00[, tend vers 1/b en 0 et est équivalente en +oo &
re . Elle est donc intégrable sur R, si et seulement si a > 0.

2. Grace au développement de la série géométrique (puisque e~ €]0, 1[ pour x > 0), on a

1
- — = Z e—nbz ot f(l’) _ Z Ie—(a—l-nb)m‘
— e~ bz

n>0 n>0

C’est une série de fonctions positives donc (dans R,),

+o0 +o0
_ —(a+nb)x PP 1
f(z)dx = E / xe dr = E e

0 n>0 0 n>0

ce qui est le résultat escompté.



Exercice 3.
Soit 41 une mesure positive sur R, telle que p(R,) soit fini. Pour tout A € R, on définit

L,(\) = /R e u(dr) € [0, +oc).

On note D, I'ensemble sur lequel L, est fini.

1. — Lafonction & — e~®7 est intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur R, si et seulement

si A < adonc D, =] — 00, a]. De plus, pour A < a,

+o0o
Ly (N) = TN g = :
RO e SR

— De maniere évidente, D, = R et
1, 1
L“2 ()\) = 56 + 5

— De meme, D,, =R et
+oo
1
L,,(\) = Z Ee’\k = exp (e*).
k=0 "

2. Puisque, pour tout z > 0 la fonction A + e’ est croissante et que l'intégrale est croissante, la
fonction L, I'est aussi. Plus précisément, si A < ) alors L,()\) < L,(\) dans R,. L’ensemble D,
est donc une demi-droite. De plus L, (0) est égal a 1(R4) qui est fini par hypothese donc D, contient
| — 00,0]. Cette demi-droite peut étre ouverte (voir u; a la question précédente). Elle peut étre
restreinte & ] — 0o, 0] (et donc fermée). En effet, si p1 est la mesure de densité = — 1/(1+22)1501,
L,(\) = 400 pour tout A > 0.

3. Soit Ay appartenant a I'intérieur de D,. Alors il existe A\ € D, tel que Ay < A;. Or, pour tout
n € N, il existe une constante C), telle que

0 S xne)\ox S Cnez\ox 4 6)\11

ne)\or

qui est une fonction p intégrable. Ainsi, pour tout n € N| la fonction z — z est p-intégrable.

4. La fonction (A, x) — e est de classe C* sur D, x R;. De plus, sa dérivée n'®™® par rapport a A

est z"e* qui est p intégrable. Donc L, est de classe C* sur l'intérieur de D, et

“+o0o
n n _Ar
LEL J(\) :/0 x"e™ p(dx).

5. Méthode 1. Soit s €]0,1[ et Ay et Ay deux éléments de D,,. Puisque la fonction exponentielle est
convexe, on a

LM(S)\O + (1 - 5)>\1> = / 6(3)\04’(1*8))\1)(17 d",lf
R+
< / S@)\oa? + (1 — 3)6>\1$ dx = SLH()\()) + (1 — S>LH<>‘1)7
Ry

ce qui assure que L, est convexe.

Méthode 2. D’apres la question précédente, L, est de classe C* sur l'intérieur D), et si A\ € D, alors
Li(\) = /R e dr > 0,
+

ce qui assure que L, est convexe.



6. Soit s €]0,1[ et \g, Ay € 1. Appliquons l'inégalité de Holder aux réels conjugués 1/set 1/(1—s)
et aux fonctions e € LI/® et (=% ¢ L1/

L(sho + (1 —s)\) = / eshoTe=sIhz ()
Ry
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7. D’apres la question 4, la fonction In L,, est de classe C* sur I'intérieur de D,,. Si A € D, alors

7 (A VN (X — I (W2
w0 =P o i - OO L

D’apres la question 4, on a de plus,

[ a2 /]R ) - < /R e u(dx))z

qui est positif d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la mesure p et aux fonctions
z — ze*/? et x— /2 Ainsi, In L/, est une fonction positive.
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8. Méthode 1 : prendre le logarithme de I'inégalité obtenue a la question 6.
Méthode 2 : In L, est convexe puisqu’elle est de classe C? et que sa dérivée seconde est positive.



