Chapitre 1

Tribus

1.1 Définitions

Soit F un ensemble. On appelle classe de parties de E un sous-ensemble non vide de P(E).

Définition 1.1.1. Une tribu A sur E est un sous-ensemble non vide de P(E) tel que :
(i) la partie vide appartient a A,
(ii) le complémentaire d’un élément de A est dans A,

(iii) A est stable par réunion dénombrable.

Notons immédiatement quelques propriétés satisfaites par les tribus. Si A est une tribu alors
- EcA,
— A est stable par intersection dénombrable,

— A est stable par différence : A, B € A= A\B € A,
— A est stable par différence symétrique : A,B € A= AAB € A.

Exemple 1.1.2. La plus petite tribu de E est A = {0, E'}, tandis que la plus grande est P(&).

Définition 1.1.3. On appelle espace mesurable tout couple (F,.4) formé par un ensemble E et
une tribu A sur E.

Proposition 1.1.4. L’ntersection de tribus sur E est encore une tribu.

Démonstration. Soit (A;);c; une famille de tribus sur E. Notons A = N;erA; Uintersection de
ces tribus. Alors, ’ensemble vide appartient & chaque tribu A; et donc a A. Soit A € A. Pour
tout i € I, A€ A; donc A€ € A; : A° € A. La réunion dénombrable s’établit de méme. O

Proposition 1.1.5 (tribu engendrée). Soit £ un sous-ensemble de P(E). 1l existe une plus
petite tribu (au sens de l'inclusion) contenant tous les éléments de £. Elle est appelée tribu
engendrée par £, et est notée o(E).

Démonstration. Soit X I’ensemble de toutes les tribus M sur E contenant £. L’ensemble X n’est
pas vide puisqu’il contient la tribu P(F). Posons

A= (N M={ACE, YMe X, Ac M}.
Mex

11 est clair que € C A. De plus, A est une tribu comme intersection (quelconque) de tribus et,
par définition, elle est contenue dans toute tribu contenant £. O

Remarque 1.1.6. Si A est un sous-ensemble de F, alors

o({A}) ={0,A, A, E}.
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Remarque 1.1.7. Si A est une tribu sur E, alors o(A) = A.

Proposition 1.1.8 (image réciproque d’une tribu). Soit E et F deux ensembles, f une
application de E dans F' et A une tribu sur F'. Alors

FHA) = {F71(4), A€ A}
est une tribu sur E, appelée tribu image réciproque de A par f.

Démonstration. La classe f~1(.A) contient I’'ensemble vide puisque () = f~1(0). Soit B € f~1(A).
Alors il existe A € A tel que B = f~1(A). Puisque A est une tribu, A° € A. Enfin, remarquons
que f~1(A)¢ = f~1(A°). La stabilité par réunion dénombrable s’établit de méme. O

Proposition 1.1.9. Soit f une application de E dans F, £ un sous-ensemble de P(F'). Alors

FHe(€) =a(f71(E)).

En d’autres termes, l'image réciproque de la tribu engendrée par £ est la tribu engendrée par
l’image réciproque de .

Démonstration. Comme & C o(E), ona f~1(E) C f~1(o(€)) qui est une tribu et ainsi o(f~1(E))
est inclus dans f~1(o(£)).

Montrons l'inclusion inverse. Notons B l'ensemble des parties B C F telles que f~1(B)
appartienne & o(f~1(£)). Alors B est une tribu. De plus, B contient £ donc contient o(&). Il
en résulte que f~1(o(€)) C f~1(B). Comme, par définition, f~1(B) C o(f1(£)), on obtient
I'inclusion souhaitée : f~1(a(&)) C a(f~H(E)). O

Définition 1.1.10 (tribu induite). Soit B un sous-ensemble de E et A une tribu sur E. On
appelle tribu trace, ou tribu induite, par A sur B la tribu

Ap={ANB, Ac A}

Définition 1.1.11 (tribu produit). Soit A une tribu sur E et B une tribu sur F'. On appelle
tribu produit, et 'on note A ® B, la tribu sur E x F' engendrée par I’ensemble des parties de
E x F qui s’écrivent sous la forme A x B avec A € Aet B € B.

1.2 Tribu borélienne

Rappelons que pour la topologie usuelle de R, un ensemble O de R est ouvert si
Vz € O, Ja,b € O, x €la,b[C O.

On note O 'ensemble des ouverts de R.
Soit O un ouvert de R. Notons

I= {(p,r) €eQxQL, |p—r,rho+r[C O}.

Alors I est dénombrable et
0= U lp—r,p+r].
(pr)el
On voit ainsi que tout ouvert de R peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts
(on peut méme se limiter & des intervalles a extrémités rationnelles).

Définition 1.2.1. La tribu 0(O) engendrée par O est appelée la tribu borélienne de R. On la
note B(R). Ses éléments sont appelés les boréliens.
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Remarque 1.2.2. Méme si cela n’est pas évident, on peut montrer que B(R) est strictement inclus
dans P(R) : il existe des parties de R qui ne sont pas boréliennes.

Proposition 1.2.3. Sur R, muni de sa topologie usuelle, la tribu borélienne est engendrée par
1. la classe des intervalles ouverts bornés,
2. la classe des intervalles de la forme | — oo, a avec a € R,

3. la classe des intervalles de la forme | — 0o, a] avec a € R,

Démonstration. Prouvons le point 1. Notons &£ la classe des intervalles ouverts bornés. On a
E C O, donc o(€) C o(O). D’autre part, tout ouvert de O est réunion finie ou dénombrable
d’intervalles ouverts bornés, d’out O C (&) et par suite o(O) C o(&).

Prouvons le point 2. Soit £’ la classe des intervalles de la forme | — 0o, a[. On a (') C 0(O).
Pour établir I'inclusion inverse, il suffit de montrer que £ C o(&’) (puisque la tribu engendrée
par £ est la tribu borélienne). Soit Ja,b[€ €. On a

la,b[ = ] —o00,b[N]a,+o0[ =]—00,b[N]—00,a]
= ] —00,b[ N (Npen+] — 00,a+ 1/n])° € a(&).

Tout intervalle ]a, b[ appartient donc & la tribu engendrée par £ et donc o (&) C o(&').
Le point 3 s’établit de maniere analogue. O

Remarque 1.2.4. Nous aurons aussi & considérer la droite achevée R = R U {+o00} U {—o0c}.
Rappelons que sa topologie est définie par la base d’ouverts formés des intervalles ouverts de
la forme |a, b[, |a,+o0] et [—o0,b] avec a,b € R. On démontre de facon analogue que la tribu

borélienne de R est engendrée par les classes {[—00,a, a € R} ou {[~o0,a], a € R} par exemple.

Proposition 1.2.5. La tribu borélienne de R? est égale a la tribu engendrée par la classe des

ouverts de la forme
d

H]ai,bi[ avec 00 < a; < b; < +00.
i=1
11 existe une notion d’espace topologique abstrait. Rappelons que O C P(E) est une topologie
(ensemble des ouverts) sur E si
(i) 0 et FE appartiennent a O,
(ii) O est stable par intersection finie,
(iii) O est stable par réunion quelconque.
Il est naturel de munir un espace topologique (E,O) (ou O désigne I’ensemble des ouverts

de F) d’une tribu compatible en un certain sens avec la structure topologique préexistante.

Définition 1.2.6. Soit (F, O) un espace topologique. La tribu o(O) engendrée par O est appelée
la tribu borélienne de E. On la note B(E). Ses éléments sont appelés les boréliens.
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Applications mesurables

2.1 Définitions et criteres de mesurabilité

Définition 2.1.1. Soit (E,.A) et (F,B) deux espaces mesurables et f une application de F
dans F. On dit que f est mesurable de (F,.4) dans (F,B) si 'image réciproque par f de tout
élément de B est un élément de A. On dira plus simplement que f est mesurable s’il n’y a pas
d’ambiguité sur les tribus considérées.

Autrement dit, f est mesurable si f~!(B) C A. Lorsque E et F sont des espaces topologiques
et A et B désignent leurs tribus boréliennes respectives, une application mesurable est encore
appelée borélienne.

Exemple 2.1.2. Soit (F,.A) un espace mesurable. Pour toute partie A de E on note 14 la
fonction indicatrice de 'ensemble A (valant 1 sur A et 0 sur son complémentaire). La fonction
14 est mesurable de (F,.A) dans R (muni de sa tribu borélienne) si et seulement si A € A.

Proposition 2.1.3. Soit (E, A) et (F,B) deuzx espaces mesurables, f une application de E dans
F et £ une classe sur F telle que o(€) = B. Alors f est mesurable si et seulement si l’image
réciproque de tout élément de £ appartient a A.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si A contient I'image
réciproque de &, elle contient également la tribu engendrée par I'image réciproque de £ qui est
encore 'image réciproque de la tribu engendrée par &, c’est-a-dire I'image réciproque de B par
hypothese. O

Corollaire 2.1.4. Soit E et F' deuxr espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes
respectives. Toute fonction continue f de E dans F est mesurable.

Démonstration. Soit Op (resp. OF) la classe des ouverts de E (resp. de F'). Par définition de
la continuité de f, on a f~1(Op) C Op C B(E). La tribu borélienne B(E) de E contient donc
o(f1(Op)) = f~Ho(OF)) = fL(B(F)) et f est mesurable. O

Corollaire 2.1.5. Soit f une application mesurable de (E, A) a valeurs dans R muni de sa tribu
borélienne. Alors f est mesurable si et seulement si ['une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) Va e R, {x € E, f(x) <a} €A,
(ii)) Va e R, {x € E, f(zx) <a} €A,
(iii) Ya € R, {x € E, f(x) >a} €A,
(iv) Ya e R, {x € E, f(z)>a} e A
Démonstration. En effet, I'une quelconque des classes suivantes de parties de R

{l—ocal; aeR}; {l—oc,al; acRy; {Ja+ool; a€R}; {la,+oc[; a € R}

engendre la tribu borélienne de R. O
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2.2 Propriétés de stabilité

La mesurabilité est stable par composition.

Proposition 2.2.1. Soit (E, A), (F,B), (G,C) trois espaces mesurables, f une application me-
surable de (E, A) dans (F,B) et g une application mesurable de (F,B) dans (G,C). Alors l’ap-
plication f o g est mesurable de (E,.A) dans (G,C).

Proposition 2.2.2. Soit (F1,B1) et (Fy, Bs) deux espaces mesurables et p1 et po les projections
de F1 x Fy sur I et Fy respectivement. On munit Fy x Fy de la tribu produit B1 ® Bs.

(i) les projections p1 et pa sont mesurables ;

(ii) soit (E,A) un espace mesurable et f une application de E dans Fy x Fy. Alors [ est
mesurable si et seulement si les composées pyof : B — Fy et poo f: E — Fy sont
mesurables.

Démonstration. Prouvons le point (7). Pour tout By € Bj, on a pl_l(Bl) = By x Fy, € B1 ® Bs.
Donc p; est mesurable. On procede de méme pour po.

Prouvons le point (ii). Si f est mesurable, il est clair que p; o f et p2 o f le sont. Récipro-
quement, supposons que p1 o f et py o f soient mesurables. Alors, pour tout By € By, ’ensemble
f~Y(B1 x Fy) n’est autre que (p; o f)~'(Bj) qui appartient & A. De méme, pour tout By € B,
on a f~1(Fy x By) appartient & A. Il en résulte que

f_l(Bl X Bz) = f_l((Bl X FQ) N (Fl X Bg)) = f_l(Bl X FQ) N f_l(Fl X BQ) e A.

Comme B; ® By est la tribu engendrée par les parties de la forme B; x B, avec By € B et
By € Bs, la proposition 2.1.3 permet de conclure que f est mesurable. O

Corollaire 2.2.3. Pour qu’une fonction d valeurs complexes soit mesurable, il faut et il suffit
que ses parties réelle et imaginaire soient mesurables. Si f et g sont des fonctions mesurables
de (E,A) dans C, alors f + g, fg, |f|,... sont mesurables.

Avant d’étudier la stabilité de la notion de mesurabilité par passage a la limite, rappelons
quelques définitions concernant les suites a valeurs dans R.

Définition 2.2.4. Soit (uy), ¢y une suite a valeurs dans R. La plus grande (resp. petite) valeur
d’adhérence de la suite (uy,),, est notée limsup u,, (resp liminf w,, ). Leurs définitions sont données
par
limsupu, = inf supug et liminfwu, = sup inf uy.
n20g>np n>0k>n

Remarque 2.2.5. Les limites supérieure et inférieure sont a priori des éléments de R.

Remarque 2.2.6. On a toujours lim inf u,, < limsup,, u, et la suite (uy), .y converge si et seule-
ment si lim inf u,, = lim sup,, up,.

Remarque 2.2.7. Si (fy),, est une suite d’applications de E' dans R, on note lim sup f, la fonction
qui & z € E associe limsup f,(x) € R.

Proposition 2.2.8. La mesurabilité est stable par passage a la limite.

(i) Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables sur (E, A) & valeurs dans R. Les fonctions
sup fp, inf f,,, limsup f, et liminf f,, sont mesurables.

(ii) Soit (fn),en une suite de fonctions mesurables sur (E,A) a valeurs dans C telle que, pour
tout x € E, la limite lim,, f,(x) = f(x) existe. Alors f est mesurable.
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Démonstration. Etablissons tout d’abord le point (7). Par hypothese, pour tout a € R, ’ensemble
{fn < a} appartient a A. Or,

{sup fn < a} =(){fn < a}.

D’apres le corollaire 2.1.5, sup f,, est mesurable. Comme inf f,, = —sup(—f,), inf f,, est mesu-
rable. Enfin, lim sup f,, = inf,, (supy>,, fx) et liminf f,, = sup,, (infx>,, fi) sont mesurables d’apres
ce qui précede. -

Pour prouver le point (%), quitte a considérer les parties réelle et imaginaire des fonctions f,,
on peut supposer que f, est réelle. Mais alors f = liminf f,, = limsup f,, est mesurable d’apres
(7). O

Proposition 2.2.9. Soit f et g deux applications mesurables de (E,A) dans Ry (muni de sa
tribu borélienne). Alors {f < g} et {f < g} sont des éléments de A.

Démonstration. En décomposant ces ensembles de la facon suivante :

{f <9} = Upeolf <q<g} =Use{f < g} N{g<g}),
{f<gt = Nux{f<g+1/n},

on obtient leur appartenance a la tribu A. O

2.3 Approximation des fonctions mesurables

L’objet de ce paragraphe est d’établir un résultat d’approximation relativement élémentaire
mais fondamental pour la construction de l'intégrale de Lebesgue : toute fonction mesurable a
valeurs dans R est limite croissante de fonctions élémentaires, appelées fonctions étagées.

Définition 2.3.1. On notera M (resp. M) I'ensemble des fonctions mesurables (resp. mesu-
rables positives) sur (E,.A) a valeurs dans R (resp R).

Définition 2.3.2. Une fonction mesurable sur (E,.A) a valeurs dans C est dite étagée si elle
prend seulement un nombre fini de valeurs distinctes. On notera £; (resp. £) l'ensemble des
fonctions étagées sur (E,.A) a valeurs dans Ry (resp. C).

Une fonction étagée ne peut prendre que des valeurs finies (dans C) contrairement aux
fonctions mesurables & valeurs dans R. Soit f une fonction étagée et n le nombre de valeurs
distinctes prises par f. Notons a1, ..., a, ces valeurs et posons, pouri =1...,n, 4; = {f = a;}.
Alors les parties (A;) ,, sont mesurables et f peut encore s’écrire

n
f = ZO[Z']_AZ..
i=1

Réciproquement, toute combinaison linéaire a coefficients réels ou complexes de fonctions carac-
téristiques d’ensembles mesurables est une fonction étagée. Remarquons de plus que les fonctions
étagées sur (F,.A) forment un espace vectoriel.

i=1,...,

Théoréme 2.3.3. Soit f une fonction mesurable sur (E, A) a valeurs dans R . Il existe une
suite croissante (fp),cy de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. De plus,
la convergence est uniforme sur tout ensemble B € A sur lequel f est bornée.
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Démonstration. Pour n € Net £k =0,2,...n2" — 1, posons

On définit alors la fonction f,, par :
n2™—1

k
fo=Y_ o-la,, +nla,.

2TL
k=0

Par définition, f, est une fonction étagée positive telle que f, < f. D’autre part, on vérifie que
six € Ank,

2%k 2% + 1
fn(l‘) S1 ﬁ < f(l‘) < W
() = 1 k1 2k + 1)

fn(l‘) + on-+1 51 on+1 < f(l‘) < on+1

De méme, si x € A,,

n+1 si f(z)>n+1
frr(z) = I l I+1 i
n+2n+1 s1n+2n+1§f(x)<n+ﬁ,0§l§2" —1.

Ainsi, pour tout n € N et tout x € E, fp(z) < foy1(z) : la suite (f,) est croissante.

De plus, (A,),, est une suite décroissante d’éléments de A donc si z € Aj, , alors pour tout
n > ng, € A ou encore

1
0= f(z) = fale) < 5

Ceci implique que (f,(z)),, converge vers f(x). Ainsi, la suite (f,) converge sur 'ensemble U,, A,
qui n’est autre que {f < 4+o00}.

D’autre part, si € {f = 400} alors, pour tout n € N, f,,(x) = n qui tend vers +oo quand
n tend vers +oo0.

Soit a présent B € A tel que f soit bornée sur B. Il existe n; tel que, pour tout z € B,

f(z) < ny. Alors BN A, =0 et ainsi,
1
Vn > nq, Vx € B, OSf(fU)—fn(:L‘)§2—n.

La convergence est donc bien uniforme sur B. O

Corollaire 2.3.4. Toute fonction f mesurable sur (E,A) a valeurs dans R (ou C) est limite
simple d’une suite (fy,) de fonctions étagées a valeurs dans R (ou C).

Démonstration. Si f est a valeurs dans R, on peut I'écrire f = f+ — f~ avec fT = sup(f,0)
et f~ = —inf(0, f). Comme f* et f~ sont mesurables & valeurs dans R, il existe des suites
(gn) et (hy,) de fonctions étagées positives tendant simplement vers f* et f~ respectivement. La
suite (fy,), ou fn = gn — hp, est formée de fonctions étagées et converge simplement vers f. Si f
est a valeurs complexes, on 1’écrira comme combinaison de ses parties réelle et imaginaire. [
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Mesures positives

3.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 3.1.1. Soit (E,.A) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (E,.A) une
application p de A dans R, telle que
(i) u(®) =0,

(i) si (An),cy est une suite d’éléments deux a deux disjoints d’éléments de A, alors

M(UnAn) = Z M(An)
n=0

On peut parfois préciser le terme de mesure positive
— Si u(E) < 400, on dit que la mesure p est finie (ou bornée).
— Si p(E) =1, la mesure p est appelée mesure de probabilité.
— §'il existe une suite (A,),cy d’éléments de A telle que U, A, = E et, pour tout n € N,
1(Ay) est fini, on dit que p est une mesure o-finie.

Définition 3.1.2. On appelle espace mesuré tout triplet (E, A, u) ou (F,.A) est un espace
mesurable et p est une mesure positive sur (E,.A).

Analysons & présent les propriétés satisfaites par une mesure en commencant par les proprié-
tés faisant intervenir un nombre fini d’ensembles.

Proposition 3.1.3. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

(i) Si Ai,..., A, sont des éléments de A deuz o deux disjoints alors
p(ArU Az U U Ap) = u(Ar) + -+ + p(Ap).

(ii) Si A et B sont deux éléments de A tels que A C B, alors u(A) < p(B). De plus, si
p(A) < +oo, alors (B\A) = u(B) — p(A).
(iii) Soient A et B deuz éléments de A, n(AU B) + u(ANB) = u(A) + u(B).

Démonstration. Le point (i) s’établit a partir du point (i) de la définition d’une mesure en
choisissant A, = 0 pour k #1,...,n.

Pour (i), si A C B, on écrit B = AU (B\A). Comme A et (B\A) sont disjoints, u(B) est
égal & pu(A) + p(B\A) = p(A).

Pour établir le point (iii), distinguons deux cas. Si u(AN B) = +oo alors p(A) ou u(B) vaut
aussi +00. Sinon, il faut remarquer que AU B s’écrit comme la réunion disjointe de (A\(ANB)),
AN B et B\(AN B). En utilisant le point (7), il vient :

n(AU B) = u(A\(AN B)) + w(AN B) + u(B\(AN B)).

8
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Puisque AN B est bien entendu inclus dans A et dans B le point (i7) fournit le dernier argument :
WAUB) = p(A) = (AN B)+ u(ANB) + u(B) — p(AN B)
= w(A)+ u(B) — (AN B),
ce qui est le résultat attendu. ]

Donnons une définition équivalente de la notion de mesure (positive).

Proposition 3.1.4. Une application i de A dans R, est une mesure si et seulement si
(i) () = 0
(ii) si A et B sont deux éléments disjoints de A, u(AU B) = pu(A) + n(B),

(iii) pour toute suite croissante (Byp), oy d’éléments de A, (U, By) = limy, pu(By).

Démonstration. Supposons que les points (i), (i) et (ii7) de la proposition soient vrais. Par
récurrence sur le point (i7), on obtient que, si Ai,..., A, sont des éléments de A deux a deux
disjoints alors

/A(AlUAQU---UAn) :M(Al)—i-—l-,u,(An)

Soit (Ap),cy une suite d’éléments deux a deux disjoints de A. Pour tout n € N, posons By, =

Up<kAn. On a p(By) = 22:0 1(Ap). De plus, (By),cy est une suite croissante et U2 By
coincide avec U3y A,. Par hypothese, on obtient

p(UpZoAn) = n(URZoBe) = lim p(By) = lim > pu(Ag) = Y p(Ar)
k=1 k=0

Réciproquement, supposons que j soit une mesure. Soit (By,), ¢y Une suite croissante d’éléments

de A. Posons Ag = By et, pour tout n > 1, A, = B,\B,—1 € A. Alors (4,),,cy est une suite
d’éléments de A deux a deux disjoints et, pour tout n > 0, B, = U}_jAj. Il en résulte que

M(UnZoBn) = p(UpZoAk) Zu Ag) = hm Z,u Ag) = hm w(Bp),

et la proposition est démontrée. ]

Proposition 3.1.5. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.
(i) Si (Bn),cn st une suite d’éléments de A, alors p(UsoBpn) < >0 1(Br).
(it) Si (An),cn est une suite décroissante d’éléments de A telle qu’il existe ng avec pu(Ap,)
fini, alors la suite ((An)),cn converge en décroissant vers ju(NpAy).

Démonstration. Démontrons (). Posons Ag = By et, pour tout n > 1, A, = B, \(Ug<nBx). Les
ensembles (An)neN sont deux a deux disjoints et B,, = Up<,Ag. Il en résulte que

1(UnZoBn) = p(UpZoAr) = ZN (Ap) < ZM

puisque A,, C B, pour tout n € N.
Démontrons (ii). Pour i > ng, posons By = Ap,\Ag. La suite (B)s,, est croissante et on
a Uk>noBr = Ano \(Mk>no Ak). Puisque Ng>po A C A, et Ay, C Ay, on a

(A \(M>noAk)) = 1(Ang) — 1(Nk>noAk) et u(Br) = u(Ang) — n(Ag),
d’ou
W Ang) = 1(Mzno Ar) = 1(UznoBr) = lim u(By)
= lim (p(Ang) — p(Ax)) = p1(Ang) — lim p(Ay),

et donc p(Ng>14k) = limy_o0 p(Ag). d
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Remarque 3.1.6. Dans I’énoncé (ii), ’hypothese de 'existence d’un entier ng tel que p(A,,) est
fini ne peut étre supprimée. En effet, si p est la mesure de comptage sur Net 4, = {n,n+1,...}
alors pu(Ay,) = +o0o et N, A, = 0.

3.2 Mesures discretes

Les premiers exemples de mesures que 'on va considérer sont a la fois élémentaires et fon-
damentaux. Ils correspondent a I'idée intuitive de masses ponctuelles : il va s’agir d’affecter des
poids a des points de 'espace.

L’exemple le plus naif consiste a affecter un poids a un seul point.

Définition 3.2.1 (Mesure de Dirac). Soit (E,.A) un espace mesuré et a € E. Posons, pour

tout A e A:
1 si A
() =4 T
0 sia¢ A

L’application d, est une mesure de probabilité, appelée mesure (ou masse) de Dirac au point a.

Remarque 3.2.2. Si A € A, §,(A) = 14(a).

Pour montrer que d, est une mesure, utilisons par exemple la définition alternative d’une
mesure fournie par la proposition 3.1.4. Il est clair que d,(0) est nul. Soit A et B deux ensembles
disjoints appartenant a 4. Alors

da(AUB) =14up(a) = 1a(a) + 1p(a) = d4(A) + 04(B).
Soit & présent une suite croissante (By), .y d’éléments de A. Alors
a € UpB, <= dng >0, a € By, <= dng >0, Vn >ng, a € B,

Donc, si a € U, By, alors 04(UnBp) = 1 et la suite (64(Bn)),cy (& valeurs dans {0,1}) vaut 1 a
partir d’un certain rang. De méme, si a ¢ U, B, alors §4(U,By) = 0 et la suite (04(Bn)),cn €st
la suite nulle.

Définition 3.2.3 (Mesure de Bernoulli). Soit p €]0, 1[. La mesure de Bernoulli de parametre
p est définie par u = (1 — p)dy + pdy. C’est une mesure de probabilité.

Définition 3.2.4 (Mesures discrétes). Soit (E,.A) un espace mesurable. Soit (an)nen une
suite de points de E et (ay),,cy une suite de réels positifs. Posons pour tout A € A,

p(A) = 3" onda, (A).
n=0

L’application 1 : A — R,y est une mesure positive. Tout point a,, tel que a, > 0 est appelé
atome de pu.

Remarque 3.2.5. Si (agn); ey €St une suite de nombres positifs, alors
o0 [e.9] o0 [e.9]
PIPILTEDIPILIE
k=0n=0 n=0 k=0

I’égalité ayant lieu dans R".
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Montrons que I'application p = >, a,d,, définie sur A est une mesure. Clairement, p(0) = 0.
Soit (Ag)sen une suite d’éléments disjoints de A. Alors

e}

p(UpAy) = Zan5an(UkAk ZanlukAk (an) Zo‘nzlf\k (an)
n=0 k=0
- Zzo‘nlAk an) Zzan an (Ar) = Z/L(Ak).
k=0

k=0 n=0 k=0 n=0

Exemple 3.2.6. La mesure de Poisson de parametre A > 0 est un exemple tres classique de
mesure discrete. Elle est définie par

)\k
MZ/\

Remarquons de plus que c’est une mesure de probabilité.

3.3 Mesure de Lebesgue

Théoréme 3.3.1. [l existe une unique mesure X sur (R, B(R)) telle que
(i) A([0,1]) =1
(ii) Pour tout a € R et tout B € B(R), A(a+ B) = A\(B).
Elle est appelée mesure de Lebesgue sur R.
Remarque 3.3.2. La mesure de Lebesgue est la seule mesure invariante par translation qui affecte
la mesure 1 a l’ensemble [0, 1].

Remarque 3.3.3. Ce théoreme est dificile. Nous verrons lors de la construction de mesures produit
les arguments clé de 'unicité. Une démonstration de ce théoreme sera présentée dans le cours
F2 au second semestre.

Cette mesure coincide avec la notion intuitive de longueur comme le montre le résultat
suivant.

Proposition 3.3.4. Pour tous a < b réels,
A([aﬂ b]) = )\(]CL, b]) = A([a’a bD = )\(]CL, b[) =b—a.
Si I est un intervalle non borné alors A\(I) = +oo.

Démonstration. Soit o = A({0}). Alors, d’aprés 'invariance par translation de A, pour tout

x € R,
A{z}) = Mz +{0}) = A({0}) = o

Ainsi, pour tout n > 1,
no=A{1/k, k=1,...,n}) < A([0,1]) = 1.

Ceci assure donc que a = 0. On dit que A\ ne charge aucun singleton. La mesure des intervalles
ne dépend pas du fait qu’ils contiennent ou non leurs extrémités (on utilisera cette remarque
dans la suite sans le rappeler systématiquement).

Soit n > 1. Découpons |0, 1] en n intervalles disjoints égaux.

L= A([0,1]) = A(0, 1)) = MU ] (k = 1) /n, k/n))

n

= > Ak —1)/n+]0,1/n]) = nA(J0,1/n]).

k=1
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Ainsi, pour tout n > 1, X\(]J0,1/n] = 1/n.
Soit & présent n > 1 et k1 < ky € Z. Alors
kio—ky ko k1
A(Jk1/n, ko /n]) = ANU2 7 (kr +1—1)/n, (k1 +1)/n]) = Pt
Ainsi, pour tous rationnels r < ') AX(Jr,r'[) =" —r.
Soit a < b € R. il existe deux suites (uy),, et (vy), de rationnels strictement décroissante
pour la premiere et strictement croissante pour la seconde telles que u,, < v, pour tout n et qui
convergent respectivement vers a et b. On obtient alors

AJa, b)) = AMUpJun, vn]) = ligbn AJun, vn[) = lign(vn —up) =b—a.

Soit enfin I un intervalle non borné. Supposons-le de la forme [a,+oo[. Alors, pour tout
n € N, I contient [a,a + n] et ainsi, A(I) > n. Ceci assure que A(I) = +o0. O



Chapitre 4

Construction de l’'intégrale de
Lebesgue

Dans ce chapitre, on se donne un espace mesuré (F, A, u). L’idée est de construire 'intégrale
pour des fonctions de plus en plus générales grace a des passages a la limite.

4.1 Intégration des fonctions étagées positives

Définition 4.1.1. Soit f une fonction étagée positive, prenant les valeurs distinctes asq, ..., a,.
On pose A; = f~'({ay}) pour 1 <i < n. On appelle intégrale de f par rapport & u, et on note
[ f du, le nombre fini ou infini (élément de Ry) défini par

/f dp =" aip(Ai),
i=1

avec la convention usuelle en théorie de la mesure : 0 X oo = 0.

Proposition 4.1.2. L’intégrale de fonctions étagées positives vérifie les propriétés suivantes.

i) Si f et g sont deux fonctions étagées positives et A € R, alors
[Y g T+

Jos+gdu=x [san+ [gan

(ii) Si f et g sont deux fonctions étagées positives telles que f < g, alors

/fdué/gdu-

Démonstration. Montrons la propriété (i) dans le cas on A = 1. Le cas général s’en déduit

immédiatement. Posons " -
F=) aila et g=> Bjlp,
i=1 i=1

ol les (c); (resp. les (3;);) sont distincts. Notons 71,...,7 les valeurs (distinctes) prises par
f+get
Co=(f+9'tw) = U (AinBy,

ou I, = {(4,j), o + B; =, }. Puisque les ensembles (A4; N B;); ; sont deux a deux disjoints,

n(Cy) = Z p(A; N Bj).

13
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On a donc par définition de l'intégrale de f + g

l

!
/(f+g) dp = wp(Cr) = Y (i + Bj)u(A; N By)

k=1 k=1 (i,j) €l

Pour établir (i7), il suffit d’appliquer (i), en remarquant que g— f est une fonction étagée positive,

pour obtenir
[ran< [saus [o-naw=[tr+ - mdu= [gin

Ceci acheve la preuve. O
Remarque 4.1.3. Soit la fonction f =), a;14, ol les (o;) ne sont pas nécessairement distincts

et les (A;) nécessairement disjoints. On a encore [ fdu =Y, a;p(A;).

4.2 Intégration des fonctions mesurables positives

Définition 4.2.1. Soit f une fonction mesurable & valeurs dans R.. On appelle intégrale de f
par rapport a i, et on note f fdp I'élément de R, défini par

/fd,u:sup{/udu, u € & telle queugf}.

Remarque 4.2.2. Si f est une fonction étagée positive alors les deux définitions de son intégrale
coincident car le supremum est atteint pour u = f.

Proposition 4.2.3 (Croissance de l’intégrale). Pour toutes fonctions f et g mesurables

positives telles que f < g,
/ fdp < / gdu.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de I'inclusion
{u€5+,u§f}c{u65+,u§g}
et de la définition de l'intégrale. O

Voici le premier des grands théoremes d’intervertion limite-intégrale qui font toute la puis-
sance de la théorie de la mesure.

Théoréme 4.2.4 (de convergence monotone ou de Beppo Levi). Soit (fy),cn une suite
croissante de M. Alors f = lim,, f,(= sup,, fn) est aussi dans M et

/fdu= lim /fndu~
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Démonstration. On sait déja que le supremum d’éléments de M est encore dans M d’apres
la proposition 2.2.8. Comme f, < f, on a [f,dp < [fdu. La croissance de l'intégrale assure
que la suite ([ fp, dp),, est elle aussi croissante et donc convergente dans R;. On obtient donc

li?/fndug /fdu.

Démontrons I'inégalité opposée. Soit u une fonction positive étagée inférieure a f et A €]0, 1.
Posons
Ey,={z € E, fu(z) > Au(z)}.

La suite (Ey), oy est donc croissante (au sens de l'inclusion). Soit x € E. Si u(x) = 0 alors
x € E, pour tout n € N. Si u(z) > 0 alors

lim fo(2) = f(2) > u(z) > Xu(z),

et ainsi x € F, pour n assez grand et donc U,FE, = E. D’autre part, par définition de F,,
fn > Aulg, et donc, pour tout n € N, par croissance de l'intégrale,

/fn du > /)\ulEn du,

La fonction A\ulpg, est étagée positive. On sait donc calculer son intégrale. Si u = Zle a;ly,

alors i .
/u du = Z aip(4;) et /ulEn dp = Z a;ii(A; N Ey).
i=1

i=1
Or, pour tout i = 1,...,k, u(A;NE,) converge en croissant vers u(A;), donc, [ulp, du converge
vers [udp. On a donc établi que, pour tout u € €4 tel que u < f et tout A €]0, 1],

lim/fnduZlim)\/ulEndu—)\/udu.

On obtient donc, en faisant tendre A vers 1, que, I'intégrale de toute fonction étagée positive u
majorée par f est inférieure a la limite des intégrales des fonctions f,. Il en est donc de méme
pour l'intégrale de f :

/fdu:sup{/ud,u, u € &y, telle queugf} Slim/fndu,

et I’égalité est donc établie. O

Corollaire 4.2.5. Si f et g sont deuz fonctions mesurables positives, alors

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Démonstration. D’apres le théoreme 2.3.3, il existe des suites (fn),cn €t (gn) ey croissantes de
fonctions étagées positives qui convergent simplement vers f et g respectivement. Alors la suite
(fn + gn)HEN est une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers
f + g. La linéarité de I'intégrale de fonctions étagées assure alors, pour tout n,

/(fn"‘gn)d:u:/fnd,u‘i'/gndu.

Le théoreme de Beppo Levi permet de conclure en passant a la limite. ]
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Corollaire 4.2.6 (Intervertion du signe somme et du signe intégrale). Si (fy),cy est
une suite de fonctions mesurables positives, on a

/(ih) du—nio/fndu,

Iégalité ayant lieu dans Ry .

Démonstration. Posons g, = Y _ fix- La suite (gn),cy est une suite croissante de fonctions
mesurables donc on peut

/<§:ofn> s /(nlingog”> d“:nhj@o/gndu
B nIL%§</fkdﬂ>_§</fkdﬂ>a

grace au théoreme de convergence monotone. O

4.3 Intégration de fonctions mesurables

Définition 4.3.1. Une fonction f définie sur F a valeurs dans R ou C est dite intégrable (par
rapport & y) si elle est mesurable et si [|f]du < +o0.

Nous noterons L} (1) (resp £{(u)) Pensemble des fonctions intégrables & valeurs réelles (resp.
complexes). Pour étre plus précis, nous utiliserons (en cas d’éventuelles confusions) les notations

LL(E, A p) et LE(E, A, p).

Proposition 4.3.2. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans R. Alors f est intégrable si
et seulement si f et f~ le sont.

Démonstration. Rappelons que f+ = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0) = sup(—f,0). On a alors
fl=7r+ 1" [ <Ifl, fH<IfL
La proposition découle de ces relations. ]

Définition 4.3.3. Soit f € E]i(,u). On appelle intégrale de f, et on note [ f du, le nombre réel

[ran=[5rau- [ dn

Remarque 4.3.4. On pourra noter encore

[ fn= [ 5 utan).

Certains mathématiciens adoptent quant & eux la notation [ f(z)du(x) que nous éviterons d’em-
ployer. Ceci dit, il ne s’agit que d’une notation, ni plus ni moins arbitraire qu’une autre.

Proposition 4.3.5. L’ensemble Eﬁg(u) est un espace vectoriel sur R et Uapplication qui o f
associe [ fdu est une forme linéaire sur cet espace. De plus, on a

(i) Vintégrale conserve la positivité (si f € L& (u) et f >0, alors [fdu >0),

(ii) Uintégrale conserve les inégalités (si f,g € Li(p) et f <g, alors [fdu < [gdp),

(iii) si f € Ly, |[£dn| < [1f] du.
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Démonstration. On sait déja que I'ensemble des fonctions réelles mesurables est un espace vec-
toriel sur R. De plus, si f,g € LL(1) et A € R, alors [Af +g| < |A|f] + |g|- On en déduit
que

/|Af+g|du§ |)\|/f|du+/g\du<—|—oo.

L’ensemble £} (1) est donc un espace vectoriel sur R.
Soient f,g € L&(p). On a

frg=(+9" - (f+9)
frg=ft—f"+9"—g,

dou (f+9) "+ f +g = (f+9) + f+g". On integre cette égalité par rapport & u en
remarquant que tous les termes sont des fonctions mesurables positives. Il vient donc

/(f+9)+dﬂ+/f_du+/9_d#Z/(f+g)_du+/f+d,u~l—/g+d,u.

Toutes ces quantités sont finies donc on obtient

/(f+g)+du—/(f+g)‘du=/f*du—/f_dwr/g*du—/g‘du,

ce qui établit la linéarité de l'intégrale. On montre de méme que

Jondu=n [ san

Pour prouver (i), on remarque que, si f € Li(u) est positive, alors son intégrale est celle qui
a été définie dans la définition 4.2.1. Elle appartient a R;. Le point (i7) se déduit du point (¢) en
considérant la fonction positive et intégrable g — f. Pour montrer (7i7) on écrit tout simplement,

‘/fdu’='/f+du—/f‘du‘S/f+du+/f‘du=/|f|du,

ce qui assure la commutation annoncée de la valeur absolue et de 'intégrale. O

Proposition 4.3.6. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans C. Alors f est intégrable si
et seulement si Re f et Im f le sont.

Définition 4.3.7. Soit f € LL(u). On appelle intégrale de f, et on note [fdu, le nombre

complexe
/fdu:/Re fdu—I—z'/Im fdu.

Proposition 4.3.8. L’ensemble E}C(M) est un espace vectoriel sur C et Uapplication qui a f
associe [ f du est une forme linéaire sur cet espace. De plus,

‘/fdli’é/\ﬂdﬂ-

Démonstration. Soit a € C tel que /f du‘ =« /f dp. On peut toujours choisir o de module 1

et

’/fdu‘ = /afdM:/Re (af)du—l—i/lm (af)dp
Jire @plau+ [l @< [lasidn= [171dn

IN
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4.4 Mesures discretes

Soit (E,A) un espace mesurable, (ag),cy- une suite de points de £ telle que, pour tout
ke N, {ag} € Aet (a)en- une suite de réels positifs. On définit une mesure y sur (£, A)

o0
n = Z ak5ak.
k=1

On souhaite étudier I'ensemble £!(11) et comprendre Pobjet [ f du pour f € L(u).

Proposition 4.4.1. Awvec les notations du début du paragraphe.

o0
(i) Soit f mesurable de (E, A) dans R.. Alors, dans R, /f dp = Zakf(ak).
k=1

(ii) Une fonction f mesurable de (E, A) dans C est pi-intégrable ssi Z ag|f(ag)| < +o0. Dans
k=1

ce cas, /fd,u = Zakf(ak).
k=1

Démonstration. Démontrons le point (i). On proceéde en trois étapes. Supposons que f = 14
avec A € A. Alors

/f dp = u(A) = ZaklA(ak) = Zakf(ak).
k=1 k=1

Supposons & présent f étagée positive, alors f = " | 5;14,. Par linéarité de 'intégrale,

[Fn=3" ) =35> antaer) = Y3 filafa) = 3 anf (@)
=1 i=1 k=1 k=1

k=1 =1
Enfin, si f est mesurable positive, il existe une suite croissante de fonctions étagées positives
(fn)nen qui converge simplement vers f. Par le théoréme de convergence monotone,

/f dp = lim /fn dp = hmzakfn(ak) = Zak lim f, (ax) = Zakf(ak)7
" "= - =1

ce qui achéve la preuve du point ().

Démontrons a présent le point (7). Soit f mesurable a valeurs dans C. Appliquons le point
(i) & |f] : f est p-intégrable ssi [|f|du est fini c’est-a-dire ssi Y, a|f(ay)| est fini. Si tel est le
cas, on écrit

f=®Re f)T = ([Re f)” +iIm f)© —i(Im f)~.

Les quatre fonctions mesurables positives (Re f)T,...,(Im f)~ sont intégrables par rapport &
(puisqu’elles sont toutes majorées par |f]). D’apreés (i) et la linéarité de l'intégrale, on obtient
la relation souhaitée. ]

Exemple 4.4.2. Soit p la mesure Bernoulli de parametre p €]0,1[ : pp = pd1 + (1 — p)dp. Alors,

2
/xu(daz) =(1-p)x0+px1 et /cos(ﬂa:/él)u(da;) =1 —p—i—p\g.
Exemple 4.4.3. Soit u =Y 22, p(1 — p)*~15;. Alors f € L! si et seulement si

Y =) f (k)] < +oo
k=1

et dans ce cas,

/f dp =" _p(1—p)" 1 f(k).
k=1
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4.5 Mesures a densité

Etant donné un espace mesuré (E, A, 1), on peut construire de nombreuses mesures & partir
de p comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.5.1. Soit (E, A, 1) un_espace mesuré et g une fonction mesurable positive sur
(E,A). Soit v lapplication de A dans Ry définie par

v(A) =/1Agdu=/Agdu-

Alors v est une mesure sur (E,A).

Démonstration. On a évidemment v()) = 0. Soit (A,) une suite d’éléments de A deux & deux
disjoints. Posons A = U, A4,. On a

I/(A)—/lAgdu—/ZlAngdu—Z/lAngdu—ZV(AH),

grace au théoreme de convergence monotone. O

Définition 4.5.2. La mesure v est appelée mesure de densité g par rapport a p. On la note
souvent g.u. La fonction g est appelée la densité de v par rapport a pu.

Proposition 4.5.3 (Intégration par rapport a une mesure a densité). Avec les notations
de la proposition 4.5.1.

(i) Soit f une fonction mesurable positive sur (E,A). Alors, dans R,
[rav= [tr9)dn (4.1)

(ii) Soit f une fonction mesurable a valeurs complexes sur (E, A). Alors f est intégrable pour
v si et seulement si fg est intégrable pour u et on a alors

[av= [t9)d

Démonstration. Pour démontrer le point (i), on procéde en trois étapes. Si f =14 avec A € A,
la relation (4.1) découle de la définition de v. Si f est étagée et positive, 'égalité se déduit de
la linéarité de l'intégrale. Supposons enfin que f soit simplement mesurable et positive. Soit
(fn)nen une suite croissante de fonctions étagées et positives qui converge simplement vers f.
Par le théoreme de convergence monotone,

[rav =t [ g =tim [(ag)du= [(79)dn

Démontrons a présent le point (i7). Soit f mesurable a valeurs dans C. Appliquons le point (7)
a |f] : f est v-intégrable ssi [|f]gdv est fini c’est-a-dire ssi fg est p-intégrable. Si tel est le cas,
on écrit

f=®Re f)T = ([Re f)” +illm f)" —i(Im f)".

Les quatre fonctions mesurables positives (Re f)*,...,(Im f)~ sont intégrables par rapport a v
(puisqu’elles sont toutes majorées par |f]). D’apres (i) et la linéarité de l'intégrale, on obtient
la relation souhaitée. O
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4.6 Intégration par rapport a une mesure image

Proposition 4.6.1 (Définition d’une mesure image). Soit (F,A) et (F,B) deux espaces
mesurables et ¢ une application mesurable de E dans F. Soit u une mesure sur (E, A). L appli-
cation v qui a B € B associe

v(B) = ulp ™" (B))
définit une mesure sur (F,B) appelée mesure image de p par ¢. On la notera fu,.
Démonstration. Comme o~ (0) =0, on a u(p=1(0)) = 0.

Soit (By),cy une suite d’éléments de B deux & deux disjoints. La suite (¢~(B,)) est une
suite d’éléments de A deux & deux disjoints et =1 (UB,) = Up~!(B,) donc

V(UnBn) = (0™ (UnBy)) = (Une™ (Bn)) = Y (™ (Bn)) = Y _ v(Bn),

n
i eV ve.
ce qui acheve la preuve O

Proposition 4.6.2. Avec les notations de la proposition 4.6.1.

(i) Soit f une fonction mesurable positive définie sur (F,B). Alors (I’égalité a lieu dans R..)

/Ffdugo=/Ef0<Pdu- (4.2)

(i) Soit f une fonction mesurable a valeurs complexes définie sur (F,B). Alors f est intégrable
par rapport a pu, si et seulement si f o @ est intégrable par rapport a p. Dans ce cas,

/Fde:/Efosodu-

Démonstration. Démontrons le point (7) en trois étapes. Si f est la fonction indicatrice de B € B,
égalité p,(B) = u(p~1(B)) qui définit la mesure image s’écrit encore

/le,u(P:/lga1(B)d,u:/lBO<pd/,L.
Y X X

Si f est étagée positive, la relation (4.2) se déduit du cas précédent par linéarité. Enfin, si f
est mesurable positive, d’apres le théoreme d’approximation 2.3.3, il existe une suite (fy),cy
croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. Alors (f, o @),y est
une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f o . D’apres
ce qui précede, on a, pour tout n € N,

/fndﬂcp:/fnogpdﬂa
Y X

et I’égalité souhaitée est conséquence du théoreme de convergence monotone.

Démontrons & présent le point (i7). Soit f mesurable & valeurs dans C. Le point () appliqué
a | f| montre que f est intégrable par rapport a u, si et seulement si f o ¢ 'est par rapport a p.
Supposons donc f intégrable et écrivons alors

f=®Re f)" = [Re f)” +ilm f)* —i(Im f)".

Les quatre fonctions mesurables positives (Re f)T,...,(Im f)~ sont intégrables par rapport a
e (puisqu’elles sont toutes majorées par | f|). D’apres (i) et la linéarité de I'intégrale, on obtient
la relation souhaitée. O
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4.7 Intégrale de Lebesgue et intégrale de Riemann

Rappelons brievement les principes fondamentaux de I'intégrale de Riemann.

4.7.1 Intégrale sur un intervalle compact

Soit f une fonction réelle bornée sur [a,b]. Soit ¢ : a =29 < 21 < -+ < Tpy1 = b une
subdivision de [a, b]. On appelle pas de la subdivision le nombre §(¢) = max;<p<n+1(Tk — Th—1)-
Posons

my = inf {f(t), t € [vg,xp41]} et My =sup{f(t), t € [zk,Tr+1]}-
Les sommes de Darboux associées a la subdivision o sont
n n
s(0) =Y mu(wrsr —wk) et S(0) =Y My(wppr — zp).
k=1 k=1

Définition 4.7.1. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] s’il existe un nombre
réel I tel que les sommes s(o) et S(o) tendent vers I quand 6(o) tend vers 0 :

Ve>0, In >0, Votq.d(o)<n, |S(o)—I<e et |s(o)—1I]<e.
Le nombre I est alors appelé 'intégrale de Riemann de f sur [a,b] et on le note fab f(t)dt.

Considérons a nouveau la subdivision o et, pour tout k, choisissons &, € [xg_1,x]. La somme
de Riemann définie par o et £ = (£1,...,&,) est par définition

S(0,€) =Y (&) (@r — xp1).

k=1

Si f est intégrable au sens de Riemann, les sommes de Riemann convergent vers f; f(t) dt lorsque
0(o) tend vers 0, uniformément par rapport au choix de £. Plus précisément,

Ve >0, In >0, Vo t.q.d(o)<m, VEassociéao, |[S(0,&)—1I|<e.

Théoréme 4.7.2. Toute fonction f continue par morceaur sur [a,b] est intégrable au sens de
Riemann. De plus, si f est continue, la fonction x — F(x) = [*f(t)dt est dérivable sur [a,b]
de dérivée F' = f.

4.7.2 Intégrale généralisée

Soit f : [a,b]— R, ou b peut étre égal a +o0, localement intégrable au sens de Riemann;
c’est-a-dire intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle compact [a, c] C [a, b].

On dit que f admet une intégrale généralisée sur [a, b] si la fonction = — ff f(t)dt admet
une limite lorsque z tend vers b (avec z < b). On pose alors

/abf(t) dt = lim /jf(t) dt.

Dans ce cas, on dit encore que l'intégrale ff f(t) dt est convergente.

On dit que I'intégrale généralisée f; f(t) dt est absolument convergente si I'intégrale f;] f()|dt
est convergente.

Remarque 4.7.3. La convergence absolue entraine la convergence, mais la réciproque est fausse

Xsint
/ LU
1 t

comme le montre I'exemple classique
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4.7.3 Comparaison des intégrales de Riemann et Lebesgue pour une fonction
bornée sur un intervalle compact

Proposition 4.7.4. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors si A désigne la mesure de

Lebesgue sur R, fli,4 € LE(N) et
b
/R 1 f ) = / £() dt.

Démonstration. 11 est clair que f1p,y est borélienne. Soit M = sup,cp, 4 [f(t)]. La fonction f
étant continue sur le compact [a,b], M est un réel positif et

| flap| < M1y € Lr(N),

ce qui assure que flp,; est Lebesgue-intégrable. De méme, pour tout = € [a,b], flj, ) est
Lebesgue-intégrable. Posons F(z) = [ f 1(4,2] dX\ et montrons que F' est dérivable en tout point
zg de [a, b] de dérivée f(xg). Soit h > 0. Comme

1[a,x0+h}f = 1[a,:p0]f + 1}mg,zg+h]f7

on a F(xog+h) — F(xo) 1
T — X
0 ) 0) _ . /1]%@0%# d\,
d’ol F(zo + h) — F(xo) 1
PSR pa0) = [ Ui Fao))

Soit e > 0. Puisque f est continue en xg, il existe > 0 tel que pour tout z tel que |z — xg| < 7,
on ait |f(xg) — f(z)| <e. 810 < h <n alors

F(QZO + h}i — F(ﬂjo) B f(:IIo)

1
= h /511x07x0+h} dA =e.

Le cas h < 0 se traite de méme. Ainsi, F' est dérivable sur [a,b] de dérivée f. Comme F(a) =0
(car A({a}) =0), on a F(z) = [ f(t) dt pour tout = € [a,b] (et notamment pour z = b). O

Remarque 4.7.5. La proposition précédente s’étend facilement au cas d’une fonction f conti-
nue par morceaux. Elle conduit a noter f[a ] [ dz Tintégrale de Lebesgue [ f 1jq,5 dA (et méme

fab f(z)dzx). Cette notation est souvent adoptée pour une fonction f intégrable au sens de Le-
besgue sur [a, b] sans hypothese de continuité.

Lorsque I'on sort du cadre des fonctions continues par morceaux, les liens entre intégrales de
Riemann et de Lebesgue sont assez subtils. Voici quelques résultats éclairants.

Il existe des fonctions intégrables au sens de Lebesgue qui ne sont pas intégrables au sens
de Riemann. Par exemple la fonction f = 1gnp,] est intégrable au sens de Lebesgue et son
intégrale est nulle. En revanche, pour toute subdivision ¢ de [0, 1], on a S(c) =1 et s(o) = 0.

Les fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a, b] sont connues.

Théoréme 4.7.6 (Lebesgue). Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable au sens de

Riemann ssi il existe N C [a,b] de mesure de Lebesque nulle tel que f est continue en tout
x € [a,b]\N.
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4.7.4 Intégrale de Riemann généralisée et intégrale de Lebesgue

Proposition 4.7.7. Soit f : [a,b[— R une fonction continue. Alors f1(q € LE(N) si et seule-

ment si fabf(t) dt est absolument convergente et, dans ce cas, on a

/fl[a’b[ X\ = /abf(t) dt.

Démonstration. Supposons d’abord f positive. Soit (b,), y une suite croissante de points de
[a, b] qui converge vers b. Pour tout n,

b
/fl[a,bn[ d\ = f(t)dt.

En utilisant le théoréeme de convergence monotone (pour l'intégrale de Lebesgue), on a

n—-+o0o

bn, o
/fl[avb[ dA = 1151»1 /f]-[a7bn[ dA = lim / f(t) dt € R+.

Or, par définition, f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si cette limite est finie,
donc si et seulement si f est intégrable au sens de Riemann. De plus les intégrales sont les
meémes.

Dans le cas général, on sait que f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si
|f| Vest, donc si et seulement si f; f(t) dt est absolument convergente. Si c’est le cas, écrivons
f=fT—f".0Onaft<|flet f~ <|f|] donc f* et f~ sont intégrables dans les deux sens et

/f+1[a7b[d)\:/abf+(t) dt, et /f_l[avb[d)\:/abf_(t)dt,

d’ou le résultat par linéarité. ]



Chapitre 5

Théoremes limites et applications

5.1 Lemme de Fatou

Dans le chapitre précédent, nous avons déja établi un théoréme limite fondamental : le
théoréme de convergence monotone (ou théoreme de Beppo Levi).

Théoréme 5.1.1. Soit (fy),cy une suite croissante de M. Alors f = lim,, f,, € My et

/fduz lim /fndu-

Toutefois, 'hypothese de croissance, trés pratique puisqu’elle assure I'existence de la limite
dans R, est inadaptée dans bien des situations. Nous avons besoin d’un théoréme valable pour
une suite de fonctions générique. Le prix a payer est que ’on ne sera plus assuré de l’existence
d’une limite. Par contre la fonction liminf f,, est encore définie et c’est elle qui remplacera
avantageusement la fonction lim f,.

Théoréme 5.1.2 (Lemme de Fatou). Si (fy),cy est une suite de fonctions mesurables posi-
tives, alors

/lim inf f,, dp < liminf /fn du.

n—oo n—~o0

Démonstration. Posons g = liminf f,,. Par définition,

= lim inf f, = sup inf f;.
g n—+0o0 k>n f nEII\)I k>n f

La fonction g, = infj>, fi est une fonction mesurable positive et la suite (gy), oy converge en
croissant vers g. Le théoreme de convergence monotone assure donc :

lim [ g,du= /lim inf f,, du.

n—oo

D’autre part, pour tout n € N, g, < f,, d’o, par croissance de l'intégrale, [g,dp < [ fndp.
Le second membre de cette inégalité n’a pas nécessairement de limite mais sa limite inférieure
existe toujours. On obtient donc (par mpassage a la limite inférieurem) :

lim inf /gn dp < liminf /fn du.

La limite inférieure du premier membre de I'inégalité ci-dessus est en fait une limite d’apres la
premiere partie de la preuve, qui n’est rien d’autre que 'intégrale de la limite inférieure de la
suite (fn),cn- Cette remarque acheve donc la preuve. O

24
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5.2 Ensembles et fonctions négligeables

Définition 5.2.1. Soit (F, A, 1) un espace mesuré.

(i) On dit qu'une partie N de E est négligeable pour p (ou p-négligeable) s’il existe A € A
tel que N C A et u(A) =0.

(ii) On dit que la tribu A est compléte pour u si toute partie p-négligeable appartient a A.

Définition 5.2.2. Soit (E,.A, 1) un espace mesuré. On dit qu’une propriété P sur F est vraie
presque partout (en abrégé p.p. ou p-p.p.) si U'ensemble des points de E ou elle est fausse est
négligeable.

Une fonction f définie sur E a valeurs réelles ou complexes est dite p-négligeable si {f # 0}
est négligeable.

Deux fonctions f et g définies sur F a valeurs dans un méme ensemble F' sont dites égales
presque partout si {f # g} est négligeable.

On dit qu'une suite (fy),cy de fonctions définies sur E a valeurs dans C converge vers f
p-presque partout s’il existe un ensemble p-négligeable N tel que pour tout = ¢ N, on ait

lim, f,(z) = f(x).
Le lemme suivant est tres utile en pratique.

Lemme 5.2.3 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable positive sur (E,A).
Alors pour tout A >0, on a

1
p{r=ap <5 [rdn

Démonstration. 11 suffit d’intégrer la relation A1¢r>yy < f qui est vraie puisque f est positive.
O

Proposition 5.2.4. Soit f une fonction mesurable de (E, A) dans R telle que [|f|dp < +oc.
Alors f est finie u-presque partout.

Démonstration. En effet, pour tout n, on a

- 11 = 1012 ) 2 1] = 400

Comme [|f|dp est fini, en faisant tendre n vers +oo, on obtient y({|f| = +oo}) = 0. O

Remarque 5.2.5. La réciproque de cette proposition est fausse : la fonction constante égale a 1
est finie A-p.p. mais n’est pas intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition 5.2.6. Soit f une fonction mesurable sur (E,A) a valeurs complezes. Alors f est
négligeable si et seulement si [|f|dp = 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que f est négligeable. Comme min(|f[,n) < nlyso,
on a

/ min(|f|,n) dp < npu({f # 0}) = 0,

d’ott [min(|f|,n)du = 0 pour tout n. D’apres le théoréme de convergence monotone, on a alors

11 = [timmin ). dp =i frmin(17],m) die = .

Réciproquement, supposons que [|f|du = 0. Alors, pour tout n > 1, on a

w({ir1=2}) <o fis1au=o
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L’ensemble {|f| # 0} s’écrit donc comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle :
1
{r#0y=U 1=
n>1
Il est donc également de mesure nulle. O

Proposition 5.2.7. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

(i) Soit f et g deux fonctions mesurables positives telles que f < g presque partout. Alors
[fdp< [gdp.

(ii) Soit f et g deux fonctions mesurables positives telles que f = g presque partout. Alors
Jfdu= [gdp.

(iii) Soit f et g deux fonctions mesurables complexes telles que f = g presque partout. Alors f
est intégrable si et seulement si g l'est et, dans ce cas, ff du < fg du.

Démonstration. Pour prouver (i), on écrit

f= <y + [Lpsgys

que l'on integre par rapport a p :

/fdﬂ— /fl{f<g} dﬂ+/f1{f>g} dy.

Par hypothese, f1yy- 4y est négligeable donc son intégrale est nulle. On a donc

/f dp = /fl{f<g} .
/ gdu= / 91{s<g} dp.

Pour conclure, il suffit de remarquer que flyr<g < glir<gy. Le point (73) se déduit de (i) par
symétrie entre f et g.

Démontrons (iii). Si f = g p-p.p., alors |f| = |g| p-p.p., d’ou [|f|du = [|g| du par (ii). Par
conséquent f € LL () si et seulement si g € L& (u). On obtient la conclusion par égalité y-p.p.
des parties positives et négatives des parties réelles et imaginaires et en appliquant (7). O

De méme, on voit que

5.3 Théoreme de convergence dominée

Théoréme 5.3.1 (de convergence dominée). Soit (fy),cy une suite de fonctions mesurables
sur (E,A) a valeurs dans R ou C telle que :

(1) (fn)nen converge p-presque partout vers une fonction f mesurable,

(ii) il existe une fonction g positive appartenant a Lk (u) telle que
vn>1, |fu(@)] <g(z) p—pp

Alors les fonctions (fn),cn €t f sont intégrables et

nlLrgO/fndu:/fdu.

On a méme lim,, [ |fn, — fldp =0.
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Démonstration. Supposons tout d’abord que la convergence de (f,),cy Vers f ait lieu partout
et que les inégalités (i7) soient vraies pour tout x € E. Posons g, = 29 — | f, — f|. Alors (gn),en
est une suite de fonctions mesurables positives, et d’apres le lemme de Fatou,

2/gd,u = /liminfgndu < Iiminf/gnd,u = Z/gd,u - limsup/|fn — fldu.
Puisque [gdp < +00, on voit que limsup,, [|f, — f|dp < 0. On en déduit donc que

i [ 12— fldi =0,
n—-4o00
Il en résulte que [fdp =lim [ f, dpu.

Passons & présent au cas général. Soit N € A tel que, si ¢ N, lim, f,(z) = f(z) et
u(N) = 0. Choisissons de plus, pour tout n € N, un ensemble N,, € A tel que si z ¢ N,
|fn(z)] < g(x) et u(E,) = 0. Posons M = N U (U,N,,) € A. On a encore pu(M) = 0. Posons
hy, = fnlape et h = flpe. On a, pour tout = € E et tout n,

lim hp(x)=h(z) et |hy(z)| < g(z).
m—-+00
La premiere partie de la preuve assure donc que lim [|h,, — h| dp = 0. Pour conclure, il suffit de
remarquer que h, = f, u-p.p- et h = f u-p.p. O

Corollaire 5.3.2. Soit (fy),cn une suite de fonctions mesurables sur (E, A) a valeurs dans R
ou C telle que Y-, [|fn]dp < +o00. Alors les fonctions (fn),cn sont intégrables, la série ., fn

converge p-p.p. et il existe f € L1 (p) telle que
dp =0, /fdu:Z/fnd,u.
n=1

f=Y fa n—pp, nli_{go/'f—ka
n=1 k=1

Démonstration. Posons g = >, < [fn|. D’apres le corollaire 4.2.6 (intervertion série-intégrale
pour des fonctions positives),

/gdu Z/\fn!du< +oo.

n>1

La fonction g étant intégrable, elle est finie u-p.p. Posons

:{er Z|fn y_+oo}

C’est un ensemble négligeable de A, et si x ¢ N, la série ) f,(x) est absolument convergente,
donc convergente. Posons alors

+oo
=1
0 sixz e N.

Cette fonction est mesurable comme limite simple de la suite (1ne Y ) fi), oy de fonctions
mesurables. De plus, comme

vz € N°, |<Z|fn )| = gla),
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et comme g est intégrable, f I'est aussi et on a

/f\dué/gdu—i/!fnmu.

Enfin,
n n “+o00
/‘f—ka du = [inelf =3 fdu= [1x] 3 Al au
k=1 k=1 k=n+1
+o0o +o0
< > [welnddns Y [indn
k=n+1 k=n+1
Par hypothese, le membre de droite tend vers 0, ce qui acheve la preuve. ]

5.4 Intégrale dépendant d’un parametre

Théoréme 5.4.1 (continuité d’une intégrale & parameéetre). Soit (E, A, ) un espace me-
suré, (G,d) un espace métrique et f une fonction définie sur E x G, a valeurs réelles ou com-
plexes. On suppose que

(i) pour p-presque tout x € E, la fonction o — f(x, ) est continue sur G,
(ii) pour tout a € G, la fonction x — f(x,a) est mesurable sur (E,A),
(iii) il existe une fonction g sur (E,A) mesurable, positive et intégrable telle que pour tout
a€ G, on ait |f(z,a)] < g(x) p-p.p.
Alors la fonction F : a— [ f(x,a)p(dz) est définie et continue sur G.

Démonstration. Pour tout a € G, la fonction x — f(z,a) est p-intégrable et F' est donc bien
définie sur G. Soit a € G. Montrons que F' est continue au point . Comme G est un espace
métrique, il suffit de montrer que si (o), oy est une suite de G qui converge vers «, alors la
suite (F(ay)), ey converge vers a. Notons f, la fonction définie sur E qui a tout = € E associe
fn(x) = f(z,an). Lasuite (f,),cy satisfait aux hypotheses du théoreme de convergence dominée,
d’ou la conclusion. ]

Théoréme 5.4.2 (dérivabilité d’une intégrale & paramétre). Soit (E, A, u) un espace
mesuré, I un intervalle ouvert de R et f une fonction définie sur E x R, a valeurs réelles ou
complexes. On suppose que

(i) pour p-presque tout x € E, la fonction o — f(x,«) est dérivable sur I,

(ii) pour tout o € F, la fonction x — f(x,a) est p-intégrable,
(#3) il existe une fonction g sur (E,A) intégrable et positive telle que pour u-presque tout x € E,

on ait

0
vaer, M@c,a) < g(a).

Alors, pour tout o € I, la fonction x — g—i(a:,a) est intégrable. De plus, la fonction F : a +—

[ f(z, a)u(dx) est dérivable sur I et

Vael, Fl(a)= /gi(m,a)u(dx).
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Démonstration. Par hypothese, il existe un ensemble de mesure nulle N € A tel que si z ¢ N,

la dérivée %(x, «) existe pour tout point o € I et
of
z,a)| < g(x
5, (0 )| < g(@)

Il en résulte que z +— %(az7 a) est p-intégrable pour tout a € 1.

Etudions la dérivabilité de F en o € I. Soit () une suite de I qui converge vers a avec
oy, # a pour tout n. D’apres le théoreme des accroissements finis, on a, si z ¢ N,

0
7(sn) — £, )] < lan — afsup |2 (2,0)| < fa ~ alg(e).
acl | OO

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite (h,,), oy ol la fonction
h, est définie sur F par
f(z,an) — f(z,q)

a, —Q

hn(z) =

Cette suite (hy,),cy converge simplement sur E\N vers la fonction z — g—g(x, a). Cette fonction

est donc p-intégrable. De plus, on a

8*f(flf,oz)ﬂ(dx) = lim /f(x’ozz : f(x,a)u(dx) = lim M,

Oa n—00 « n—00 oy —

Il en résulte que F' est dérivable en « de dérivée

o) = [ 9 (,0) ().

O]

5.5 Exemple fondamental : un premier contact avec la transfor-
mée de Fourier

La notion de transformée de Fourier d’une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue
ou d’une mesure finie joue un role essentiel en analyse et en probabilités. Nous présentons ici
quelques unes de ses propriétés et quelques exemples de calculs.

5.5.1 Transformée de Fourier d’une fonction

Définition 5.5.1. Soit f € £} ()\). La transformée de Fourier de f est définie sur R par

f(t) = /R f(@)e™ A(dz).

Remarque 5.5.2. Comme ‘em‘ =1, x — " f(z) est Lebesgue intégrable si et seulement si f
lest.

Remarque 5.5.3. Par définition de l'intégrale d’une fonction a valeurs complexe, on a aussi :

(1) = /R cos(tz) f(x) A(dz) + i /R sin(tz) f(z) A(dz).

Si f est paire alors
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et en particulier, la partie imaginaire de f (t) est nulle. De méme, si f est impaire alors
f(t) = 22'/ sin(tx) f(z) A(dx),
[0,+00[

et en particulier, la partie réelle de f (t) est nulle.

Les théoremes sur l'intégrale a parametre permettent de montrer immédiatement le résultat
de dérivabilité suivant.

Proposition 5.5.4. La fonction f est continue sur R. De plus, si x — xf(x) est intégrable sur
R alors f est dérivable sur R et

') = /R ize™ f(z) A(dx).

Exemple 5.5.5. Soit fi(z) = e *1,~0y. Alors

fi(t) = /R €61 40y Mda) = / e~ (1717 \(dx).

R+

+oo
L’intégrale (au sens de Riemann) généralisée / e~ (1717 g4 est absolument convergente donc :
0

) +oo )
/ e—(l—zt)w )\(dﬂ?) _ / e—(l—zt)x dz.
R+ 0

e—(l—it)x

La dérivée de x +— i est la fonction z — e~ (1717 De plus, |e*(1*it)x| = e " tend vers 0
quand z tend vers 1’1_1r1ﬁ—1ti.Z Donc
A
. A . —(1-it)x 1
fi(t) = lim e~ (=T g —  lim 67, = —.
A—+o0 Jy A—doo | =1+ 12 0 1—at

On en déduit donc que f;(t) = pour tout t € R.

11—t
Exemple 5.5.6. Soit a présent fo(z) = e~ 1l D’apres la remarque 5.5.3 et le calcul précédent,

folt) = 2/[0+ [cos(zfav)e*‘gc| Adx) = 2/ Re (e")e™® \(dx)

[0,+00]
2
142

= 2Re / e~ =T \(dz) = 2Re fi(t) =
[0,4+00]

Exemple 5.5.7. On peut montrer (mais c’est un peu plus dur) que si f3(z) = 1/(1 + 2?)
alors fg(t) = me It (voir la feuille d’exercices 5). Remarquons que f3 n'est pas dérivable en 0,
ce qui n’est pas contraire aux conclusions de la proposition 5.5.4 puisque x/(1 + %) n’est pas
A-intégrable sur R.

Remarque 5.5.8. Les calculs ci-dessus montrent que fg(t) =27 fs et f3 (t) = 27 f3. Nous tirerons
ceci au clair plus tard.
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5.5.2 Transformée de Fourier d’une mesure finie

Définition 5.5.9. Soit p une mesure finie sur R. La transformée de Fourier de p (on parle
encore de fonction caractéristique de p) est la fonction notée ¢, définie sur R par

VteR, put) = /em w(dz).
R

Remarquons tout de suite que si p admet f (supposée positive) pour densité par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R, alors u est finie si et seulement si f est M-intégrable et f = ¢, En
particulier, la proposition 5.5.4 s’étend a toutes les mesures finies : ¢, est continue sur R et si
x — x est p intégrable, ¢, est de classe C L'sur R de dérivée

@, (t) = /Rz’:cem w(dz).

En particulier, ¢, (0) = i/x,u(dm).
R

Exemple 5.5.10. Donnons quelques exemples de fonctions caractéristiques de mesures discretes
classiques.
1. Si g1 = (1 —p)do + pd1, avec p € [0,1] alors ¢, (t) = pet +1 —p.
2. Sipp =31, CEpF(1 — p)nkdy, avec p € [0,1], alors ¢, (t) = (pe” + 1 —p)n.
k

+o0 )
3. Siv, = Ze*a%ék, avec a > 0 alors ¢, (t) = et 1),
k=0

Remarque 5.5.11. On peut utiliser le théoreme de dérivation de Lebesgue pour calculer I'intégrale

de la fonction x — x en évaluant la dérivée de la transformée de Fourier de p. On trouve en
particulier les résultats obtenu en par un calcul direct parfois un peu plus pénible :

/x jn(dz) = p, /x 1 (dz) = np, /x Vo(dz) = .

Remarque 5.5.12. Les relations ¢, = ¢y, et ¢, = ¢y, ne sont pas des coincidences. Nous les
interpréterons lorsque nous parlerons de probabilités et d’indépendance...



Chapitre 6

Intégrales multiples

Est-il possible de construire une mesure sur 1’espace mesurable (E x F, A® B) qui affecterait
aux rectangles A x B la mesure p(A)v(B)? Si p et v étaient toutes deux la mesure de Lebesgue
sur R, répondre a cette question donnerait un sens mathématique a la notion intuitive d’aire.
Si une telle mesure existe, est-elle unique 7 Nous pourrons apporter une réponse positive a ces
deux questions dans le cas ou les deux mesures sont o-finies.

Nous étudierons dans son ensemble la preuve de I'existence et 'unicité de la mesure produit.
Elle présente 'avantage d’étre constructive et nous sera utile pour la suite. L’unicité de la mesure
s’établit de maniere similaire a celle de la mesure de Lebesgue sur R que nous avons admise au
chapitre 3. La preuve de I'existence se fait quant a elle beaucoup plus facilement.

Dans un deuxieme temps, nous étudierons les propriétés de I'intégrale par rapport a la mesure
produit ¢ ® v en faisant notamment le lien avec les intégrales par rapport aux mesures u et v.
Les théoremes de Tonelli et Fubini joueront ce role, le premier pour les fonctions mesurables
positives, le second pour les fonctions intégrables a valeurs dans C.

Nous énoncerons le théoreme de changement de variables pour l'intégrale de Lebesgue sur
R? et nous rencontrerons & nouveau a cette occasion la notion de mesure image qui jouera un
tres grand role en probabilités.

6.1 Mesures produit

Rappelons qu'une mesure sur (£, A) est dite o-finie s’il existe une suite croissante (Ey),, ¢y
d’éléments de A telle que p(Ey,) est finie pour tout n € N et E soit la réunion (croissante) des
ensembles (E,), cy. On dit alors que (E, A, i) est o-fini. Par exemple, la mesure de Lebesgue
sur R est o-finie (on peut prendre E,, = [—n,n]) tandis que la mesure de comptage sur [0, 1] ne
I’est pas.

Soit a présent deux espaces mesurés (E, A, u) et (F,B,v) deux espaces o-finis. On dispose
déja d’une tribu naturelle sur £ x F' construite & partir de A et B : la tribu produit A ® B.
Rappelons que la tribu produit est la tribu engendrée par la famille R des rectangles de A x B,
c’est-a-dire par I’ensemble des parties E X F de la forme A x B avec A € Aet B € B.

Soit C' un élément de A ® B. Nous allons étudier les propriétés des opérations découpage en
tranches horizontales et verticales.

Lemme 6.1.1. Si C € A® B, notons

Co={yeF (x,y) eC} et CY={x€E, (v,y) €C}
les sections verticale et horizontale. Alors, pour tout x € E et tout y € F', C,, € B et CY € A.
Remarque 6.1.2. Si C et D sont des éléments de A ® B alors

(Ch)° = (C)y, CyUD,=(CUD), et CynD,=(CND),.

32
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Il en est de méme avec les unions et intersections dénombrables.

Preuve du lemme 6.1.1. Soit C I'ensemble des parties C € A ® B telles que, pour tout = € F et
tout y € F', C, € Bet CY € A. 1l est clair que C est une tribu. Pour achever la preuve, il reste a
remarquer que C contient les rectangles C' = A x B. C’est le cas puisqu’alors, pour tous x € F

et yeF,
B size A A siyeB
C, = BEEL B et V= BYETca
0 siz¢gA 0 siy¢B
Ainsi, C est une tribu qui contient les rectangles : elle contient donc la tribu produit A ® B.
L’inclusion inverse découle de la définition de C. O

Théoréme 6.1.3. Soit (E, A, u) et (F,B,v) deuzr espaces mesurés o-finis.

(1) Il existe une unique mesure m sur (E x F, A® B) telle que, pour tous A € A et B € B,
on ait
(A x B) = pu(A)u(B),

avec la convention 0 X +o0o0 = 0. Cette mesure est o-finie. On la note généralement p @ v
et on Uappelle mesure produit de p et v.

(ii) Pour tout C € A ® B, les applications x +— v(Cy) et y — u(CY) sont respectivement
A-mesurable et B-mesurable et

4 ® u(C) = L v(Cy) pldr) = / H(C¥) u(dy). (6.1)

F

Avant de nous lancer dans la démonstration, il nous faut introduire une notion trés impor-
tante en intégration et probabilités il s’agit de la notion de A-systeme ou de classe monotone.
Notons qu’il existe autant de définitions de ces objets que de mathématiciens. Nous utiliserons
ici le terme de A-systeme sous ’acception suivante.

Définition 6.1.4. Une famille A de parties de E est appelée A-systéme si
(i) E €A,
(ii) si (An), ey est une suite croissante d’éléments de A, alors A = U, A, € A,
(iii) si A et B sont dans A avec A inclus dans B, alors B\ A est dans A.

Remarque 6.1.5. Tout comme pour les tribus, il existe un plus petit A-systeme contenant une
partie S : il s’agit de l'intersection de tous les A-systémes contenant S (intersection non vide car
P(E) en fait partie). On le note A(S).

Lemme 6.1.6. Soit A un A-systeme stable par intersection finie. Alors A est une tribu.

Démonstration. Comme E € A, A est stable par complémentaire d’apres (iii) et, en particulier,
0 € A. Soit A et B dans A. Alors AU B = (A°N B°)° appartient a A. Par récurrence, on en
déduit que A est stable par union finie. Soit (A;), ¢y une suite d’éléments de A. On peut alors
écrire U, A,, comme la réunion croissante des ensembles (Ui‘:OAk)pGN qui sont dans A. Ainsi, A
est stable par union dénombrable et est donc une tribu. O

Il est bien plus facile en pratique de montrer qu’une famille de parties est un A-systeme
qu’une tribu. Le résultat suivant montre que cela suffit dans certains cas. On donne a toutes les
variantes de ce résultat le nom de théoreme des classes monotones bien que la version ci-dessous
fasse appel aux A\-systemes.

Théoréme 6.1.7 (Théoréme des classes monotones). Si S est une famille de parties de E
fermée pour lintersection finie, alors A(S) = o(S).
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Démonstration. 11 suffit, au vu du lemme 6.1.6, de montrer que A(S) est stable par intersection
finie. Soit B € S fixé et
Ap={AcA); ANBeAS)}.

On vérifie sans probleme que Ap est un A-systéme contenant S et donc A(S), c’est-a-dire que
VBeS, VAecA(S), ANBeAS).
Soit maintenant C' € A(S) et
Ac={AecA); ANnC e AS)}.

D’apres ce qui précede, A¢ est un A-systéme contenant S. Donc pour tout C' € A(S), Ac = A(S).
Finalement A(S) est stable par intersection finie, c’est donc une tribu et o(S) C A(S).
Comme une tribu est un A-systeme l'inclusion précédente est une égalité. O

La famille fermée pour 'intersection finie est trés souvent une algebre de Boole.
Définition 6.1.8. Une algebre de Boole A sur E est un sous-ensemble non vide de P(E) tel
que

(i) la partie vide appartient a A,
(ii) A est stable par passage au complémentaire,
(iii) A est stable par réunion finie.
Exemple 6.1.9. L’algebre de Boole que nous rencontrerons le plus souvent dans ce chapitre
est l'algebre de Boole engendrée par R c’est-a-dire la plus petite algebre de Boole contenant

R. Nous la noterons F. Il est facile de se convaincre qu’elle est formée des réunions finies de
rectangles disjoints.

Théoréme 6.1.10 (Unicité du prolongement d’une mesure). Soit A une algébre de Boole
sur E et u et v deur mesures o-finies sur o(A) telles que

(i) pour tout A € A, u(A) =v(A),

(ii) il existe (En),cn une suite croissante d’éléments de A telle que UpE, = E et pour tout
neN, p(E,) =v(Ey,) < +o0.

Alors p et v coincident sur o(A).
Démonstration. Supposons dans un premier temps que p et v soient finies. On pose
A= {A€o(d): u(d) = v(a),

Montrons que la famille A est un A-systeme. Il est clair que E € A et que A est stable par union
finie. Soit (A;),cy une suite croissante d’éléments de A. Alors

p(Undn) = lim p(Up_gAg) = lim v(Up_gAx) = v(Undn),

car, pour tout n € N, U}_jA, € A. Soit A et B dans A avec A inclus dans B. Puisque p(E) et
v(FE) sont finis, et B € A, on a u(B) = v(B) < +00. On en déduit

u(B\A) = u(B) - u(A) = v(B) — v(A) = v(B\A),

et donc B\ A est dans A. Ainsi, A est A-systeme qui contient A donc A(A) C A. Par définition
de A, A C o(A). Donc, d’apres le théoréme des classes monotones, A(A) = o(A). On a donc
obtenu

ACo(A)=A(A) CA,
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ou encore A = o(A) : les mesures p et v coincident sur la tribu engendrée par A.
Supposons a présent que u et v soient uniquement o-finies et soit (E,), .y la suite donnée
par I’hypothese (i7). On définit pour tout n € N les mesures p, et v, sur o(A) par

VAe A, pn(A)=p(ANE,) et v,(A)=v(ANE,).

Les mesures p, et v, sont finies et coincident sur .4 donc sur o(.A) d’aprés la premiére partie de
la preuve. Enfin, pour tout A € o(A), puisque (AN E,), y une suite croissante d’éléments de

w(A) = lim pp(A)= lim pu(ANE,) = lim v(ANE,) = h&l pn(A) =v(A),

n—-+00 n—-+0o00 n—-+0o00
ce qui acheve la preuve. ]

Preuve de l'unicité de la mesure produit du le théoréme 6.1.3. Supposons qu’il existe une autre
mesure m’ telle que, pour tous A € A et B € B, on ait m'(A x B) = u(A)v(B), c’est-a-dire que
m et m’ coincident sur I'ensemble des rectangles. Elles coincident donc sur 'algebre de Boole
engendrée par les rectangles. Les mesures p et v étant o-finies, il existe deux suites croissantes
(En)pen €t (Fn)peny d’éléments de A et B respectivement telles que, pour tout n € N, u(E,) et
v(Fy) soient finis et U, E,, = E et U, I, = F. La suite de rectangles (&, x I},), oy est telle que
Un(Ep X F) = E X F et

m(E, x F,) = u(E,)v(F,) =m/(E, x F,) < +oc.

Les mesures m et m/ sont donc o-finies et elles coincident donc, en vertu du théoréme d’unicité
6.1.10 sur la tribu engendrée par ’algebre de Boole engendrée par les rectangles qui n’est autre
que la tribu produit. ]

Preuve de existence de la mesure produit du théoréme 6.1.5. Considérons la fonction suivante :

VCe Ao B, m(C)= / v(Cy) p(dx). (6.2)
E

Dans un premier temps, montrons que cette définition a un sens, c’est-a-dire que = — v(Cy)

est une fonction .A-mesurable positive (pour que son intégrale par rapport & p soit définie). Ce

résultat nous sera également utile plus tard, nous le mettons donc en exergue ci-dessous.

Lemme 6.1.11. Si C € A® B, la fonction x — v(C,) est mesurable sur (E,.A) et la fonction
y — u(CY) est mesurable sur (F,B).

Preuve du lemme 6.1.11. 1l suffit de démontrer la premiere assertion. Supposons dans un premier
temps que v est finie. Soit C 'ensemble des parties C' € ARB telles que x — v/(C};) soit mesurable.
Nous allons montrer que C est un A-systeme contenant F ’algebre de Boole engendrée par R.
Comme le plus petit A-systéme contenant F (qui est stable par intersection finie) est la tribu
engendrée par F (mais aussi par R), c’est donc que C = A® B.

Si C = A x B, alors v(C;) = 14(z)v(B) et donc C € C. Si C = U, C? o les (C%); .,
sont des rectangles deux & deux disjoints, on a v(Cy) = Y, v(CL) et & — v(C,) est mesurable
en tant que somme de fonctions mesurables. D’ou F C C.

Montrons a présent que C est un A-systeme. Il est clair que C = E x F' € C car alors C, = F
pour tout x € E et x — v(F) est mesurable. Soit (C"), .y une suite croissante d’éléments de
C et C sa limite. Pour tout x € F, d’apres le théoréme de convergence monotone appliqué a la
suite croissante (1cn ), ., ¥(Cy) converge vers v(Cy). Donc la fonction z — v(Cy) est mesurable
en tant que limite d’une suite de fonctions mesurables. Enfin, si C' et D sont dans C avec C' C D
alors (D\C), = D;\C, et. Comme v est supposée finie, x — v((D\C),) = v(Dy) — v(Cy) est
mesurable comme différence de fonctions mesurables bornées.
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Si v est seulement o-finie, soit (F3,),y une suite croissante d’éléments de B dont la réunion
est I et telle que v(F,) soit fini pour tout n € N. Soit C' € A® B et, pour tout n € N, posons
C" =CnN(F x F,). D’apres la premiere partie de la démonstration, la fonction = — v(C?) est
mesurable. Par convergence monotone, il en est de méme pour z — v(Cy). O

On sait & présent que l'application m est bien définie par (6.2). Montrons qu'il s’agit d’une
mesure. Il est clair que m(0) = 0. Soit (C™),cy une suite d’éléments de A ® B deux & deux
disjoints et C' leur réunion. On a C, = U,C} avec (C}), oy deux a deux disjoints dans B, d’otl
v(Cy) =Y, v(C}). Mais alors, en utilisant la commutation des signes somme et intégrale pour

la suite de fonctions mesurables positives (Lcp),, o

[ rCautin) = 3 [ vz utdn) = Somien).

n>0 n>0

Il reste a vérifier que m affecte la mesure souhaitée aux rectangles. Si C est le rectangle
A X B,on a
m(C) = [ v(C.) ) = [ 1a(e)(B) n(de) = w(AW(B).

E

De méme on montre que C' — [u(CY) v(dy) définit une mesure sur A ® B qui coincide avec m
sur les rectangles. Par unicité, cette mesure est égale & m et 1’on obtient la relation (6.1). O

Le premier exemple & donner est celui de la mesure de Lebesgue sur R? muni de sa tribu
borélienne B(R?) = B(R) ® - - - @ B(R).

Théoréme 6.1.12 (Mesure de Lebesgue sur R%). Il existe une unique mesure \g sur
(R4, B(RY)) telle que, pour tout produit d’intervalles Iy x --- x Iz, A\g(Iy x --- x I3) soit égal
au produit des longueurs des intervalles (I;). De plus, A\q est le produit d fois de la mesure de
Lebesgue sur (R, B(R)). Cette mesure est appelée mesure de Lebesgque sur RY.

De plus, la mesure \g est l'unique mesure sur B(R?) telle que

1 2([0,1]%) =1,

2. VacRY, VB e BRY, Mla+ B)=N(B).
Remarque 6.1.13. On pourrait soulever ici le point de rigueur suivant : soit ((E;, As, 14i))1<j<p M
espaces mesurés o-finis. Il existe de nombreuses maniéres de construire une tribu et une mesure
produit sur Fq X --- x E, par récurrence. Obtient-on toujours la méme ? Rassurons-nous tout

de suite : la réponse est oui et la notation (Ey X -+- X E,, 41 ® -+ @ Ay, 11 @ - -+ @ y,) a bien
un sens (et un seul).

6.2 Théorémes de Tonelli et Fubini

Remarque 6.2.1. L’égalité (6.1) s’écrit encore

/EXFlcdu®1/:/E[/Flc(:c,y)u(dy)} u(dw):/F[/Elc(x,y)u(dx)] Wdy).  (63)

Ceci signifie que calculer I'intégrale de la fonction indicatrice d’un élément de la tribu produit
revient a intégrer l'intégrale des sections, ’ordre des opérations ne jouant pas de role.

Comme nous 'avons déja remarqué lors de la construction de l’intégrale, on est en droit
d’espérer que cette propriété s’étende a toutes les fonctions mesurables positives définies sur
I’espace produit. Le théoréeme de Tonelli assure que c’est effectivement le cas.

Théoréme 6.2.2 (Tonelli). Soit f une fonction mesurable de (E x F, A® B) dans Ry, i et v
deuz mesures o-finies, respectivement sur (E, A) et (F,B).
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(i) Les fonctions partout définies x — /f(a:, y)v(dy) ety — / f(z,y) p(dx) sont respective-
F E
ment A et B-mesurables.

(ii) Les égalités suivantes ont lieu dans Ry :

Efodu@w—/ [/f:z: Yy (dy)] p(dx) = /[/fx Y dx)} v(dy). (6.4)

Démonstration. Montrons dans un méme temps le point (7) pour la premiere fonction et la pre-
miére égalité du point (ii). Le raisonnement se fait comme d’habitude en trois étapes (indicatrice,
étagée positive, mesurable positive) et a chaque fois, on doit montrer
(i) Vz € E, y — f(z,y) est B-mesurable et positive,
(ii) @ — [nf(z,y) v(dy) est A-mesurable et positive,
(iii) la relation (6.4) est vérifiée par f.

Etape 1. Si f est 'indicatrice d'un élément C' de A ® B alors, (i) est assuré par le lemme
6.1.1 puisque y — f(z,y) est 'application y — 1¢,(y), (ii) est assuré par le lemme 6.1.11 et
Iégalité (6.4) n’est autre que I’égalité (6.3) qui a été prouvée dans le théoreme 6.1.3.

Etape 2. Si f est une fonction étagée positive le résultat découle de la linéarité de 'intégrale
et de la stabilité de la mesurabilité par combinaison linéaire.

Etape 3. Si f est mesurable positive, d’apres le théoreme 2.3.3 d’approximation, il existe une
suite (fn),cy croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. Donc,
pour tout x € E, (y — fn(2,9)),cy est une suite de fonctions mesurables positives qui converge
vers y — f(x,y) qui est donc mesurable positive. Le théoréeme de convergence monotone assure
que

[ ryvtdn = [ 1 gy vidy = im [ o) vty

La fonction  — [, f(x,y)v(dy) est donc A-mesurable comme limite de fonctions mesurables.
De plus,

f@@yﬂfml hw®“@2t/vhxyd4 p(da),
ExXF ExF
au /hm[/fn:cy dy)} (dz) :/[/f ] p(dz),
ce qui acheve la preuve. O

Corollaire 6.2.3. Soit f une fonction mesurable sur (E x F, A® B) a valeurs complezes. Alors
f est intégrable pour la mesure p ® v si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est
réalisée :

[E[/Flf(a:,y)\v(dy)] p(dz) < 400 ou /F[/wa’y)'“(dx)] V(dy) < +o0.

Avant d’énoncer un théoreme analogue a celui de Tonelli mais adapté aux fonctions non né-
cessairement positives, donnons quelques précisions. On dit qu’'une fonction f est définie presque
partout sur un espace mesuré (F, A, ) s'il existe un ensemble négligeable N tel que f soit défi-
nie sur E\N. On dira alors que f est mesurable pour la tribu induite par A sur E\N. On dira
que f est intégrable si fE\N |fldp < +o00, et, dans ce cas, on notera encore fEf dp lintégrale
i) BN f du. Cette notation est justifiée par le fait que si g est une fonction mesurable sur (E, A)

telle que gjp\ v = f alors f € LY(E\N, pE\N) si et seulement si g € LY(E, ) et dans ce cas,

/ fduz/ gdu=/gdﬂ-
E\N E\N E
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Théoréme 6.2.4 (Fubini). Soit f une fonction intégrable sur (E x F,A® B,u®v). Alors,
(i) pour presque tout x € E, la fonction y — f(x,y) est dans L' (v); de plus la fonction
z— [ f(x,y)v(dy), définie p p.p., est p-intégrable.
(ii) pour presque tout y € F, la fonction x — f(z,y) est dans L'(u); de plus la fonction
y — [pf(x,y) p(dz), définie v p.p., est v-intégrable.
(i) On a enfin

[Efod/‘@’/—/[/fwy (dy)] p(dz) = /[/fxy dx)] v(dy).

Démonstration. Démontrons par exemple (i) et la premiere égalité de (iii) pour une fonction a
valeurs dans R. D’apres le théoreme de Tonelli, on a

/E[/F|f(a:,y)|1/(dy)} p(dx) :/EXFmdN@M

Il résulte alors de la proposition 5.2.4 que = — [|f(z,y)|v(dy) est finie sauf peut-étre sur
ensemble p-négligeable N. Donc siz ¢ N, la fonction y — f(x,y) est v-intégrable. On décompose
f en la différence de ses parties positive et négative : f = fT — f~. Si z ¢ N, les fonctions
y+— fT(x,y) et y — f~(z,y) sont v-intégrables et on a

Ve € N, / f (@) v(dy) = / f () vldy) - / (@ y) v(dy).

D’apres le théoréme de Tonelli, les fonctions = — [ f(x,y) v(dy) sont mesurables sur E\N muni
de la tribu induite et on a

Jo L emrmian]aor = [ [ ommian fuaey = [ st arow < s

Par conséquent, = — [, f(z,y)v(dy) définie sur E\N est intégrable comme combinaison linéaire
de deux fonctions intégrables. On a enfin

fduv = / ffdu@v— frdp®v
ExF ExF

_ /E\N [ vt ) - / [ G vian)| o
= /E\N /f*(x,y) u(dy)—/f(x,y)V(dy)} p(dz)
- /E\N /fg;y dy)] p(de) = /Ufa:y dy)} p(dz),

ce qui acheve la preuve. ]

ExXF

Remarque 6.2.5. Lorsque I'on veut signifier les variables d’intégration dans l'intégrale multiple,
on note souvent p(dz)v(dy) pour du®v, p@v(d(z,y)) ou encore p@v(dx, dy), ce qui est justifié
par le théoreme de Fubini.

6.3 Exemples d’utilisation

6.3.1 Exemples de mesures produit

Soit a et B deux réels strictement positifs et pu et v les mesures de densités respectives par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R :

Ve €R, fu(r) =ae 1, et fi(r)= ﬂe*ﬁxl{xw}.
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On souhaite déterminer la mesure pour p®v de 'ensemble A = {(z,y) ; 0 < x < y}. Il est facile
de déterminer les sections horizontale et verticale de A :

|z, +o0[ six >0, siy >0,

1) sinon, sinon,

vz € R, C’m:{ ot VyeR, Cy:{]o’y[

Pour tout x > 0,
W) = [ S = [ pe Ay =
Cy |z, +o0]

Ainsi,

1 ® v(A) = / v(Cy) () = / (eP%)ae—% A(da) =

Ry a+
On a de méme p(CY) =1 — e~ qui redonne bien l'expression de p ® v(A).
6.3.2 Mesure produit de mesures a densité par rapport a la mesure de Le-
besgue

Soit u et v deux mesures sur R admettant respectivement pour densité par rapport a la
mesure de Lebesgue les fonctions mesurables positives g, et g,. Soir f mesurable positive de R?
dans R. Le théoréme de Tonelli et la définition d’une mesure & densité assurent que

/R2fdﬂ® v /</f(x,y) u(dx)> v(dy) = /</f(x,y)gu(:v))\(d:c)> 90 (y) \(dy)

= [([r@ns@nmra ) xa = [ sagaen

Ainsi, la mesure produit admet g, g, pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R2.

6.3.3 Normalisation de la mesure gaussienne

+o0o
I:/ exZ/de:\/?.
0 2

Soit f définie sur R% par f(z,y) = yexp(—y?(1 + z?)). La fonction f est continue sur R? donc
B(R? )-mesurable et positive. Le théoréme de Tonelli s’applique ici.

On se propose de montrer que

A
/Af(x y) dy _|= exp(—y2(1 + 33‘2)) _ 1 B exp(—AQ(l + Z‘Z)) 1
0 ) 1+1’2 0 1—|—x2 1+SL‘2 Ao 1+£L'2.

On a donc

[ (L e = [ =5

D’autre part, avec y > 0 fixé,

A
0 A——~o00

A ) »
/ f(z,y)de = e_yQ/Q/ e W0 /2 g 2 e—y2/2/ e 2 dy —— Te V2,
0 0

On a donc

/]R+ < R+f(:r,y) A(dx) A(d:c)) _2

Le théoréme de Tonelli fournit le résultat annoncé.
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6.3.4 Transformée de Fourier de la mesure de Cauchy

On souhaite montrer que

U |
/em” — Adz) = eI,
r w1+ a2

Remarque 6.3.1. La mesure ;1 de densité ———— par rapport a la mesure de Lebesgue sur R
T

T+
est appelée mesure de Cauchy. Remarquons que ¢,, n’est pas dérivable en 0 et que la fonction

identité n’est pas intégrable par rapport a p.

Soit @ > 0. Rappelons que la transformée de Fourier de la fonction gq : & — e~ %l est égale

- a
VteR, §u(t) = [ e e \(d2) = —.
) = | () =

Pour ¢ € R fixé, introduisons la fonction continue sur R?

ft(uy 37) — ei(u+t)m€f|u|efa|z|'

La majoration
| fe(u, )| < e llemal

assure que f; est intégrable pour la mesure de Lebesgue Ay sur R2. Le théoréme de Fubini assure
alors

//ft(u, x)Ae(du,dz) = / [eime_axl /em“e_lu /\(du)} Adx) = /lita;z e~all A(dx)

_ / [em / Jiltru)e —alal A(dx)] Mdu) = / m vl \(du).

On a donc montré que

eit:r alz a e

Dans 'intégrale de droite, opérons le changement de variables z = (¢ + ) /a. Il vient

eite ~ala] M e—|az—t| \d

Il reste a utiliser le théoreme de convergence dominée pour déterminer la limite des deux inté-
grales lorsque a tend vers 0. Remarquons bien que 'on a les dominations suivantes :

ef|azft\ 1

€ <
T 1422

1422

e—a|ac|

<

1+ 22

it
‘ 1+ a2

On obtient alors

eitw A e—\t| M i
/1+ﬂ “”—/ﬂ+%<@—”e‘
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6.4 Mesure image et changement de variables

6.4.1 Mesure image et changement de variables affine

La notion de mesure image joue un role central en probabilités. La mesure image, notée .,
sur (F,B) par une fonction mesurable h de (E,.A) dans (F,B) d’une mesure y est définie par

VBEB, py(B)=pulp ' (B)).
Rappelons également résultat qui relie les intégrales par rapport a ces deux mesures.

Théoréme 6.4.1 (Théoréme de transfert). Soit (E,A) et (F,B) deux espaces mesurables
et v une application mesurable de E dans F. Soit p une mesure sur (E, A). Soit f une fonction
mesurable a valeurs complexes définie sur (F,B). Alors f est intégrable par rapport a p, si et
seulement si f o est intégrable par rapport a p. Dans ce cas,

/Ffducp=/Ef0<pdu-

Remarque 6.4.2. Soit ¢ : (E, A) — (E,A). Si p est invariante par h, c’est-a-dire que p, = p,
alors

vf e L), /Efduz/Efosodu-

C’est par exemple le cas pour la mesure de Lebesgue et les fonctions de translation 7, : ¢ — z+a.

Cette remarque admet une généralisation importante qui a de nombreuses applications et
est a la base de la démonstration du théoreme de changement de variables.

Proposition 6.4.3. Soit A € GL4(R) et b € R%. Alors

1

Ve LY(\g), /Rdf(Ax +b) Mdz) = ot A] Rdf(x) A(dz). (6.5)

L’égalité est vraie dans Ry pour les fonctions mesurables positives.

Remarque 6.4.4. La formule (6.5) se reformule en termes de mesure image. Soit A € GL4(R) et
b € R?. L’image de la mesure de Lebesgue sur R? par I’application = — Az + b est la mesure
det A| "M Ag.

Preuve de la proposition 6.4.3. La remarque 6.4.2 montre qu’il suffit de démontrer le résultat
lorsque b = 0. Il faut donc montrer que la mesure image de Ay par A est la mesure |det A|_1)\d.
Soit v cette mesure. Remarquons tout d’abord que v est invariante par translation. Soit a € R¢
et B € B(R?),

v(a+ B) = M(A" a+ B)) = Ma(A™'a + A71(B)) = \a(A"'(B)) = v(B).

D’autre part, v([0, 1]¢) # 0 car

v(R?) = A\g(RY) = +o0 et v(RY) < Z V(n—i— [0, 1]d> = Z V([O, 1]d>.

nezd nezd

Enfin ([0, 1]¢) < 400 car v([0,1]%) = A\g(A71([0,1]%)) et A71([0,1]¢) est compact comme image
du compact [0, 1]¢ par 'application continue A~!. Ainsi, la mesure v/ = v/v([0, 1]%) est invariante
par translation et v([0,1]¢) = 1, il s’agit donc de la mesure de Lebesgue sur RY. 11 existe donc
c € R tel que v = cAq.

Pour déterminer ¢, il ne reste donc plus qu’a déterminer v(B)/A\;(B) pour un borélien de

mesure de Lebesgue non nulle et finie bien choisi. On procede pour cela par étapes selon la forme
de A.



CHAPITRE 6. INTEGRALES MULTIPLES 42

- A est une matrice orthogonale. Si A € O4(R {O € GLy(R), 'OO = Id}, il est clair que
*1({:/5 Clrr < 1}) = {x Clrr < 1}

donc

V({l’ ; lor < 1}) = )\d({x clpr < 1}) > /\d<[0, 1/\/&}d> >d 42> .

- A est symétrique définie positive. Si A € SF(R) N GL4(R), A est diagonalisable dans le
groupe orthogonal : il existe O € O4(R) tel que A = OD'O ou D =Diag(ay,...,aq), a; € R%.
On choisit B = OD([0,1]%) et on a alors

v(B) = M(A™(B)) = Aa((0OD~10)(0D([0,1]%)) = Xa(O([0,1]%)) = 1.

D’autre part, comme D([0, 1]¢) = H?zl[(), o],

- A est seulement inversible. On peut décomposer A en A = OS avec O € Oy(R) et S € Sy(R).
11 suffit en effet de poser S = VIAA et O = AS™!. Grace aux résultats précédents,

v(B) = XM(A7(B)) = Aa(STH(O71(B))) = (det $) ™ \a((071(B)) = (det $) ™' Aa(B).
Puisque det A = det Odet S et det O € {—1,1}, on a bien v(B) = |det A|"*\g(B). O

6.4.2 Théoreme général du changement de variables

Soit ¢ un difféomorphisme de classe C' d’un ouvert A de R sur un ouvert D de R%. Siy € A,
on note J,(y) le déterminant jacobien de ¢ = (¢1,...,¢q) en y (c’est-a-dire le déterminant de
la matrice jacobienne) :

Op1 . 91
oy 9yq
Jo(y) = det oo
Oa  Opd
T 0Yq

Les ouverts A et D sont munis de la mesure de Lebesgue.

Théoréme 6.4.5 (Changement de variables). (i) Soit f une fonction borélienne positive

sur D. Alors
/f dm—/f )l dy.

(ii) Soit f une fonction borélienne a valeurs complexes sur D. Alors f est intégrable sur D si
et seulement si [\|f(oW))||Jo(y)| dy < 400 et dans ce cas,

/f dx—/f )l dy.

6.4.3 Passage en coordonnées polaires
Passer en coordonnées polaires consiste a considérer le difféomorphisme

¢ Rix]—ma[ — R (R_ x {0})
(r,0) — @(r,0) = (rcosf,rsinb).
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La fonction ¢ est bien un difféomorphisme puisque, d’une part, ¢ est bijective de réciproque

donnée par
oM @y) = (Va? 7 Argla + i),

ou Arg(z) désigne argument principal (dans [, 7[) de z € C*. D’autre part, ¢ est contintiment
dérivable :

cosf) —rsinf
sind rcosf

o (r,0) = [ ] et J(r,0) =rcos®f +rsin6 = r.

Comme I’ensemble R_ x {0} est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur R?, pour toute
fonction f € LL(R?),

27 ptoo
f(z)\a2(dzx) :/ f(z) Ao (dx) :/ f(rcosf,rsinf)rdrd,
R2 R2\(R_ x{0}) o Jo

le second membre s’intégrant dans un ordre indifférent d’aprés le théoreme de Fubini.

Exemple 6.4.6 (Encore une fois...). D’apres le théoréeme de Tonelli,
+00 2 +00 +00
(/ e’ d:n) = / e d:r/ eV’ dy = / e~ @) gy dy.
0 0 0 R

On calcule l'intégrale de droite grace au passage en coordonnées polaires :

w/2 p+too +00
/ e~ @) dp dy = / / e rdrdf = 7T/ re ™ dr = =
R2 o Jo 2Jo 2

+oo
. 2 T
On retrouve ainsi / e ¥ dr = \QF
0

Exemple 6.4.7 (Volume de la boule unité). La boule euclidienne unité de R? est définie
par By = {(:vl,...,ﬂ:d) cRe; 22 4ot ai < 1} et son volume vy est donné par A\g(vg). On
calcule vy par récurrence. Supposons d > 2. D’apres le théoréme de Tonelli,

Vg = 1 dry...dz
d /R {zb+tag<} 421 - d2a

= /R2 |:/]Rd2 (l{x%—i—m—‘rwﬁ_QS1—(x3_1+x3)}) dzry ... dxd_2:| 1{x3_1+$3gl} drg_q1dxg.

Calculons l'intégrale entre crochet (c’est une fonction de (z4—1,24)) en distinguant deux cas.
1. Si 37?1—1 + azfl =1 alors

/R“l{x%A..ﬂzfl-(zz1+x3>} dor- iy = Aa-2({0a}) = 0

2. Si xi_l + xi < 1, posons z; = u; \/1 — (acil + xi) Ce changement de variables est une

d—2
simple homothétie dont le déterminant vaut (\/ 1— (22 |+ 1’3)) .
On obtient donc

i _ 2 o\ d/2—1
vy = /R2 [/Bdg (1 (xg_1 + xd)) duy ... dud_2] 1{x371+x3§1} dxg_1 dzg

d/2—1
= Vg_o /R2 (1 — (1‘3_1 + ;E?l)) 1{:63_1—1—:5(2131} drg—1 dxg
s 400
= VUg_o / (1— rz)d/2*11{r2<1}r dr do
—m JO N
1 2T

1 1
= 27wd_2/ r(l— r2)d/2_1 dr = 27vg_9 [—(1 - 7‘2)d/2] = —V4_9.
0 d . d
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Comme v1 = 2 et vo = 7, on obtient immédiatement le résultat suivant :

/2

(d/2)!

207(d=D2((d — 1)/2)!
d!

si d est pair,

Vd =

si d est impair.
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Chapitre 7

Espaces LP et LP

Dans toute la suite K désignera indifféremment le corps des réels ou le corps des complexes.

Définition 7.0.8. Pour tout réel p > 0, on définit
LY (B, A p) = {f . (B, A) — (K, B(K)) mesurable, /E]f]p dp < —1—00}.

On utilisera en général la notation L& ().
Exemple 7.0.9. Si m désigne la mesure de comptage sur (N, P(N)), alors
o0
L8 (m) = I&(N) = {(an)neN, > anl? < —i—oo}.
n=0
Proposition 7.0.10. Pour tout p, Li (1) est un K-e.v.

Démonstration. On vérifie que L (n) est un s.e.v. du K- e.v. des fonctions mesurables de E
dans K. Il est immédiat que la fonction nulle appartient & £f (p). Soit A € K et f,g € LE ().
Les majorations

A+ gl < (AL LgD)” < (2max([A[[f], [9])" < 2P[AP[fIP + 2°]g]”
assurent que Af + g est p-intégrable. O
Proposition 7.0.11. 1. Si u(F) < 400, alors
0<p<q = L) CLy(w).
2. Sim est la mesure de comptage sur (N, P(N)), alors
0<p<q = U (N)CI(N).

Démonstration. 1) Si 0 < p < g, alors |f[” < [f|"1g5>1y + 1qjfj<1}- Ainsi, des que f € Li(u),

[ipans [ians i< < voo

2) Si0 < p<gq, et (an),ey € U (N) alors lim, a, = 0. I existe donc ng € N tel que pour tout
n > ng, |an| < 1. Ainsi, pour tout n > ng, |a,|? < |a,|?, dott Y,,<¢lan|? < +oo. O

Remarque 7.0.12. Sur (R, B(R)) muni de la mesure de Lebesgue A, on remarque que

1y0,17()
—

Jz

Il n’existe donc pas d’inclusion entre £1(\) et L2()).

e LYON\LEN) et z— e L2O\LY ().

241
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Pour toute fonction f : (E,.A) — K et pour tout réel p > 0, on définit la quantité

/p
nﬂu=<éuww) R,

avec la convention (+00)'/P = 4o0.

Théoréme 7.0.13 (Inégalité de Holder). Soient f,g : E — K et p,q > 1 tels que 1/p+1/q =
1 (on dit que p et q sont conjugués).

1. Si f et g sont a valeurs dans R, alors (dans Ry )

og/mwswwmq

En outre, lorsque ||f|, et [lgll, sont finis, linégalité est une égalité si et seulement si il
existe (a, ) € RZ\{(0,0)} tel que o f? = Bg4 pu-p.p.
2. Si f e LE(u) et g€ LE(u) alors fg € Lk (u) et

1£glly < 171, lgll,-

En outre, linégalité est une égalité si et seulement si il existe (o, 8) € R2\{(0,0)} tel que
alf” = Blgl* p-p.p.

Démonstration. Commengons par établir une inégalité utile dans la suite. On pose pour tout
a €]0,1] et tout x € Ry, ¢o(z) = * — ax. La fonction ¢, est dérivable sur R et ¢ (z) =
a(z® ! — 1). Par suite, ¢/, < 0 sur |1, +oo[ et ¢/, > 0 sur ]0,1[. Donc, pour tout z € R,
va(x) < @a(l) avec égalité ssi & = 1. En reformulant, 2® < ax + 1 — « avec égalité ssi x = 1.
En posant x = u/v avec u > 0 et v > 0, il vient

u T < aqu + (1 —a)v avec égalité ssi u = v. (7.1)

Remarquons que cette inégalité est encore vraie pour u,v € R;..

Revenons & présent a la preuve de l'inégalité de Holder. Si || f||, ou ||g||, est nulle, alors f
ou g est nulle p-p.p. et il en est de méme pour fg. Dans ce cas, 'inégalité est triviale. C’est
encore le cas si || f||,, ou [|g||, vaut +oco. Supposons donc que ces deux quantités sont strictement
positives et finies. On pose alors

Lo 1 fP
a=—-, doul—a=-, u= > = 7
P q I1£15 gl

D’apres l'inégalité (7.1),

fo 1 14
= p T q-
1f gl — A, allgllg

En intégrant cette relation par rapport a p, il vient

I 1
OS/fngS Hpr!9Hq<p/”f||g d,wq/

Légalité a lieu ssi f/||f, = g/llgll, #-p-p- O

9" 4

Corollaire 7.0.14. Si p est une mesure de probabilité, l'application v — || f||, est croissante.

Théoréme 7.0.15 (Inégalité de Minkowski). Sip > 1, alors, pour tous f,g € L (),

1+ gll, < W1, + Mlgll,-

L’égalité a lieu ssi
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- f=0pu-pp. oug=af u-p.p., pouruna >0 sip>1.
- f=0pu-p.p. ou fg >0 p-p.p. sip=1.

Démonstration. Si || f + g[|, = 0, 'inégalité est triviale. Sinon, on integre par rapport a p 'in-
égalité
1F+gl” <|fIlf + 9P "+ gllf +g/P~*  avec la convention 2° = 1 pour z > 0.

On obtient alors

£+ < 1715+ 9P du+ [lolls + ol d

Si p = 1, I'inégalité est établie. Sinon, I'inégalité de Holder assure que (puisque (p — 1)g = p)

1/q
/ I+ gl du < Hf!p< / r +g|(p_1)qdu> — IFILIIF + gl

Ainsi,
1 -+ glip < (71, + lall, ) 1S + g1/,

Il ne reste plus qu’a simplifier par ||f + g ||£/ 9 qui est strictement positif et & remarquer que

p — p/q = 1 pour obtenir I'inégalité souhaitée. ]

Remarque 7.0.16. Ainsi, ||-||,, est une semi-norme sur I'espace L (11). Pour que ce soit une norme,
il faudrait que ||f Hp = 0 implique f = 0, ce qui est faut puisque la nullité de || f ||p implique
seulement f =0 u-p.p.

Il existe une fagon simple de construire un espace vectoriel normé a partir de L? et [|-[|,, : il
suffit de quotienter L£P par la relation d’équivalence f ~ g ssi f = g pu-p.p.

Définition 7.0.17. On pose Ly (1) = L (u)\ ~. L'espace Ly (1) muni de I'application ||-[|,, est
un K-espace vectoriel normé.

On commet I’abus bien pratique d’identifier une fonction a sa classe d’équivalence.

Théoréme 7.0.18. Pour tout p > 0, l’espace vectoriel normé (L (i), [I,,) est complet.



Chapitre 8

Variables aléatoires

Soit (2, F,P) un espace probabilisé, c’est-a-dire que P est une mesure de probabilité sur
I’espace mesurable (2, F). L’espace (2, supposé non vide, est appelé espace fondamental. Un point
w €  est une réalisation ou une épreuve. Les éléments de la tribu F, qui sont appelés évenements,
représentent les résultats observables. On évaluera alors la probabilité qu’un évenement A € F
se réalise en calculant P(A).

Pour modéliser le résultat du lancer d'un dé a 6 faces, on peut choisir Q = {1,2,3,4,5,6},
F =P(Q) et P la mesure uniforme sur 2. L’événement « le résultat est pair » se traduit au plan
ensembliste par ’ensemble A = {2,4,6} et la probabilité que A se réalise vaut 1/2.

8.1 Définitions générales

Définition 8.1.1. Soit (2, F) et (E,£) deux espaces mesurables. On appelle variable aléatoire,
on notera v.a. dans la suite, toute application X mesurable de (2, F) dans (E,E).

Remarque 8.1.2. On parle de v.a. positive si E = R, de v.a. numérique si F = R, de v.a. réelle
ou v.a.r. si £ =R et de v.a. entiere si £ = N.

Définition 8.1.3. Soit X : (Q,F,P) — (E,€) une v.a. L’application Px : £ — [0,1] qui & un
élément B de € associe Px(B) = P(X~!(B)) = P({X € B}) est une mesure de probabilité sur
E, & (c’est la mesure image de P par X). Elle est appelée loi de X. On la note aussi souvent

L(X).

Dans tout le reste du chapitre, on considere des v.a. réelles.

8.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Définition 8.2.1. Soit X une v.a.r. sur (Q,F,P). La loi de X est entierement déterminée par
sa fonction de répartition F'x qui est définie par

VteR, Fx(t)=Px(] - oo i) =P{X <t}).

Proposition 8.2.2. Une fonction F' : R — [0, 1] est une fonction de répartition si et seulement
si, F' est croissante, continue & droite et admet 0 et 1 pour limites respectives en —oo et +00.

Démonstration. On a admis au chapitre 3 la correspondance entre les mesures de Stieljes sur R
et les fonctions croissantes de R dans R. Si la mesure est une probabilité, il y a unicité de la
fonction si I'on impose par exemple qu’elle tende vers 0 en —oo. Il y a donc une bijection entre
les mesures de probabilité sur R et les fonctions F' croissantes, continues a droite et admettant 0
et 1 pour limites respectives en —oo et +00. Remarquons pour conclure que si u est une mesure
de probabilité sur (R, B(R)) alors X : (R, B(R), u) — (R, B(R)) définie par X (w) = w a pour loi
73 O

48
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Remarque 8.2.3. Rappelons que ’ensemble D des points de discontinuité d’une fonction de répar-
tition F' est fini ou dénombrable puisqu’il s’écrit comme la réunion dénombrable des ensembles

A, = {:c eER; Flx)—F(z™) > 1}7

n

avec n € N* et Card(A,) < n.
Rappelons que 'on peut exprimer la mesure que Px affecte a tout intervalle grace a la

fonction de répartition.

Proposition 8.2.4. Soit X une v.a.r. sur (Q,F,P). On a alors pour —oo < a < b < +0o0 les
relations

Px(] = o0, a]) = F(a), Px(] —o0,a) = Fla=),  Px(Ja,+o0) =1 - F(a),
Px([a, +o0[) =1—=F(a—),  Px(Ja,b]) = F(b) = F(a), Px([a,b]) = F(b) — F(a—),

Px([a,b]) = F(b—) — F(a—), Px(la,b]) = F(b—) — F(a).

8.3 Exemples de variables aléatoires classiques

Définition 8.3.1. On dit qu’une loi est discrete si c¢’est une combinaison convexe finie ou
dénombrable de masses de Dirac. Une v.a. de loi discrete p = ) ;; pidy, ne prend, presque
stirement, qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs.

Remarque 8.3.2. Soit v une mesure sur (F,€) et f une fonction mesurable positive. On dit que
f est une densité de probabilité par rapport & v si [, f(x)v(dzr) = 1. Si p est une mesure de
probabilité sur (F, ), on dit que p admet la densité f par rapport a v si

VBe&, w(B) :/Bf(a:) v(dz).

Définition 8.3.3. Si u est une mesure absolument continue par rapport & une mesure v, c’est-a-
dire que p admet une densité f par rapport a v, et si X est de loi g, on dira par abus de langage
que X admet la densité f par rapport a v. Si v est la mesure de Lebesgue, on dit simplement
que la loi de X est de densité f.

Exemple 8.3.4 (Lois discrétes). Parmi les v.a. discrétes, signalons quelques exemples des
plus classiques. La v.a. X suit la loi

— de Bernoulli B(p), pour p € [0,1], si P{X =1})=p et PH{X =0})=1-p.

— binomiale B(n,p), pour n € N* et p € [0,1], si P{X = k}) = C*p*(1 — p)"* pour tout

k=0,...,n.

)\k
de Poisson P(A), pour A > 0, si pour tout k € N, P({X =k}) = e_Aﬁ.
géométrique G(p), avec p €]0, 1], si pour tout k € N*, P{X = k}) = p.(l —p)k-1,

Remarque 8.3.5. Ces v.a.r. sont appelées variables aléatoires entieres car elles sont a valeurs dans
N. Notons que leurs lois admettent toutes une densité par rapport a la mesure v de comptage
sur N. Par exemple, si X suit la loi de Poisson de parametre 1, pour tout A C N,

P(X € 4) = Fx(4) = Y el = /Afd%

neA

avec f(k) = e 1/k! pour tout k € N. La fonction f est la densité de Px par rapport & .
De méme, la loi géométrique G(p) admet une densité par rapport a la loi de Poisson P(\)
mais la réciproque et fausse car la premieére ne charge pas {0} alors que la seconde le fait.
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Exemple 8.3.6. Si X est une v.a.r. alors Y = 1;y>1y est une v.a. (par composition d’applica-
tions mesurables) discrete puisqu’elle prend les valeurs 0 et 1 avec probabilité 1. De plus,

P{Y = 1}) = P({X > 1}) = 1 - P({Y = 0}).
La loi de Y est donc la loi de Bernoulli de parametre p = P({X > 1}).

L’autre classe importante de lois classiques est celles des lois a densité par rapport a la mesure
de Lebesgue ou absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue. En voici quelques
exemples.

Exemple 8.3.7 (Lois absolument continues). La v.a. X suit la loi
— uniforme sur [a, b], avec a < b si sa loi admet la densité (b — a)*ll[ajb} par rapport & \.
— exponentielle £(X), avec A > 0 si sa loi admet la densité /\e"\ml{x>0} par rapport a A.
— gaussienne N (0,1) si sa loi admet la densité 6_12/2/\/% par rapport a .
— gaussienne N (m, 0?) si sa loi admet la densité e_(x_m)2/(2“2)/\/ 2mo?2 par rapport a .
de Cauchy si sa loi admet la densité 1/(m(1 + x?)) par rapport a .

Exemple 8.3.8. Soit la fonction de répartition F' d’une loi p donnée par

0 six <0,
4 i0<z<1,

Fo | ioge
1/2 sil<z<2,

2/3+ (1 —e@2)/3 siz>2

Le graphe de F' comporte deux points de discontinuité en 1 et 2 d’amplitudes respectives 1/4 et
1/6. La partie continue est dérivable sauf aux points 0, 1 et 2 de dérivée

1 1
Vz € R\{0,1,2}, f(z)= 11}0,1[(1‘) + 3¢ ( 2)1]2,+oo[(90)-

La mesure pu se représente donc comme
1 1
p(dx) = 151 + 662 + f(x) A(dx).

Remarque 8.3.9. Attention, il existe des mesures de probabilité qui n’ont ni partie discrete, ni
partie absolument continue. La fonction de Lebesgue, construite a partir de I’ensemble de Cantor,
est une fonction de répartition continue (donc la mesure associée ne charge aucun singleton) et
elle est A-presque partout dérivable de dérivée nulle.

8.4 Moments d’une variable aléatoire réelle

Définition 8.4.1. Soit X une v.a. positive ou intégrable. On appelle espérance de X, que 'on
note E(X), l'intégrale de X par rapport a P soit

E(X):/QXdP:/RxPX(dx).

Exemple 8.4.2. Si X est une v.a. étagée, elle s’écrit X = Zle x;la, avec x; € Ret A; € F
pour tout i = 1,...,k. On a alors

k k

k
E(X) = inP(Ai) =Y 2P{weQ; X(w)=a}) =) zP{X =uz}).

i=1 i=1
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Exemple 8.4.3. Reprenons la loi introduite dans ’exemple 8.3.8. Si X admet F' pour fonction
de répartition, alors

1 1 1 1 1 0o
E(X) = 1><4+2><6+/Rxf(x)dx:172+4/oxdm+3/2 re— T2 gy
7 > 41
= Ta . 5 2 yd = —.
12+8+3/0 (y+2)e™Vdy = 57

Définition 8.4.4. Soit X une v.a.r. On dit que X admet un moment d’ordre p pour p > 1 si
E(]X|?) est fini. Le moment d’ordre p de X est alors

E(XP) = /Q XP P = /R PP (dz).

Remarque 8.4.5. On peut encore écrire, dans R,
+00
BXP)= [ p P{IX] 2 .
0

Remarque 8.4.6. Rappelons que si X admet un moment d’ordre s, alors elle admet également
un moment d’ordre r pour tout r < s et de plus,

E(X [V < [E(X]*)]V*.

Ceci s’établit en appliquant I'inégalité de Holder aux fonctions f = |X|" et g = 1 et aux réels
conjugués p=s/ret 1 —qg=1—1/p.

Définition 8.4.7. Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. La variance de X, que
I'on note V(X) (ou Var(X)), est définie par

V(X) =E((X —E(X))?).

Proposition 8.4.8. Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. Alors la variance de X
s’écrit encore E(X?)—(E(X))? et V(X) = 0 si et seulement si X est presque stirement constante.

Démonstration. En développant le carré (X — E(X))? puis en prenant I’espérance, on obtient
formulation alternative de la variance. Enfin, si V(X) = 0, c’est que la fonction mesurable
positive (X — E(X))? est d’intégrale nulle et donc nulle presque stirement. O

Remarque 8.4.9. L’espérance représente la valeur moyenne prise par X tandis que la variance
mesure la dispersion de X autour de ’espérance.

8.5 Fonction caractéristique

Définition 8.5.1. Soit X une v.a.r. sur (2, F,P). La fonction caractéristique de X est la fonction
définie sur R par

Vi ER, ¢x(t) =E(e"™) = / " Px (dx).
R

Proposition 8.5.2. Soit X une v.a.r. sur (Q, F,P). Sa fonction caractéristique vérifie les pro-
priétés suivantes :

1. px est définie et continue sur R,
2. Pour tout t € R, |ox(t)] < ¢x(0) =1,

3. pour tous réels a,b,t, paxp(t) = e®px(at).
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Exemple 8.5.3. Si X suit la loi B(n,p) alors

Z eztkck’ )n—k _

Exemple 8.5.4. Si la loi de X admet la densité f par rapport a la mesure de Lebesgue alors

px(t) = E(") (1—p+pe)".

ox(t) = /R ¢t f(x) dz = £().

La fonction caractéristique de X est donc la transformée de Fourier de f. On obtient ainsi
par exemple que si X suit la loi de Cauchy alors ¢x(t) = et et si X suit la loi N(m,o?),
@X(t) — eimt—02t2/2.

Théoréme 8.5.5. Soit X une v.a. Supposons qu’il existe un entier n > 1, tel que E(|X|") soit
fini, alors
1. px est de classe C™ sur R,
k .
n, 9 (0) = FE(XF),
3. px admet le développement suivant au voisinage de 0 :

n L (it)k
:Z(kl)

k=0

2. pour tout k =0, ...

px(t) E(X") +o(t").

Théoréme 8.5.6 (Unicité). La fonction caractéristique d’une v.a.r. détermine sa loi. En
d’autres termes, si deux v.a.r. ont méme fonction caractéristique, elles ont méme loi.

Remarque 8.5.7. Deux v.a. X et Y ont méme loi si, pour tout borélien de R, P({X € B}) est égal
aP({Y € B}), ou encore si E(15(X)) =E(1p(Y)). Ceci est équivalent & la condition suivante :
pour toute fonction f borélienne bornée de R dans C, E(f(X)) = E(f(Y)). Le théoréme ci-dessus
assure qu’il suffit de montrer 1’égalité des espérances pour les fonctions f de la forme f(-) = ei*".

Loi Espérance | Variance | Fonction caractéristique
B(p) P p(1—p) 1—p+pe
B(n,p) np [ np(l—p) (L —p+pe)”
P(\) A AeD
1 1—p pett
g(p - _—
@) p P 1—(1—pe
U a+b (b—a) it(b+a) 28 (t(b —a)/2)
[a.b] 2 12 tb—a)/2
A
EN /A 1/2?
o / / e
N(m, 02) m o2 eimt—02t2/2

Remarque 8.5.8. Pour les v.a. a valeurs dans N, on préfere souvent considérer la fonction géné-
ratrice de X, au lieu de sa fonction caractéristique, qui est définie par

+oo
Vse[-1,1], Gx(s) = = P{X =n})s"
n=0

Si X admet un moment d’ordre n > 1 alors la série entiere est de classe C" sur [—1,1] et
GM(1)=EX(X—-1)---(X —n+1)).
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8.6 Comment déterminer la loi d’une v.a.?

On peut utiliser différents outils qui se révéleront plus ou moins efficaces selon les situations.

Exemple 8.6.1. Soit X de loi £(A). Quelle est la loi de Y = [X] + 1 ou [z] désigne la partie
entiere de x 7 Il est clair que Y est a valeurs dans N*. Il suffit donc pour déterminer la loi de Y
de calculer pour tout n € N*, P(Y =n) :

PY =n) = P(X]=n-1)=P(n—1<X <n)
- /m'“”dw=e“"1%—eAn=<1_eMeAwu
n—1

On reconnait alors que Y suit la loi géométrique de parametre 1 — e,

Exemple 8.6.2. Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Quelle est la loi de Y = —InU?
Déterminons sa fonction de répartition. Pour ¢ < 0, Fy(t) = 0. Soit ¢t > 0. On a alors

Frt)=P{Y <t}) =P{InX > —t}) =P{X >e'})=1—¢"
On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre 1. Comme la fonction
de répartition caractérise la loi, £L(Y) = £(1).

Exemple 8.6.3. Soit X une v.a. de loi £(1). Quelle est la loi de Y = —In(eX — 1)? Soit f
mesurable bornée. On a alors

“+00

E(f(Y)) = E(f(~In(e — 1)) = ; f(=In(e” —1))e" dx

= ln(er—1) +oo eV B +o0 1
e R e A (O e T

La loi de Y est la mesure de densité 1r, (y)/(2(1 + ch(y))). On peut également caractériser la
loi de Y par sa fonction de répartition Fy (t) = 1/(1 + €!).

Exemple 8.6.4. Soit X une v.a. de loi de Cauchy. Quelle est la loi de Y = Xt ? Soit f mesurable
bornée.

B(f(Y) = =/f@ﬂ1 s da A_Oﬁwf : f@)s

7r1+x2 7T1+:U2 R+ 71+ 22

On a donc, pour toute fonction f mesurable bornée,

1 1 1
= /Rf(y) v(dy) avec v(dy)= §5o(dy) + ;Tygl{y>0} dy.

La loi de Y est donc v. Remarquons que cette mesure n’est pas discrete et ne possede pas de
densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

8.7 Inégalités classiques

Proposition 8.7.1 (Inégalité de Markov). Si X une v.a. positive, alors, pour tout r > 0,

E(X)

r

PX >r)<
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Démonstration. Cette inégalité a déja été établie. Pour I'obtenir, de remarquer que
X =X1ixom + X1ixory 2 r1x>0,
et de prendre ’espérance dans 'inégalité ci-dessus. ]

Proposition 8.7.2 (Inégalité de Tchebychev). Si X est une v.a. de carré intégrable, alors,
pour tout r > 0,
V(X)

r2

P(X -E(X)| >7) <

Démonstration. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Markov & la v.a. positive Z = (X —E(X))%. O

Proposition 8.7.3 (Inégalité de Jensen). Soit X une v.a. ¢ une fonction conveze telle que
X et o(X) soit intégrables. Alors,

p(E(X)) < E(p(X)).

Remarque 8.7.4. Pour ne pas se tromper de sens dans 'inégalité, pensez au cas ol ¢ est la
fonction valeur absolue.

Démonstration. Par définition, pour tous z,y € R et t € [0, 1],

otz + (1 —t)y) < tp(r) + (1 —t)e(y).

Soit h > 0. En posant y = th dans la relation ci-dessus, on obtient, apres regroupement des
termes,
pla+h) — ) @+ (1 =1h) - p(z)
h - (1—-1t)h

p(z +h) — o(z)

Ceci assure que, pour tout z € R, la fonction A — est décroissante sur RT. Elle

admet une limite finie ou égale & —oo (ce qui est exclu si 'on suppose ¢ a valeurs dans R). La
fonction ¢ admet donc une dérivée & droite en x que 'on note ¢/;(x) et, pour tout y € R,

p(y) > () + pylz)(y — ).

Il reste a choisir x = E(X), y = X et prendre l’espérance pour obtenir I'inégalité de Jensen. [



Chapitre 9

Indépendance

9.1 Définitions

Définition 9.1.1. Deux événements A et B sont dit indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B).

Remarquons que si deux événements A et B sont indépendants alors tout élément de o(A),
qui est la tribu {0, A, A°,Q}, est indépendant de tout élément de o(B). Par exemple, A° et B
sont indépendants :

P(A°NB) = P(B)—P(ANDB)=P(B) - P(A)P(B)
— (1—B(A))B(B) = P(A°)P(B).

Généralisons a présent la notion d’indépendance a des familles quelconques d’évenements et
de tribus.

Définition 9.1.2. Une famille quelconque d’évenements (4;)..; de F est mutuellement indé-

pendante si, pour tout J C [ fini,

el

P(NjesAj) = [ [ P(4)).
jeJ

Exemple 9.1.3. On jette deux dés, un bleu, un rouge. Considérons les éveénements suivants :

A = {le résultat du dé rouge est impair}
B = {le résultat du dé bleu est impair}

C = {la somme des deux dés est impaire}.

Alors A, B et C sont indépendants deux a deux, c’est-a-dire que A et B sont indépendants, B
et C sont indépendants et A et C' sont indépendants, mais A, B et C ne sont pas mutuellement
indépendants. En effet,

=
2
I
=
=
I

P(C) =1/2, ANB) =P(BNC)=P(ANC) =1/4 et PANBNC) = 0.

Dans toute la suite, on parlera d’indépendance pour 'indépendance mutuelle.
Introduisons la notion de variables aléatoires indépendantes. On ne considere ici que le cas
de variables aléatoires réelles. Le cas général est en fait similaire.

Proposition 9.1.4. Une famille finie (X1,...,X,) de variables aléatoires réelles sur (Q, F,P)
est indépendante si l'une des quatre assertions équivalentes suivantes est satisfaite :

95



CHAPITRE 9. INDEPENDANCE 56

(i) Pour tous (A;)i<;<, €léments de B(R),

n

P(X) € Ay,..., Xy € Ay) = [[PU{X: € Ai}).
=1

(ii) Pour toutes fonctions (fi);<;<, boréliennes de R dans C telles que f;i(X;) soit intégrable

pour tout t,
E (H fi(Xi)> = HE(fi(Xi))'
i=1

i=1

(iii) Pour tous (t;);<;<, réels,
O X) (B s tn) = ox, (E1) - o, (En).

(iv) La loi P(x, . x,) du vecteur aléatoire sur (R", B(R")) est égale au produit des lois margi-
nales Px, ® --- @ Py, .

Démonstration. Pour démontrer que (i) implique (ii), on remarque que (i) est (ii) pour des fonc-
tions indicatrices f; = 14,. Par un raisonnement classique, on étend la propriété aux fonctions
étagées positives, puis aux fonctions mesurables positives, puis aux fonctions intégrables réelles
et enfin aux fonction intégrables complexes.

I1 est clair que (iii) est un cas particulier de (ii) : on a choisi pour tous t1,...,t,, on a choisit
fi) = ei* qui sont bornées donc intégrable pour tout mesure de probabilité.

D’apres le théoreme de Fubini, px, (t1) - ¢x, (tn) est la fonction caractéristique de la loi
produit Py, ® - - - ® Px, . Puisque la fonction caractéristique caractérise la loi, (iii) implique (iv).

Pour tous A4, ..., A, boréliens, (iv) assure que

P(Xl €A,....X, € An) = P(X1,...,Xn)<A1 X - X An)
= PX1®"'®PX"(A1X"'XATL)

= HP({Xz' € Ai}),

et ainsi, (iv) implique (i). O

Définition 9.1.5. Une famille quelconque de variables aléatoires (X;);,c; sur (€2, F,P) et a
valeurs dans (E,&) est (mutuellement) indépendante si pour tout J C I fini, (Xj;);; sont
indépendantes.

9.2 Exemples

Exemple 9.2.1 (Couple de variables aléatoires discrétes). Soit X et Y deux variables
aléatoires & valeurs dans {z;, i € N} et {y;, j € N} respectivement. Alors X et Y sont indépen-
dantes si et seulement s'il existe (ui);cy et (vj);cy tels que P{X =23, Y =y;}) = uv; pour
tous (4, 7). L'implication directe est évidente. Intéressons-nous a sa réciproque. Pour tout ¢ € N,
ws
PUX =2:}) =) PUX =Y =y;}) = D wwj = w ) _vj = =——,
jeN jeN jeN I
PUisSque D ;e jen Uilj = Djen Ui D_jeny U5 = 1. On a ainsi déterminé la loi de X (et par symétrie
celle de V). Enfin, pour tous i € Net j € N,
PUX =2, Y =y;}) = wuiv,
= PUX =a) Y wP{Y =yh Y vy
V€N j'eN
= PHX =z PP{Y = y;}).
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Les ensembles ((z;, yj))(i j)en? engendre la tribu produit donc X et Y sont indépendantes.

Exemple 9.2.2 (Couple de variables aléatoires a densité). On montre de méme que si
la loi du couple (X,Y) admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? alors
X et Y sont indépendantes si et seulement s’il existe g et h deux fonctions mesurables positives
telles que

Vr,y € R, f(z,y) = g(x)h(y).

Exemple 9.2.3 (Invariance par rotation). Soit X et Y deux variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi A'(0, 1). Les variables aléatoires U = (X +Y)/v2et V = (X —Y)/+/2 sont
indépendantes de méme loi A(0,1). En effet, pour tout fonction borélienne bornée f de R? dans
R, on a

24+y?)/2

BU/(U.V)) =BGV XYV = [ f((@+0)/Vo e =)V ) ey

On veut poser (u,v) = ((z+y)/v2, (x —y)/v/2). Ceci revient & faire le changement de variables
(z,y) = ((u+v)/v2, (u—v)/v/2) de R? dans R? de jacobien 1. Remarquons encore que % + y?
est égal a u? + v? donc

6—(u2+v2)/2
E(f(U,V))=[| f(u,v)————dudv.
R2 2w

Ceci montre que la loi N'(0,1)®MN (0, 1) est invariante par la rotation d’angle /4. On obtiendrait
le méme résultat pour toute rotation dans R2.

Exemple 9.2.4 (Loi géométrique). Soit (X,,), -~ une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi de Bernoulli B(0,1). On note définit la variable aléatoire

=inf{n>1, X,=1}

Elle représente le temps de premier succes lorsque 'on répete successivement une méme expé-
rience de probabilité de succes p de fagon indépendante. C’est par exemple le cas d’un jeu de
pile ou face. Il est clair que T" est a valeurs dans N*. Soit n € N*. Si le premier succes apparait
au temps n, c’est que les n — 1 premieres tentatives sont des échecs et que la suivante est un
succes. On a donc pour tout n € N*|

PUT =n}) = PUXi=0,... X\ 1=0,X, =1}
= P{X1= 0}) o P{ Xy = 0)P({ X, = 1})
= p(l—p" .

Ainsi, T suit la loi géométrique de parametre p.

9.3 Somme de variables aléatoires indépendantes

La loi de la somme de variables aléatoires indépendantes est donnée par le produit de convo-
lution de leurs lois.

Proposition 9.3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (Q, F,P).
La loi de la somme X +Y est donnée par le produit de convolution Px * Py des lois Px et Py,
défini, pour toute fonction borélienne bornée f de R dans R, par

[raex <) = [ ([ e+ 0)prian) xtan. = [ ([ e+ ) e,
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Démonstration. On écrit

[ 1@y = BUX +Y)
= R2f(x +9) Px vy (d(z,y))
= sz(a: +y) Px (dz)Py (dy).

On conclut griace au théoreme de Fubini. O

Les fonctions caractéristiques fournissent un autre moyen, souvent tres efficace, de déterminer
la loi de la somme de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 9.3.2. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (Q, F,P).
La fonction caractéristique de X +Y est le produit des fonctions caractéristiques de X et de Y.

Démonstration. Pour tout t € R,
oxiy(t) = E<€it(X+Y)> = E(eX M)
= E(")E(e™) = ox(tev (1),
d’apres la proposition 9.1.4. O

Remarque 9.3.3. On prendra garde & ne pas confondre les fonctions caractéristiques du couple
(X,Y) et de la somme X + Y.

Exemple 9.3.4 (Loi de Poisson). Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de
lois respectives P(\) et P(u). Déterminons la loi de Z = X + Y.
Méthode 1. Il est clair que Z est a valeurs dans N. Soit k& € N. Alors

k k
PH{Z=k}) = D PUX=1Y=k—-1}) =) PUX =1})P{Y =k—1})
=0 =0
k Nkt
- ; e T
oy A+ )

Ainsi, Z suit la loi de Poisson de parametre A + p.
Méthode 2. La fonction caractéristique de X se calcule facilement :

On en déduit la fonction caractéristique de Z :

0z(t) = px(t)py (t) = eAHmE"=D),

Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, £(Z) = P(A + p).

Exemple 9.3.5 (Loi de Bernoulli). On jette n fois une piece. Quelle est la loi du nombre de
piles obtenus ? On modélise les résultats des n lancers par des variables aléatoires Xi,...,X,
indépendantes de méme loi B(p) (avec p = 1/2 si la piece est équilibrée), I’événement {X; = 1}
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représentant le tirage « pile » au lancer i. Le nombre de piles en n lancers est donc S, =
X1+ + Xy

Méthode 1. La variable aléatoire S,, prend les valeurs 0, 1, ..., n. Soit 0 < k < n. L’éveénement
{Sn = k} est la réunion disjointe des évenements disjoints

{Xl = a;l,...,Xn = l‘n}
sous la contrainte que 1+ - -+, = k. Tous ces événements ont la méme probabilité p*(1—p)»—*

de se réaliser et ils sont au nombre de CX. Ainsi,
Vk=0,...,n, P{S,=k})=CFpF@1—pn*.

La loi de S), est la loi binomiale B(n, p).
Méthode 2. La fonction caractéristique de X; est égale & t — 1 — p + pe®, donc

vs, (t) = E(e“(Xﬁ'”JFX“)) = [E(eitXl)]n = (1 —p+pe)™.
On reconnait ici la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi B(n, p).

Exemple 9.3.6 (Loi exponentielle). Soit X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes de
méme loi exponentielle £(A). On cherche & déterminer la loi de Z = X + Y. Alors, pour toute
fonction borélienne bornée f de R dans R,

E(f(X +Y)) = /Qf(x—i—y)/\ Aydmdyvu%iy f( Vu<o A2 du dv

= / </ f(v Aw) du)dv— f(v))\Qve_’\” dv.
Ry Ry

La loi de Z admet la fonction
T /\Qxe*)‘xl[07+oo[(:c)
pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Exemple 9.3.7 (Convolution de densités). L’exemple précédent se généralise de la fagon
suivante. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densités respectives f
et g par rapport a la mesure de Lebesgue. La loi de la somme X + Y admet alors une densité h
par rapport a la mesure de Lebesgue, donnée par le produit de convolution des fonctions f et g,

Ve eR, h(z)=fx*gx /fx— dy—/Rg(rv—y)f(y)dy-

En effet, si ¢ est une fonction borélienne bornée,

Bo(X +Y) = [ [ola+n)i@gt) dady = [ [6(1 = o) dydz = [o()nt:) dz.
En particulier, les lois gaussiennes possedent la propriété de stabilité par convolution :
N(m1,02) % N(mg,02) = N(my +mg, 02 + o3).

En termes probabilistes, la somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois gaussiennes
suit une loi gaussienne de moyenne la somme des moyennes et de variance la somme des variances.

Exemple 9.3.8 (Loi de Cauchy). Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Cauchy sur R. La fonction caractéristique de X est la fonction ¢ — eI, Donc

exas 0 ~B(57) ~()B()
D’autre part,
pax (1) = E(eit@X)) T

Ainsi, et de maniére assez paradoxale, X +Y et 2X ont méme loi. De plus, la variable aléatoire
(X 4 Y)/2 suit encore la loi de Cauchy.
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Exemple 9.3.9 (Somme aléatoire de variables aléatoires). Soit Xi,...,X,, et N des va-
riables aléatoires réelles indépendantes sur (Q2, F,P), N de loi uniforme sur 0, ...,net Xi,..., X,
identiquement distribuées. On construit la variable aléatoire Y de la fagon suivante :

VweQ, Y(w)=0si Nw)=0etY(w)=X1(w)+ -+ Xpy()(w) sinon.

Notons ¢ et py les fonctions caractéristiques respectives de X et Y. Pour tout ¢t € R,

ey(t) = E(eitY) = E<eit(X1+~--+XN)) — zn:E<eit(X1+"~+XN)1{N:k})
k=0

- B - 3 (5 )1
k=0
N 1_90( )n—i—l
= > e®"PUN =k}) = Z‘P _n—i-l L—()

k=0




Chapitre 10

Convergence presque sure et loi des
grands nombres

10.1 Lemme de Borel-Cantelli

Définition 10.1.1. Soit (A,),cy une suite d’éléments de F. On définit les éléments de F
suivants :
limsup 4,, = Mp>1 Ug>n A et liminf A, = Unp>1 Ni>n Ag.

n—oo n—od

Par définition,
limsup A, ={weQ, VneN, Fk>n, we Ax}.

n—oo

En d’autres termes, w € limsup 4,, si et seulement si w appartient a une infinité d’ensembles
(An)pen- Ainsi, 'évenement lim sup A, est parfois noté « A, i.s. » (pour infiniment souvent).

De méme, w € liminf A, si w appartient & tous les ensembles (Ay), cy & partir d’un certain
rang. Il est clair que liminf A,, C limsup A,. De plus, si (A,),, converge vers A alors

A = liminf A, = limsup A,.

Remarque 10.1.2. Notons F,, la tribu engendrée par (Ay);-.,,. La suite (F;,) est une suite dé-
croissante de sous-tribus de F. Notons enfin Fo, = N, F, la tribu des événements terminaux (ou
tribu asymptotique). Par définition, lim sup A,, appartient & Fo..

Théoréme 10.1.3 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (Ay),cy une suite d’événements.

1. 8i )y .~oP(Ay) < +oo, alors P(limsup A,) = 0. Autrement dit, avec probabilité 1, au plus
un nombre fini d’événements (Ap), oy se réalisent.

2. Supposons que les événements (An),cy soient indépendants. Si ), ~oP(An) = +o0, alors
P(limsup A,) = 1. Autrement dit, avec probabilité 1, une infinité d’événements (Ay), cx
se réalisent.

Démonstration. Etablissons le point 1. Pour tout n € N,

limsup A, C Up>n Ak, et P(limsup A,) < P(Ug>nAx) < ZIP’(Ak) — 0,

n—o0o
k>n

puisque le reste d’une série convergente converge vers 0.
Etablissons le point 2. Pour tout n et tout N > n,

Pl |J An|=1-P| (] 4| =1- [ 0-PAn).

n<m<N n<m<N n<m<N

61
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Comme 1 — 2 < e~ % pour tout z > 0,

P U An | >1—exp | — Z P(A,,)

n<m<N n<m<N

Lorsque N tend vers linfini, > . P(A;) tend vers I'infini et donc

Pl |J A4m| =1

m>n

L’évenement limsup A,, s’écrit donc comme 'intersection d’évenements de probabilité 1, il est
encore de probabilité 1. ]

Exemple 10.1.4. On jette une infinité de fois une piece équilibrée. Quelle est la probabi-
lité de faire une infinité de fois deux piles consécutifs? On représente le jeu par une suite
(Xn),en de variables aléatoires sur (€2, F,PP) indépendantes de méme loi B(1/2). Posons A, =
{Xn =1,X,41 = 1}. Clairement, P(A,) = 1/4 et ainsi, >, P(A;,) = +00. Cependant les (Ay),,
ne sont pas indépendants, on ne peut donc pas appliquer le point 2 du lemme de Borel-Cantelli.
Par contre, la sous-suite (As2,), ¢y forme une suite indépendante et bien str ) P(Az,) = +o0.
Donc, P(Agy, i.s.) =1 et comme {Ay, i.s.} C {A, i.s.}, P(4, i.s.) = 1.

10.2 Convergence presque siire

Définition 10.2.1. Soit (X,,), une suite de v.a. définies sur un méme espace (€2, F,P).

1. On dit que la suite (X,,),cy converge presque stirement vers 0, et on écrit X, LEN 0, s’il
existe un ensemble P-négligeable N € F tel que pour tout w € N¢, (X, (w)), ey converge
vers 0.

2. Soit X une autre v.a. définie également sur (€2, F,IP). On dit que la suite (X,,), .y converge

~ .. p.s . .
presque sirement vers X, et on écrit X,, — X, si la suite (X,, — X), .y converge presque
stirement vers 0.

Posons, pour tous € > 0 et n € N,

E,(e) ={|Xn| >} et E(e)=limsup E, () = Np>1 Ug>n Ei(e).

n—oo
L’ensemble de convergence de (X,),  vers 0 s’écrit alors
C = Ne>0 Un>0 Mi>n{| Xn| < €},
ainsi que son complémentaire (I’ensemble de non-convergence)
D = C° = Ues0 Mp>1 Uksn{| Xn| > €} = UssoE(e).

Remarquons que si 0 < ¢ < ¢, alors E(¢') C E(e), donc D peut encore s’écrire comme
Uien+ E(1/1), ce qui assure que D est mesurable.
Proposition 10.2.2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P(D) =0,
(i1) pour tout e >0, P(E(e)) = 0.
Démonstration. 11 est clair que pour tout ¢ > 0, E(¢) C D donc P(E(e)) < P(D) et ainsi (i)

implique (i7). La réciproque est assurée par le fait que la réunion dénombrable d’ensembles de
probabilité nulle est également de probabilité nulle. O
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10.3 Loi des grands nombres

Théoréme 10.3.1. Soit (X,,), o une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées.

1. Si Xy est intégrable, alors

&:Xl‘f’""i‘Xn b.s. E(Xl)

n n n—oo

2. S'il existe un réel a € R tel que Sp/n > a, alors X, est intégrable et B(X;) = a.
n—oo

Démonstration. Démontrons le point 1 sous I’hypothese plus forte que X7 € L*. Quitte & consi-
dérer la suite (X,, — E(X,)),,, on peut supposer que les variables aléatoires (X,,),, sont centrées.
Evaluons alors le moment d’ordre 4 de S,,. Le développement de Si fait apparaitre cinq types

de termes :
X! OXPX;, XPXD, XPX;Xk et XiX;XipX,

ol les indices sont tous distincts. Par indépendance et centrage, les termes de types 2, 4 et 5
sont d’espérance nulle. On obtient donc

ESH=E[ 3 xt+6 Y X2x2| =nEX})+3n(n—1)[E(XD)]"
1<i<n 1<i#j<n
Soit € > 0. D’apres I'inégalité de Markov,

E(S) _ E(XY | 3[EXD)
nied — nded n2ed

P(|Sp/n| > ¢) = P(Sfl > n45) <

On adonc ) P(|S,/n| > €) < 4+o00. D’apres le lemme de Borel Cantelli, P(]S,|/n > € i.s.) = 0.
D’apres la proposition 10.2.2, S,,/n converge presque sirement vers 0.

Démontrons le point 2. Puisque S,, /n converge presque stirement vers un réel a, alors X,,/n =
Sp/n — S,_1/n converge presque stirement vers 0. Soit £ > 0.

P(| X, /n| > ¢, i.s.) = 0.

D’apres le point 2 du lemme de Borel-Cantelli appliqué a la suite d’éveénements indépendants
({[Xn/n| = €})n,

D P(IX1| > en) = P(|Xn| = en) < +oo.
n>0 n>0

Pour conclure, on écrit

400 (n+1)e
E(|X,[) = /O P(|X1| > t) dt = Z/ B(IX1| > ) dt < e S P(X1| > en) < +oo.

n>0 "¢ n>0

10.4 Application : méthode de Monte-Carlo

On cherche un procédé permettant d’obtenir une valeur approchée de I'intégrale

/Rfdu

ou u est une mesure de probabilité sur (R, B(R)) et f une application borélienne p-intégrable.
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Soit (Xn),cn €st une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi p. Alors la suite
(Yn),en est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi et

(Vi) = E(f(X1)) = /R fdu.

Pour montrer que les variables (Y,),, sont indépendantes, il suffit de voir que pour tout n € N
et toutes fonctions boréliennes bornées go, ..., g, on a

E(go(Y0) -+~ gn(Yn)) = E(g0(f(X0)) - gn(f(Xn))) = E(go(f(X0))) - - E(gn(f(Xn)))
E(90(Y0)) - - - E(gn(Yn)),

par indépendance de X, ..., X,.
La loi des grands nombres appliquée a la suite (Y},), oy assure donc que

O+ 10) pe [,

n n—oo

La méthode de Monte-Carlo propose donc de simuler n variables aléatoires indépendantes et de
méme loi p et d’utiliser 'approximation

O+ 00) [,

n

Exemple 10.4.1. Soit a calculer
1
/ 41 — 22 dw.
0

La méthode de Monte-Carlo préconise de simuler Uy,...,U, indépendantes et de méme loi
uniforme sur [0, 1] et de proposer comme valeur approchée de 'intégrale (qui vaut )

1 n
=) 44/1-U2.
"

10.5 Un autre exemple de convergence presque siire

Soit (Xp),cy une suite de variables aléatoires sur (w,F,P) indépendantes et de méme loi
exponentielle £(1). On note M,, = max<g<p X.

Rappelons que la fonction de répartition de X; est donnée par F(t) = 1 — e~! pour tout
t > 0. On en déduit la fonction de répartition de M,, que 'on note F}, : pour tout ¢ > 0,

P({My < t}) = P(Mi<i<a{X; < t}) = F()" = (1 — )"

Soit € > 0,

P<Mn31‘5>=Fn<<1—e>lnn>=<1— : ) — ool

Inn nl-e

Ainsi, ), P(M,, < (1 —¢)Inn) < 400 ce qui implique, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, que
P({M, < (1 —¢)lnn,i.s.}) = 0. En d’autres termes, la limite inférieure de la suite M,,/Inn est
supérieure ou égale a 1 — ¢ pour tout € > 0 donc supérieure ou égale a 1.

La seconde partie est un peu plus délicate. Soit € > 0.

1

P(ﬁﬁ > 1+5> 11— Fy(14&)mn) =1 <1 - nH)n — e (14 o1)).
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Calcul de pi par Monte—Carlo

3.9
387
3.7 |
367
351 \
241 |

3.3

3.2

31 | L ’ e
] /
3.0 \‘ /

29 7T T 1 T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fia. 10.1 — Approximation par la méthode de Monte-Carlo
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Cette fois-ci, la majoration conduit au terme général d’une série divergente. Il faut utilisé un
argument dit « de blocs ». On considere la sous-suite (ny, = [(k + 1)°]),y avec de > 0 et [ la
partie entiere. Alors,

1
’%P({Mnk >(1+4¢e)lnng}) < %W(l +0(1)) < +o0.

On conclut comme dans la premiere partie, grace au lemme de Borel-Cantelli, que la limite
supérieure de M, /Inny est inférieure ou égale a 1. Ainsi, la suite (M, ),y converge presque
stirement vers 1.

Reste & revenir a la suite entiere. Pour tout n € N, il existe k£ € N tel que ny < n < ngy1. Le
fait que les suites (M,,),, et ny soient croissantes assurent 1’encadrement

Inng My, - M, < My, Inngy
Inngyilnng — Inn ~ Inng; Inng

Pour conclure, il suffit de remarquer que

Inn, [(k+1)%]

- -1
oo Iy oo (B + 2)°]

Remarque 10.5.1. Un argument similaire peut étre utilisé pour établir la loi des grands nombres
sous I’hypothese optimale que X est intégrable.



Chapitre 11

Convergence en loi et théoreme
limite central

11.1 Convergence en loi

On sait que deux variables aléatoires réelles X et Y sont égales en loi (ou que Px et Py
sont égales) si et seulement si leurs fonctions répartitions sont égales, ou si pour toute fonction
continue bornée ¢ : R — R, E(p(X)) = E(¢(Y)) ou encore si X et Y ont méme fonction
caractéristique.

On souhaite a présent définir la notion de convergence en loi, c’est-a-dire, de donner un sens
a 'idée suivante : étant donné (X,,), . et X des variables aléatoires, comment dire que la loi de
X, « converge » vers la loi de X. La réponse est donnée sous la forme d’une définition-théoreme.

Définition 11.1.1. Soit (X,),cy et X des variables aléatoires réelles définies sur (€2, F,P).

. . L . . .
On dit que X, converge en loi vers X, et on note X,, —— X si l'une des trois conditions
n—oo

équivalentes suivantes sont vérifiées :
1. lim, o Fx, (t) = Fx(t) en tout point de continuité de Fly ;
2. lim_, o E(¢(X,,)) = E(¢(X)) pour toute fonction ¢ : R — R continue bornée ;
3. lim,, 00 px, (t) = px(t) pour tout t € R.

Remarque 11.1.2. Il faut bien remarquer que la convergence se fait au niveau des lois et donc
au niveau des mesures de probabilité sur R. On dit aussi que Py, converge faiblement™ vers la
loi Px.

Exemple 11.1.3. Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1). Alors la suite (Xy,), oy définie
par X, = (—1)"X converge vers X en loi. En effet, par parité de la densité de la loi N(0,1)
sur R, X et —X ont méme loi et X,, suit la loi N'(0,1) pour tout n. On peut remarquer que
la suite (X)), ne converge pas vers X presque slirement puisque Xo,41 — X = 2X et ainsi,
P(X2,4+1 — X > 1) ne tend pas vers 0.

Exemple 11.1.4. Soit (X,),,~; une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponen-
tielle de parametre 1 et, pour tout n > 1, M,, = maxj<i<p, X;. Alors Z,, = M,, — Inn converge
en loi vers une variable aléatoire Z de fonction de répartition Fy(t) = e~ ¢ ' pour ¢ € R.

Fz.(t) = P(Z,<t)=P(M, <t+Ilnn)=P(Vi=1,...,n, X; <t+Inn)

= H}P’(Xi <t+4+Inn)=PX; <t+1lnn)"
=1
n e_t n
= (1 — e_(t‘Hn”)) = <1 - > — e

n n—00

67
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Exemple 11.1.5. Soit (X},), oy une suite de variables aléatoires de lois respectives B(n, p,) ot
(Pn),, est une suite d’éléments de [0, 1] telle que np,, converge vers A > 0. Alors X,, converge en
loi vers une variable aléatoire X de loi de Poisson de parameétre .

(0= 30 Chrh(1 = pa) e = (1 pafe 1) = (14 DY
k=0

Pour tout z € C, (14 z/n)" converge vers e* donc

ox, (t) - e)\(eit_l) ’
n—oo

qui est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi P(\).
On peut aussi remarquer que pour tout k£ € N et tout n > k,

(npn)*  n! ( npn)”—k.

P(X., = — k_k 1 — n—~k _ 1 — £
(Xn =k) = Crpn(l — pn) K nk(n— k) n
Or
n! ~nn—-1)---(n—k+1) 1
nk(n—k)! nk n—00

et L
Y T by (1= )] g
(1 n ) - P [(TL k) n (1 n )} n—oo €

Ainsi, pour tout k, P(X,, = k) converge vers la probabilité qu'une v.a. de loi de Poisson de
parametre \ soit égale a k.

11.2 Le théoréme limite central

On sait que si (X;,),, oy est une suite de variables aléatoires intégrables, indépendantes et de

meéme loi alors g X x
On _MF o F A pe gy

n n n—oo

en vertu de la loi forte des grands nombres. La question qui peut venir a I'esprit est : quelle est
la vitesse de cette convergence ? En d’autres termes, S, /n —E(X7) est petit quand n est grand,
mais petit comment ?

Examinons un exemple éclairant. Soit (X,),~; une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi V' (m, 02). Alors S, suit la loi N'(nm, no?), S, /n laloi N'(m, 02/n), S, /n—m
la loi N'(0,02/n) et enfin (y/n/0)(S,/n —m) la loi A(0,1). En particulier,

V&l) <*5;7 - E(X1)> —— N(0,1).

Le point extraordinaire est que ce résultat est vrai en toute généralité.

Théoréme 11.2.1. Soit (X,),~; une suite de variables aléatoires indépendantes de carré inté-
grable et de méme loi. Alors

V&l) (fj - E(X1)> —— N(0,1).

Démonstration. Quitte a considérer les variables aléatoires

X, —E(X,)
V(X

)
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on peut supposer, sans perte de généralité, que les variables aléatoires (X,),, sont centrées (leur

espérance est nulle) et réduites (leur variance vaut 1). Pour tout n > 1, notons
X1+ + Xy
Ly = —"—"77———.

vn

Calculons la fonction caractéristique de Z,

02, (t) = E(exp(it S, /v/n)) = px, (t/v/n)"

Puisque X7 admet un moment d’ordre 2, sa fonction caractéristique admet le développement
limité suivant :

iuX . (iu)? 2 2 u? 2
ox, (u) =E(e"*) =1+ uk(X;) + E(X?) +o(u®) =1— — +o(u’).
On obtient ainsi

£ -1 " —t2/2
prt) = (1= g +ola™) o e,

qui est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi N'(0, 1). O

11.3 Applications

On cherche a estimer par un sondage le taux d’abstention d’une élection prochaine. On inter-
roge n personnes qui répondent oui ou non a la question posée (on range les sans opinions dans
I'une des deux catégories). Comment estimer la proportion de votants et donner une fourchette ?

On modélise cette situation en se donnant X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes
de méme loi de Bernoulli B(p). La petite subtilité est que p est inconnu. La loi des grands

nombres assure que
X1++Xn p.S.

n n— o0

yn = E(X1> =D

La proportion de 1 fournit un estimateur de p.
D’autre part, le théoreme limite central assure que

n - L
———(Xn —p) ——= N(0,1),
p(1 —p)( P) == MO
En particulier,

ou Y suit la loi N(0,1). On sait que IF’ (Y] <1.96) = 0.95. On a donc

(‘ [ ———— ’ <1. 96) — 0.95.
1 — n—00

Si ’on est fort en inéquations et equatlons du second degré, on peut réécrire la relation ci-dessus
de la maniere suivante :
P(p € [Xn—, Xn+]) —— 0.95.

n—oo

Plpe ; 5 0.95.
1+; 142 n—o0

On obtient donc ainsi une fourchette qui contient p avec une probabilité asymptotique (quand
n est grand) de 0.95. On parle alors d’intervalle de confiance pour p.

Remarque 11.3.1. La longueur de l'intervalle est de 'ordre de C'/+/n. Ainsi, pour diviser par
deux l'incertitude due a l’aléa, il faut multiplier n par 4, ce qui, pour les instituts de sondage,
est une mauvaise nouvelle... Ils ont donc pris le parti de ne pas les mentionner...
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