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Exercice 1. Théoréme d’Egorov

1. Pour tout k € N*,
2 €UpenEW = 3neN, zeE® < IneN, Vp>n, |fp(z) — f(2)] < 1/k.

Puisque (f,(z)), converge vers f(xz), la derniere proposition est vraie (pour tout k) : pour tout k,

UneNET(Lk) = FE. Il en est donc de méme pour leur intersection : Ngen+ Upen E,(Ik) =F.

2. Remarquons tout d’abord que, pour tout k£ € N*| la suite (Efmk))n est croissante. Ainsi, pour tout k € N*
et N € N, E](\];) = Uﬁf:OE,(f). La suite d’ensembles (E](\’;))N est une suite croissante d’éléments de A qui
converge vers E donc la suite (,u(E](\]f)))  converge en croissant vers y(E). En particulier, pour tout € > 0
et k € N*, il existe N, tel que

€

M(E](\Z)’J > u(E) — £ ou encore u([E](\Z)’k]C> < ok

ok

Posons alors B = Ngen+ E](\l,?k et montrons que ’on peut choisir A, = B¢. Tout d’abord,

oo +o00
o) =) = (e 2) < S n(BRS) <3 =

D’autre part,
r€B. = VYkeN, zeEy =VkeN', Vp>Ney, |fplz) — f(x) <
En d’autres termes,

Vk € N*, Vp > Ne, Sup |fp(2) = f(2)] <
rEDe

N

3. Il faut passer au complémentaire et utiliser que la réunion (dénombrable) d’ensembles de mesure nulle
est de mesure nulle. Attention, ceci n’est possible que parce que la mesure est finie. Par exemple, pour la
mesure de Lebesgue, [0, +0o[ et | — 00, 0] sont de mesure pleine mais leur intersection est de mesure nulle.
On refait ensuite le méme raisonnement que dans la question 1 en remplagant E par E\A.

4. Munissons R de la mesure de Lebesgue et posons pour tout n € N* et z € R, f,(z) = x/n. La suite (f,),,
converge simplement vers 0 mais ne peut pas converger uniformément sur un ensemble non borné. En
effet, pour B C R

max(|inf(B)|, |sup(B)])
sup | fu(z)| = : '
zeB n

Ainsi, si (fp),, converge uniformément sur B alors B est borné et A\(B¢) = +o0.

Exercice 2.
On fait le changement de variables v = nt :

Cpet) L fw) [ fw)
n/o 1+tdt_/0 ,/1+u/nd _/1[0’”]( )«/1—|—u/nd'

1



Pour n € N* on pose
Vr € R+, fn(x) = 1[0,n] (x)\/%
La suite (fy,),, est une suite
1. croissante (Vn, f, < fny1) car, pour tout z € RT, 11, (2)/+/1+ z/n est une suite croissante en n,
2. de fonctions positives (car f est positive),
3. qui converge vers f simplement.

D’apres le théoreme de convergence monotone,

: L)
nBI-il-loon/O \/mdt—/fd)\.

Exercice 3.
Pour n € Z, notons A, = {z € R,2" <z < 2"t} = [2"; 27| La suite (4,),cz forme une partition de R;
c’est-a-dire que R = Upez A, et les (Ay),, o5 sont disjoints deux a deux. Ceci permet d’écrire :

VeeR, Y 1a,(z)=L1
nez
On découpe E selon les valeurs que prend |f] :
Jistdn = [S2181a, 07D do
nez
Puisque pour tout n, |f|14,(|f|) est une fonction mesurable positive, le théoréme de convergence monotone

permet d’écrire :
/Z FLa, (1F) dye = Z/!flAn(!f\)dﬂ

nel nez

Par définition de A, et croissance de 'intégrale, on a ’encadrement suivant :

2“/1An<|f|> dp < /|f|1An(|fr> dp < 2 /1An<|f|> .

et bien str,
/1An<\f|>du = u({2" < |f] < 271Y).

En résumé, on a encadré l'intégrale de |f| de la facon suivante :
Soru({er<ifl<2vt)) < / fldu < Y2 u({2r < | < 2"1)).
nez neZ

Il ne reste plus qu’a remarquer que le membre de droite est le double du membre de gauche. 11 est donc fini si
et seulement si le membre du milieu 'est aussi.



