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Exercice 1.
1) On a
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La fonction de répartition de p est donnée par
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La mesure p charge I'unique point 0 (seul point de discontinuité de F').
2) La fonction g, est mesurable positive donc
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L’intégrande est continu sur R et est équivalent a el en +oo. L’intégrale est donc finie si et seulement si

a <1
3) On applique le théoréme de Tonelli & la fonction mesurable positive (z,t) € R x RT — 1 {p(z)>t}- On

obtient alors
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4)Puisque g, est positive, u({z ; ¢(x) > 0}) = 1. D’autre part, pour tout ¢ > 0,
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On obtient donc
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5) Pour a = 1/2, on obtient donc, d’apres les questions 2 et 4,
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En posant © = e€® pour x > 0, on obtient / 5 dr = / —— 5 du. En conséquence, on retrouve
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Exercice 2.
1) D’apres le théoreme de Fubini, pour tout t € R,

exnlt) = | XRe@'myexp“Mexp<—y2/2> way= [ exm—m[ /p</2>d dy
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2) Par indépendance des variables aléatoires,
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3) Pour tout ¢ € R,
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4) Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, Y et Z ont méme loi.

Exercice 3.
1) Si |f(x)| > 2, alors, d’apres 'inégalité triangulaire, pour tout n € N, puisque 14, < 1,

14, (z) = f(@)| = [f(2)] = [1a,(x)[ 22 -1 =1
Ainsi, {|f| > 2} € {|14, — f| > 1}, pour tout n € N.
Ainsi, pour tout n € N, d’apres 'inégalité de Markov, et pour tout n € N,

n({If1 = 2}) <p({1a, = fI21}) < [ 14, = f[| —=0.

n—oo

Ainsi, p({|f| > 2}) = 0 ou encore |f| <2 u— p.p.
2) En remarquant que 14, = 1% , on a

J Fan = £2an = [0 = Pl = = a5 < [, = a0

3) Par I'inégalité triangulaire, pour tout n € N,

J17=Plaws [1a, - fda+ [, - £du——o
Comme } - fQ‘ est positive d’intégrale nulle, c’est qu’elle est nulle presque stirement. Or si f(x) — f(2)? =0
alors f(z) € {0,1}. En posant A = {x € R, f(x) =1}, on obtient f = 14. Remarquons que A € A puisque f
est mesurable.



4) Notons C' = Up>1 Ni>p, Bi. Alors, pour tout n > 1,
C¢= MNp>1 Ug>n (AkAA) C Ukzn(AkAA).

Ainsi, pour tout n > 1,

pu(C) = p(Np>1 Ugsn (ARAA)) < p(Uksn(AAA)) < Z 1(ARAA) —0.
k>n

L’ensemble C¢ est donc de mesure nulle. Puisque la suite (14, (x)),~; est & valeurs dans {0, 1}, elle converge
vers 14(x) si et seulement si elle est constante égale & 14(z) & partir d’un certain rang. Donc

zeCe&In>1, Vek>n, o ¢ AyAAS In>1, VE>n, |14, (x) —1a(z)| =04 14, () —— La(x).
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On en conclut donc que (14, ),,~; converge presque sturement vers 14.



