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Intégration et probabilités - CC 2’ - Corrigé

Question de cours. (5 points)

Puisque la fonction (z,y) — ae™** Be Pyl {0<z<y) €st mesurable positive, le théoreme de Tonelli assure que,

/ ae™Be My da dy = / < / S T dw) dy.
R2 R R

dans R,

Pour tout y > 0,

y
/Roze_axﬁe_ﬂyl{()@@} dx = ﬁe_ﬁy/o ae” “dx = ﬁe_’@y(l — e_o‘y) = Be PV — Be~(athy,

Pour y <0, 'intégrale ci-dessus est nulle. On a donc

—azx g,—0yq dx ) d _/1 (@+B)y) gy = 1 — b =
/R</Rae Be P10 payy x) v=[ {y>0}(/8€ — Be ) Yy a+B8 a+p’

ce qui est bien le résultat demandé.

Exercice 1. (6 points)

1. La fonction f, est continue et positive sur R, nulle sur R_ et équivalente en +o00 & x +— (7/2)e™®" dont
I'intégrale converge puisque cette fonction est négligeable devant o +— 1/(1 + 22) en +o0. L’intégrale de f, est
donc un réel positif.

2. Discutons selon la valeur de z :
— Pour tout z <0, f,(z) =0 donc (f,(z)), converge vers 0.
— Pour tout z €]0,1], (arctan(nz)), converge vers m/2 et (e™®"), converge vers 1 (car " converge vers 0)
donc (fn(x)),, converge vers /2.
Pour z = 1, f,(x) = arctan(n)e™! donc (f,(z)),, converge vers 7/(2e).
— Pour tout # > 1, (e="), converge vers 0 donc (f,(z)),, converge vers 0.
En résumé, la suite (f,),, converge simplement vers la fonction f définie par

s 7T
Vz € R, f(x) = 51]071[ + %1{1}(.%)

3. On a, pour tout y € R, arctan(y) < 7/2. Pour tout x < 0, f,(x) = 0 = g(x). Pour tout = € [0,1], e™*" est
majoré par 1 donc f,(x) < g(z). Enfin, pour tout > 1, 2" > = donc e™*" < ™% et donc f,(z) < g(x). En
résumé f, <g.

4. La fonction g est intégrable sur R donc, d’apres le théoreme de convergence dominée,

lim u, = lim an(m)dx:/ hnolofn d:c—/f

n—oo n—oo

Exercice 2. (10 points)
1. Pour tout x €] — 1, 1] la fonction t — % /(1 + #2) est continue et positive sur |0, +-00[, équivalente & ¢ — ¢ en

0 et &t — t*2 en l'infini donc son intégrale est bien un réel (positif) d’apres le critere de Riemann.



Notons f la fonction définie sur | — 1, 1[x]0, +oo[ par

t® e Int

N — 1,1, Vi >0 t) = = .

Pour tout ¢t >, x — f(x,t) est continue. De plus, pour tout = € [a, A] avec —1 < a < A <1 et tout t >0, on a
fla,t) <g(t)

ou g est la fonction intégrable définie pour tout ¢ > 0 par

ealnt eAlnt t(l tA
g(t) = ml}o,l] (t) + ml]o,l] (t) = ml]o,l} (t) + m1]1,+oo] (t).
On en déduit que F est continue sur |a, A[ et par suite sur | — 1,1].

2. Soit (zy,),, une suite de réels de | — 1,1[ qui converge vers 1. Notons f,(t) = f(xn,t) pour tout t > 0. Le
lemme de Fatou appliqué a la suite de fonctions mesurables positives (f,,) assure que

lim inf /fn(t) dt > /lim inf f,,(t) dt

n—oo
Or on a ;
liminf f,,(t) = lim_f(zn,1) = T

dont 'intégrale sur |0, +o0o[ vaut +oo. Ceci étant vrai pour toute suite qui converge vers 1, on en déduit que F'
tend vers +o00 en 1. On procede de méme en —1. En version courte, cela donne :

liminf F(z) > /liminff(az,t) dt = /t(l—li—tQ) dt = +o0,

r——1 r——1
c’est-a-dire que F tend vers +o0o en —1.
3. La fonction f est de classe C? par rapport & sa premiere variable et

B t*Int

t*(Int)?
(%cf(t,.f) - 1+ ¢2 g

14427

et 92, f(t,x) =

De plus, pour tout x €la, Al avec —1 <a < A < 1,
0.f(t.3)] < gt et [02,7(ta)] < gl

Les fonctions ¢ — g(t)[Int| et ¢ — g(¢)|Int|? sont intégrables en vertu du critére de Bertrand (donné en rappels).
Le théoreme de dérivation d’une intégrale & parametre assure donc que F est de classe C? sur |a, A[ et donc sur

] —1,1[. On a de plus,
Tt Int tootz(Int)?
Fl(z) = i F'(z) = R A
(z) /O gt et Fl() /0 g

4. Question hors baréme. On applique I'inégalité de Holder avec

— la mesure de Lebesgue sur R,

— les fonctions t s t*/2/\/T +t2 et t — t*/2Int/\/1 + 2,

— les exposants conjugués p = g = 2 (c’est en fait 'inégalité de Cauchy-Schwarz).
On obtient

F,(x):/()*“( 1z/2 )(tf”/ﬂnt) it < </0+mtasdt>1/2(/o+mwdt>l/2: ST,

Vi+2 )\ V1i+¢e2 142 1+¢2

ce qui est bien le résultat demandé.



