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Intégration et probabilités - CC 2’

Aucun document n’est autorisé. Les exercices sont indépendants. Un bareme indicatif est donné pour chaque
partie du sujet. Il sera tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Question de cours. (5 points) Soit a et 5 deux réels strictement positifs. Montrer que
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ae 0‘”/36 691 dr dy =
/2 {0<z<y} Y
On précisera le théoreme utilisé.

Exercice 1. (6 points)
Pour tout n € Nx on pose

fn i x€R Harctan(nx)e_xnl{xzo} et Un:/fn(JU) dzx.
R

1. Vérifier que, pour tout n € N*, u,, est bien un nombre réel positif.

2. Montrer que la suite (fy,),~, converge simplement vers une fonction f que I'on déterminera.

3. Pour n > 1, comparer f, a la fonction
™ T _
g:zrzeR — 51{03151} + 5¢ g1y

4. Conclure que la suite (uy,),~, converge vers /2.

Exercice 2. (10 points)
On pose, pour tout = €] — 1, 1],

“+o00 +*
F(x):/ 5 dt.
o 1+t

1. Montrer que, pour tout z €] — 1, 1[, F(x) est un réel positif et que la fonction F' est continue sur | —1,1[. On
pourra se placer sur |a, A[ pour —1 < a < A < 1 quelconques.

2. Déterminer les limites de F' en 1 et —1. On pourra utiliser le lemme de Fatou.

3. Montrer que la fonction F est de classe C? sur | — 1, 1].

4. Question hors baréme. Montrer, grace a I'inégalité de Holder, que

F'(z)? < F(x)F"(z).

Rappels
Si f est une fonction continue sur R telle que
1
flx) ~ — avec a<loua=1letF>1,
(@) 0 zoln x|’
et telle que
1
f(x) avec a>loua=1et[>1,

too 2@ (Inz)P

alors f est intégrable sur RY .



