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Intégration et probabilités

Controéle continu 1 — Corrigé

Question de cours. (6 pts) B
Soit (E,.A) un espace mesuré. On dit qu'une application u de A dans R est une mesure si

- u(0) =0,

— si (Ap), ey ©st une suite d’éléments deux a deux disjoints d’éléments de A, alors

A) =3 (A

Soit (Bp),cy une suite croissante d’éléments de A. Posons Ay = By et A, = B,\B,_1 € A pour
tout n > 1. Alors (Ay), oy est une suite d’éléments de A deux a deux disjoints et, pour tout n > 0,
B, = U}_yA. 1l en résulte que

n—oo

(U By) = p(UpgAr) = Zu A = lim Y p(Ay) = lim p(By),
k=1

Exercice 1. (16 pts)

1. Puisque f est mesurable, pour tout B € B, f~!(B) € A et ainsi, u(f~'(B)) a bien un sens (dans
R;). Comme f~'(0) = 0, on a bien py(@)) = 0. Soit & présent (B,), .y est une suite d’éléments
deux & deux disjoints d’éléments de B. Posons, pour tout n € N, A,, = f~(B,,). Alors (An),ey st
une suite d’éléments deux a deux disjoints de A et ainsi,

pr(UnBa) = (7 (UnBa)) = i(Un f 1 (Bn)) = p(UnAn) = > i(An) = > y(B

ou I'égalité * vient du fait que I'image réciproque d’une réunion est égale a la réunion des images
réciproques.
De plus, p(F) = u(f~1(F)) = p(E). Ainsi, si p est une mesure de probabilité, il en est de méme
pour fif.

2. La fonction F), est donc strictement croissante et continue sur R donc c’est une bijection de R
dans |lim,__ F,(z),lim,_ o F,(z)[. Déterminons ces limites.
Soit A, =] — 0o, n] pour tout n € N. La suite (A,), .y est une suite croissante d’éléments de B(R)
qui converge vers R donc

pu(A,) —— p(R) =1 ouencore, lim F,(n)=1.

n— o0 n—-+00

Puisque F), est croissante,
lim F,(z)= lim F,(n)=1.

T—+00 n—-+o0o



De méme, soit B,, =]—00, —n] pour tout n € N. La suite (B,,), . est une suite croissante d’éléments
de B(R) qui converge vers () telle que p(By) < u(R) < +o00. Ainsi,

w(B) — w(@) =0 ouencore, lim F,(n)=0.

Puisque F), est croissante,
lim F,(z)= lim F,(n)=0.

3. Soit x € R. Alors, F),(x) €]0,1[ et donc
(] = o0, Fu(2)]) = Fy(Fu(x)) = Fl(x).
4. Pour tout x € R, par croissance de F},,
(] = 00, Fu(@)]) = n(F,(] — o0, 2])).

Par suite, pour tout x € R, on a
Fu(@) = n(F,(] = 00,2])) = npa(] = 00,a]) = Fy__, ().

Puisque F), = F, implique p = v, c’est que pu = Mgyt o pest la mesure image de n par Fu_l.
5. On a, par un calcul direct,

0 six <0,
v(]—o0,z])=<1—-p si0<x<l,
1 sixz > 1.

6. Soit f définie par

0 sixz<1-—np,
1 siz>1-—p.

Alors, on vérifie aisément que 7y = v.

Cependant, il n’y a pas du tout unicité de f : soit A € B(R) tel que n(A) = p. Alors la mesure
image de n par 14 est v.
La réciproque est fausse puisque pour toute fonction f,

ve({f(0), f(1)}) =1, ouencore v;({f(0),f(1)}") =0.

Ceci signifie que toute mesure image de v ne peut mcharger® que deux points au plus.

Exercice 2. (5 pts)

1. Puisque f est mesurable, pour tout n € N, A, € A. Puisque f est a valeurs dans R, c’est que
pour tout x € F, il existe n € N tel que f(x) < n. Ainsi, la réunion des ensembles (A,), .y est E
tout entier. Enfin, la suite (A,), oy est croissante donc

lim p(A,) = u(E) > 0.
Ceci assure qu’il existe ng tel que, pour tout n > nyg,
W(An) > p(E)/2 > 0.

En particulier, u(A,,) > 0 et pour tout x € A,,, f(z) < ny.

2. On raisonne de méme en introduisant la suite croissante (B,), définie par : pour tout n € N,
B, = {f > 1/n}. La réunion de ces ensembles est A qui est de mesure strictement positive dont il
en est de méme pour les ensembles (B,,), pour n assez grand.



