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Intégration et probabilités - Corrigé du DM 2

Exercice 1.

1. La fonction f étant mesurable sur (F,.A) et ¢t étant mesurable sur (R, B(R,), la fonction (z,t) —
f(z) — t est mesurable sur (£ x R, A® B(R,)). La préimage de [0, +o0[, A, est donc un élément de
la tribu A ® B(R.).

2. Calculons p® \(A) = / 14p(dz)A(dt). En appliquant le théoreme de Tonelli, on obtient d'un c6té

u®)\(A):/

E

(/IR+ 1AU{m}><R+)\(dt)> p(dr) = /E)‘([Qf(ﬂ?)])u(dm) - /Ef(fﬂ')ﬂ(dl’)
et d’un autre coté

u®>\(A):/

Ry

< /E 1AuEX{t},u(dZC>> A(dt) = /R ) u({f = tHAdt).

3. En appliquant cette formule a la fonction ¢g” on obtient
[ o= [ i = .
E Ry

La transformation ¢ de R, dans R, qui envoie u sur «? est un difféomorphisme C'. En faisant le
changement de variable t = p(u) dans le second membre de ’égalité, on a

/R u({g? > 1)A) = / u({g? > w})pur= A (du) = / u({g > u})pe Adu).

4. Soit ¢ une fonction strictement croissante de classe C' s’annullant en 0. La formule montrée en 1.
donne

/E oo fdu = / ({0 f = tHA).

Les propriétés de ¢ assurent que c’est un difféomorphisme C! de R, sur R,. En faisant le changement
de variable ¢t = ¢(u), on obtient

p{po f =2 p(u)h)e'(u)du) = / p{f = u})@' (u)A(du)

R4

/ e f = A = /

R

car @ est croissante.
5. On procede de la méme maniere qu’en 1. Appliquons le théoreme de Tonelli a I'intégrale

/ER . F u(dx)A(ds)A(dt).

D’un coté cette intégrale est égale a

/E (/{I}XR+XR+ i )\(d8>/\<dt)) uldr) = /E </{:E}><]R+><R+ L0471 () Lo0,ge) (1) )‘(dS)A(dt)) p(dz)
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~ [ H@lg@m(n)
E
D’un autre coté elle est égale a

/RmR+ (/EX{SJ} F u(dx)) A(ds)\(dt) = /R+XR+ n({f > sy n{g > s}HA(ds)\(dt)

Exercice 2.
1. ¢ est une application C' de R?\ A A valeur dans R* x R. L’application ¢(u,v) = (uv,u(l —v)) est
un inverse C! pour ¢. C’est donc un C!—difféomorphisme.

2.
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3. La fonction f est continue sur |0, 1[, les problemes d’intégrabilité ne peuvent se présenter qu’au
bornes du segment. En 0 f est équivalente & v®~! qui est intégrable car a est strictement positif. De



méme, en 1 f est équivalente & (1 — v)*~! qui est aussi intégrable. La fonction f est bien Lebesgue
intégrable sur |0, 1.

4. ¢ est un diffeomorphisme C! de ]0,+o0[? sur ]0,+o00[x]0,1[. Le changement de variable dans
I'intégrale donne

10,4002 10,400[x]0,1]

D’apres le théoreme de Tonelli, cette intégrale est encore égale a

/ e‘“u““’_ldu/ 0" 1 — )" 'dv = T'(a + b)v(R).
10,4-00] 10,1]

En appliquant directement le théoreme de Tonelli a la premiere intégrale on a

0(z, y)
O(u,v)

det dudv.

/] . e Y b dydy = T'(a)T(b),
0,400

d’ou

Exercice 3.
La fonction caractéristique d'une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X sur un espace probabilisé (£2, .4, P)

est
¢X(t) _ E(eitX) _ / it X ( w)]P; dw / 1t:t]P>
Q R
. k
Soient Xy, ... X}, k+1 v.a.r. La fonction caractéristique de leur somme est E ( 3= X’~’> =E (H e’m) .
E

k k k
Lorsqu’elles sont indépendantes E (H eltXe ) = H E (eitx‘f ) Enfin, si elles ont méme loi, H (e”Xf) =

=0 =0 =0
k+1
(‘PXJ :
Calculons la fonction caratéristique de la somme aléatoire Y :

n

E (emf) - E (Z eitYl{Nk}> _ ZE <€itZ§:OXE1{N:k}> _
k=0

k=0

La variable N étant indépendante des X;,

E <eitZ§:° Xel{N:k}) =k (eitzlzzo XZ) E(Lin=ry) = (px,)""" (Z) PP —p) .
On en déduit E(e™) = ¢x, () (pox, (t) +1 —p)".

Exercice 4.
1.OnaP(Z >t) =P{X >t} N{Y >t}). Comme ces variables sont indépendantes,

B(Z > 1) = PUX > ))B({Y > 1}) = ¢ O (1)

On en déduit que la fonction de répartition de Z est (1—e~ 34 1g  (t) et que Z suit une loi exponentielle
de parametre A + p.



2. Calculons P(Z = X) =P(Y > X) = /

1> Px,v)(de, dy). Les variables étant indépendantes,
R2

cette intégrale est égale a 14> Px(dr) ® Py (dy). D’apres le théoreme de Tonelli, cette intégrale
RQ

/ (/ ,ue_“ydy> e Mdr = / e M \e Mdx = L
0 x 0 At p

3. Pour montrer 'indépendance, il suffit de vérifier que

est égale a

P(ZCAetlyzexy=1)=P(Z C AP(1z_x; =1)

pour tout borélien A de R. En effet cette égalité implique la méme formule pour 1;z_x} = 0. D’un coté

P(ZCAetliz—x;=1)=PY>Xet XCA) = / </ ue“ydy) e Mdr = )\/ etz gy
A T A
d'un autre coté
P(ZCA)=PY>Xet XCA+PX>YetY CA)= (>\+u)/ e~ T gy

A

A

pemt les deux variables aléatoires sont bien

et le calcul de la question 2. donne P(liz—x} = 1) =
indépendantes.

Exercice 5.
1. Vérifions que u(sz) satisfait aux hypotheses du théoréme de continuité d’une intégrale dépendant
d’un parametre (thm 5.4.1 du résumé de cours) :

(i)(ii) la fonctions u(sx) est une fonction continue des deux variables,
(iii) u <1 qui est une fonction Px (dz)-intégrable sur R.

La fonction 6(s) est donc continue sur [0, +00].
Pour montrer sa dérivabilité, appliquons le théoreme de dérivabilité d'une intégrale dépendant d’un
parametre (thm 5.4.2 loc. cit.) pour le parametre dans un intervalle [sg, +00] :

(i) pour tout z, s — u(sz) est dérivable et continue ,
(ii) pour tout s, z — u(sz) est positive majorée par une fonction Py (dx)-intégrable,
(iii) pour tout s € [sq, +00[,

2] 1
T (1 slz))? = S_Ol{lxbl} + L1y

Cette dernitre étant Py (dz)-intégrable sur R, @ est dérivable sur [so, +oo[ de dérivée E(— |X|(u(sX))2>

continue. Ceci étant vrai pour tout sq strictement positif, 8 est C! sur ]0, +o00]
La famille {z — u(sx)}ser, étant majorée indépendemment de s par la fonction Py (dx)-intégrable
1, le théoreme de convergence dominée donne

0(5) =, [ LoyPx(dz) = Px({0}).

s$——400

4



2. Notons (€2, A, P), 'espace probabilisé portant la v.a.r. U. Déterminons la lois de X. Soit A C|0, +o0|
un borélien de R,

Py(A)=P(X € A) =P({U —ce A) =P{U € c+ (AN[0,1—¢])} = N(AN[0,1 - )

La mesure d'un sous-ensemble de | — 0o, 0] est nulle. Enfin Px({0}) = P(U < ¢) = ¢. La lois de X est
donc cdo(dz) + 1p1-gA(dx). On a alors

1 1
0(s) — /R o () + L) = e S InL -+ 5(1 o)) et 0(s) — e



