
UFR Mathématiques Université Rennes 1
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Exercice 1.
1. La fonction f étant mesurable sur (E,A) et t étant mesurable sur (R+,B(R+), la fonction (x, t) 7→
f(x)− t est mesurable sur (E × R+,A⊗ B(R+)). La préimage de [0, +∞[, A, est donc un élément de
la tribu A⊗ B(R+).

2. Calculons µ⊗ λ(A) =

∫
1Aµ(dx)λ(dt). En appliquant le théorème de Tonelli, on obtient d’un côté

µ⊗ λ(A) =

∫
E

(∫
R+

1A∪{x}×R+λ(dt)

)
µ(dx) =

∫
E

λ([0, f(x)])µ(dx) =

∫
E

f(x)µ(dx)

et d’un autre côté

µ⊗ λ(A) =

∫
R+

(∫
E

1A∪E×{t}µ(dx)

)
λ(dt) =

∫
R+

µ({f ≥ t})λ(dt).

3. En appliquant cette formule à la fonction gp on obtient∫
E

gpdµ =

∫
R+

µ({gp ≥ t})λ(dt).

La transformation ϕ de R+ dans R+ qui envoie u sur up est un difféomorphisme C1. En faisant le
changement de variable t = ϕ(u) dans le second membre de l’égalité, on a∫

R+

µ({gp ≥ t})λ(dt) =

∫
R+

µ({gp ≥ up})pup−1λ(du) =

∫
R+

µ({g ≥ u})pup−1λ(du).

4. Soit ϕ une fonction strictement croissante de classe C1 s’annullant en 0. La formule montrée en 1.
donne ∫

E

ϕ ◦ fdµ =

∫
R+

µ({ϕ ◦ f ≥ t})λ(dt).

Les propriétés de ϕ assurent que c’est un difféomorphisme C1 de R+ sur R+. En faisant le changement
de variable t = ϕ(u), on obtient∫

R+

µ({ϕ ◦ f ≥ t})λ(dt) =

∫
R+

µ({ϕ ◦ f ≥ ϕ(u)})ϕ′(u)λ(du) =

∫
R+

µ({f ≥ u})ϕ′(u)λ(du)

car ϕ est croissante.
5. On procède de la même manière qu’en 1. Appliquons le théorème de Tonelli à l’intégrale∫

E×R+×R+

F µ(dx)λ(ds)λ(dt).

D’un côté cette intégrale est égale à∫
E

(∫
{x}×R+×R+

F λ(ds)λ(dt)

)
µ(dx) =

∫
E

(∫
{x}×R+×R+

1[0,f(x)](s)1[0,g(x)](t) λ(ds)λ(dt)

)
µ(dx)
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=

∫
E

f(x)g(x)µ(dx).

D’un autre côté elle est égale à∫
R+×R+

(∫
E×{s,t}

F µ(dx)

)
λ(ds)λ(dt) =

∫
R+×R+

µ({f ≥ s} ∩ {g ≥ s})λ(ds)λ(dt)

Exercice 2.
1. ϕ est une application C1 de R2\∆ à valeur dans R∗ × R. L’application φ(u, v) = (uv, u(1− v)) est
un inverse C1 pour ϕ. C’est donc un C1−difféomorphisme.
2.
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3. La fonction f est continue sur ]0, 1[, les problèmes d’intégrabilité ne peuvent se présenter qu’au
bornes du segment. En 0 f est équivalente à va−1 qui est intégrable car a est strictement positif. De
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même, en 1 f est équivalente à (1 − v)b−1 qui est aussi intégrable. La fonction f est bien Lebesgue
intégrable sur ]0, 1[.
4. ϕ est un difféomorphisme C1 de ]0, +∞[2 sur ]0, +∞[×]0, 1[. Le changement de variable dans
l’intégrale donne∫

]0,+∞[2
e−x−yxa−1yb−1dxdy =

∫
]0,+∞[×]0,1[

e−u(uv)a−1(u(1− v))b−1

∣∣∣∣det
∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv.

D’après le théorème de Tonelli, cette intégrale est encore égale a∫
]0,+∞[

e−uua+b−1du

∫
]0,1[

va−1(1− v)b−1dv = Γ(a + b)ν(R).

En appliquant directement le théorème de Tonelli à la première intégrale on a∫
]0,+∞[2

e−x−yxa−1yb−1dxdy = Γ(a)Γ(b),

d’où

ν(R) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)
.

Exercice 3.
La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X sur un espace probabilisé (Ω,A, P)
est

ϕX(t) = E(eitX) =

∫
Ω

eitX(ω)P(dω) =

∫
R

eitxPX(dx).

Soient X0, . . . Xk, k+1 v.a.r. La fonction caractéristique de leur somme est E
(
eit

Pk
`=0 X`

)
= E

(
k∏

`=0

eitX`

)
.

Lorsqu’elles sont indépendantes E

(
k∏

`=0

eitX`

)
=

k∏
`=0

E
(
eitX`

)
. Enfin, si elles ont même loi,

k∏
`=0

E
(
eitX`

)
=

(ϕX1)
k+1.

Calculons la fonction caratéristique de la somme aléatoire Y :

E
(
eitY
)

= E

(
n∑

k=0

eitY 1{N=k}

)
=

n∑
k=0

E
(
eit

Pk
`=0 X`1{N=k}

)
.

La variable N étant indépendante des Xi,

E
(
eit

Pk
`=0 X`1{N=k}

)
= E

(
eit

Pk
`=0 X`

)
E(1{N=k}) = (ϕX1)

k+1

(
n
k

)
pk(1− p)n−k.

On en déduit E(eitY ) = ϕX1(t) (pϕX1(t) + 1− p)n.

Exercice 4.
1. On a P(Z ≥ t) = P({X ≥ t} ∩ {Y ≥ t}). Comme ces variables sont indépendantes,

P(Z ≥ t) = P({X ≥ t})P({Y ≥ t}) = e−(λ+µ)t1R+(t).

On en déduit que la fonction de répartition de Z est (1−e−(λ+µ)t)1R+(t) et que Z suit une loi exponentielle
de paramètre λ + µ.
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2. Calculons P(Z = X) = P(Y ≥ X) =

∫
R2

1{y≥x}P(X,Y )(dx, dy). Les variables étant indépendantes,

cette intégrale est égale à

∫
R2

1{y≥x}PX(dx) ⊗ PY (dy). D’après le théorème de Tonelli, cette intégrale

est égale à ∫ ∞

0

(∫ ∞

x

µe−µydy

)
λe−λxdx =

∫ ∞

0

e−µxλe−λxdx =
λ

λ + µ
.

3. Pour montrer l’indépendance, il suffit de vérifier que

P(Z ⊂ A et 1{Z=X} = 1) = P(Z ⊂ A)P(1{Z=X} = 1)

pour tout borélien A de R. En effet cette égalité implique la même formule pour 1{Z=X} = 0. D’un côté

P(Z ⊂ A et 1{Z=X} = 1) = P(Y ≥ X et X ⊂ A) =

∫
A

(∫ ∞

x

µe−µydy

)
λe−λxdx = λ

∫
A

e−(λ+µ)xdx,

d’un autre côté

P(Z ⊂ A) = P(Y ≥ X et X ⊂ A) + P(X ≥ Y et Y ⊂ A) = (λ + µ)

∫
A

e−(λ+µ)xdx

et le calcul de la question 2. donne P(1{Z=X} = 1) = λ
λ+µ

, les deux variables aléatoires sont bien
indépendantes.

Exercice 5.
1. Vérifions que u(sx) satisfait aux hypothèses du théorème de continuité d’une intégrale dépendant
d’un paramètre (thm 5.4.1 du résumé de cours) :

(i)(ii) la fonctions u(sx) est une fonction continue des deux variables,

(iii) u ≤ 1 qui est une fonction PX(dx)-intégrable sur R.

La fonction θ(s) est donc continue sur [0, +∞].
Pour montrer sa dérivabilité, appliquons le théorème de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un

paramètre (thm 5.4.2 loc. cit.) pour le paramètre dans un intervalle [s0, +∞[ :

(i) pour tout x, s 7→ u(sx) est dérivable et continue ,

(ii) pour tout s, x 7→ u(sx) est positive majorée par une fonction PX(dx)-intégrable,

(iii) pour tout s ∈ [s0, +∞[, ∣∣∣∣ ∂

∂s
u(sx)

∣∣∣∣ =
|x|

(1 + s|x|)2
≤ 1

s0

1{|x|>1} + 1{|x|≤1}.

Cette dernière étant PX(dx)-intégrable sur R, θ est dérivable sur [s0, +∞[ de dérivée E
(
−|X|(u(sX))2

)
continue. Ceci étant vrai pour tout s0 strictement positif, θ est C1 sur ]0, +∞[

La famille {x 7→ u(sx)}s∈R+ étant majorée indépendemment de s par la fonction PX(dx)-intégrable
1, le théoreme de convergence dominée donne

θ(s) −→
s→+∞

∫
R
1{0}PX(dx) = PX({0}).
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2. Notons (Ω,A, P), l’espace probabilisé portant la v.a.r. U . Déterminons la lois de X. Soit A ⊂]0, +∞[
un borélien de R,

PX(A) = P(X ∈ A) = P({U − c ∈ A}) = P({U ∈ c + (A ∩ [0, 1− c])} = λ(A ∩ [0, 1− c])

La mesure d’un sous-ensemble de ]−∞, 0[ est nulle. Enfin PX({0}) = P(U ≤ c) = c. La lois de X est
donc cδ0(dx) + 1[0,1−c]λ(dx). On a alors

θ(s) =

∫
R

1

1 + s|x|
(cδ0(dx) + 1[0,1−c]λ(dx)) = c +

1

s
ln(1 + s(1− c)) et θ(s) −→

s→+∞
c.
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