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Statistique paramétrique - TD 7 - Corrigé succinct

Voici quelques remarques sur les exercices vus en TD. Pour le controle continu, le programme est :
1. exhaustivité, statistiques minimales et complétes,

2. estimateurs sans biais de variance minimum,

3. tests de Neyman-Pearson (hypothése simple contre hypothése simple),

4. tests unilatéres dans un modéle exponentiel a rapport de densités monotone (comme dans les deux exos
ci-dessous).

Exercice 1. Test sur la moyenne pour une loi gaussienne

1. Le rapport de vraisemblance s’écrit

L(X,0y)

Donc la région de rejet du test de Neyman-Pearson est de la forme
{exp (S(61 —6p)) >k} ou {S>k} ou {/n(S/n—by) >k}.

2. Comme sous Hy la variable aléatoire \/n(S/n — 6p) suit la loi N(0,1), le test de région de rejet
{S/n > 6y +1.64/\/n} est de niveau 0.05.

3. Sous Hy, v/n(S/n — 60;) suit la loi N(0,1) donc

IP)Hl(S/n > 6y + 1.64/\/’5) = PH1 (\/T;(S/R — 01) > (090 — 91)\/ﬁ+ 1.64)
1—PY > (61 — 6p)v/n + 1.64).

On peut alors obtenir un encadrement de la puissance grace a ’encadrement suivant de la fonction de
répartition gaussienne valable pour tout r > 0 :

e’"z/z(l 1> </+°O _q2/p dx - e 21
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Compléments : test unilatére. On veut & présent tester Hy : « 8 < g » contre Hy : « 8 > 6y »

Le modele est une famille & rapport de densités (ou vraisemblances) monotones, ¢’est-a-dire qu’il existe
une statistique U telle que pour tous ' < 0", les rapports L(z,0")/L(z,60") sont des fonctions strictement
croissantes (ou décroissantes) de U.

En effet, pour tous ¢’ < 6",

L(X,6")
S ) —e SHH—H/ —0//2+6/2
LX) <P (5 ) )
est croissante. D’apres le théoréme de Lehman, il existe donc un test UPP (uniformément plus puissant) de
région de rejet de la forme {S > k}, ou k est choisi pour que Py, (S > k) = . Le choix de k est donc le méme
que dans le premier test. L’hypothése de monotonie assure que pour tout 6 dans Og, le niveau est inférieur



ou égal & « (c’est en fait pour § = 6y qu'il est le plus élevé) et le théoréme de Lehman assure que parmi les
tests qui vérifient cette propriété, le test considéré a la meilleure puissance pour tout ¢ dans O.

Exercice 2. Détection d’un signal dans un canal bruité
Notons 0y = 02, 61 =02 + &2 et ¥ = X? + -+ X2. Le rapport de vraisemblance s’écrit

m = exp (1/do — 1/6)5/2).

Donc, puisque 0y < 01, la région de rejet du test de Neyman-Pearson est de la forme
{exp((1/6p —1/61)X/2) > k} ou {X >k} ou {X/0y>k}.

Sous Hp, /6y suit la loi du x? & n degrés de liberté. On peut donc déterminer grace & Scilab la borne
k(inversion de la fonction de répartition) et la puissance en utilisant que sous Hy, ¥/6; suit un x? a n degrés
de liberté.
Compléments : test unilatére. On veut & présent tester Hy : « 8 < g » contre Hy : « 8 > 6y »

Le modéle est une famille a rapport de vraisemblances monotones.

En effet, pour tous 6’ < 0",

X /! /
S i((X(;’)) — %exp ((1/6' = 1/6")5/2).

est croissante. D’apreés le théoréme de Lehman, il existe donc un test UPP (uniformément plus puissant) de
région de rejet de la forme {¥ > k}, ou k est choisi pour que Py, (X > k) = a. Le choix de k est donc le méme
que dans le premier test.



