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Programme

Les résultats exposés dans ce cours sont admis. En revanche on expliquera comment les utiliser.

Etude de fonctions Définitions intuitives de la limite en un point d’une fonction, de la continuité,
de la dérivée (pente de la tangente, limite du taux d’accroissement, approximation affine). Théoreme
des valeurs intermédiaires, des accroissements finis. Dérivation d’un produit, d’un quotient, d’une
fonction composée. Fonctions classiques : polyndmes, fractions rationnelles, exponentielle, ch, sh,
sin, cos. Représentations graphiques, variations, comparaison, ordres de grandeur. Formules de trigo-
nométrie sphérique et hyperbolique. Encadrement par des polyndmes au voisinage de zéro. Applica-
tion au calcul de limites. Fonctions Arctan, Arcsin, Arccos. Primitives. Définition. Formulaire (exp,
sin, 1/(x+a)?, 1/(1+x%),1/(1 —x?)'/2, .). Intégration par parties. Changement de variable. Pas de
théorie de la décomposition en éléments simples (quelques exemples par coefficients indéterminés).

Nombres Complexes Construction des nombres complexes comme ensemble de couples de réels.
Complexe conjugué, module et inverse. Ecriture des complexes en coordonnées polaires, interpréta-
tion géométrique de la multiplication par un complexe de module 1 et du passage au conjugué. Expo-
nentielle complexe et applications a la trigonométrie. Application des complexes a des problemes de
géométrie plane, similitudes. Equations différentielles a coefficients constant du premier et du second
ordre. Au second ordre, un ou deux exercices avec un second membre simple. Application : circuits
RLC.

Bibliographie de base

Ouvrages de terminale S
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Remarque

Les résultats exposés dans ce cours sont tous admis. En revanche on expliquera comment les utili-
ser. L’objet du cours est de permettre a I’étudiant de confirmer et renforcer sa pratique de 1’utilisation
des premiers outils de 1’analyse réelle et complexe. 1l est aussi 1’occasion de découvrir des énoncés
de théoremes d’analyse qui ont des applications immédiates dans les sciences.



I Fonctions et graphes
1 Introduction

Remarque 1.1 Nous ferons un usage élémentaire des notions d’égalité, d’ ensemble, de sous-ensemble,
d’ensemble vide, d’élément, d’ appartenance, d’inclusion, d’intersection, de réunion et de différence
d’ensembles ainsi que des symboles

:7#7®7C7¢?€7¢?U7m?\

qui leurs sont associés. Nous éviterons tant que possible le recours aux symboles V et 3 qui s’appellent
respectivement quantificateur universel et quantificateur existentiel et se lisent respectivement
pour tout et il existe.

Définition 1.1 Soient A et B deux ensembles. Une fonction (ou application) de A dans B est la
donnée pour tout élément a de A d’un élément b = f(a) de B appelé valeur de f en a. On note :

f: A—B
a— f(a)=b.

L’ensemble A s’appelle domaine de f, I’ensemble B s’appelle I’ensemble d’arrivée et le sous-
ensemble

f(A)={beB|FacA,f(a)=b}
de toutes les valeurs f(a) obtenues lorsque a décrit A s’appelle ’image de f. Sia € Aetb € B
vérifient b = f(a) alors b est appelé image de a par f et a est appelé antécédent de b par f. Si
b € B, le sous-ensemble de A formé de tous ses antécédents est noté f~!(b). Il est non vide si et
seulement si b est un élément de f(A)

Exemples 1.1 Soit f la fonction dont le domaine est A =] — 1,1[, I’ensemble d’arrivée B = R et
définie par la formule f(x) = 2x2. Alors f(]—1,1[) = [0,2[ est différent de R. Ona f~! (%) = {—%, %
alors que f~!(3) = 0 est ’ensemble vide.

Définition 1.2 Soient f: A — BetA’ C A. Larestriction f, de f a A’ estla fonction de A" dans B
définie par f4 (x) = f(x) si x € A”. Si la restriction de f a A" vérifie une propriété donnée on dit que
f vérifie cette propriété sur A’. Soit A” et B” des ensembles contenant respectivement A et B et g une
application de A” dans B”. Si pour tout élément x € A on a f(x) = g(x) on dit que g prolonge f a A”
ou que g est un prolongement de fa A”.

Exemple 1.2 SoitA’={a,b,c,d,e},A={a,b,c,d}, B’ ={a,p,7,8,e} et B={a,B,7,8}. On consi-
dere I’application f : A — B définie par
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et ’application j : A’ — B définie par

jla) = «
jb) = B
jle) = v
jd) = 9
jle) = 8.

Les applications i et j sont deux prolongements différents de f a A’. L’application f est la restriction
de jaA: jj, = f. Bien que i(x) = f(x) pour tout €lément x de A, f n’est pas la restriction de i 2 A car
f etin’ont pas le méme ensembe d’arrivée.

Dans la suite on s’intéressera a des fonctions numériques d’une variable réelle. Ceci signifie
que A est un sous-ensemble de I’ensemble R des nombres réels (d’une variable réelle) ainsi que B
(numérique).

Remarque 1.2 Souvent une fonction numérique d’une variable réelle est donnée par une formule
sans précision de son domaine. Le premier travail a faire est alors de trouver le domaine le plus grand
sur laquelle elle est définie. Par exemple la fonction donnée par f(x) = % admet pour domaine R\ {0}
et la fonction donnée par g(x) = y/x admet pour domaine [0, +o).

Définition 1.3 La fonction valeur absolue est la fonction | | : R — R définie par |x| = x si x >0 et
x| = —xsix <O0.

Pour visualiser une fonction et ses propriétés on utilise son graphe.

Définition 1.4 Le graphe d’une fonction numérique de la variable réelle f : A — B est le sous-
ensemble de R x R

{(x, f(x))[x € A}.

X

Exemples 1.3 Voici le graphe de la fonction f de [—1, 1] dans R et définie par la formule f(x) = %

S

FIG. 1 — Le graphe de la fonction x — %\x\

Définition 1.5 Si f et g sont deux fonctions numériques définies sur A et si A € R on définit la
somme [ + g, le produit Af et le produit fg par :

si x€A, (f+8)(x) =f(x)+8x), Af)(x) =A(f(x), (f&)x) = f(x)g(x).



2 Les polynomes

Définition 2.1 On appelle polynome une fonction P de R dans R pour laquelle il existe des réels en
nombre fini ay, ..., a, tels que si x € R alors

d
P(x)=agx?+ ... +ax+ag= Z apxt.
k=0

Les a; s’appellent les coefficients de P. Si tous les a; sont nuls le polyndme P est le polynéme nul et
son degré est —co. Si au moins 1’un des a; est non nul, on appelle degré de P le plus grand indice i
pour lequel a; est non nul. Si seul a4 est non nul alors P est appelé monome de degré d.

Proposition 2.1 Si P et Q sont deux polynémes et A € R alors P+ Q, PQ et AP sont des polyndomes.

Notation 2.1 Le polyndme dont les coefficients sont ay,...,a; est noté agx® + ...+ aix+ag ou
k

d
ZkZO akx .
Remarque 2.1 Si(ao,...,aq) et (bo, ...,by) sont associés a un méme polyndme avec ag # 0 et by # 0
alors d = f et pour tout i on a a; = b; : les coefficients sont égaux.

Exemples 2.1 Le polyndme P = x> — 3x+ 2 est un polynéme de degré 2. Si ¢ € R la fonction f de
R dans R définie par f(x) = ¢ est un polyndme de degré 0 ou —oo appelée fonction constante c. Si
a,b € Rla fonction f : R — R définie par f(x) = ax+ b est un polyndme de degré au plus 1 appelée
fonction affine. Si » = 0 on dit que f est linéaire.

Théoreéme 2.1 Soit A et B deux polynomes avec B non nul. Alors il existe un unique couple de
polynémes (Q,R) tels que A = BQ + R et le degré de R est strictement inférieur a celui de B.

Définition 2.2 Soient A, B,Q, R des polynomes tels que B non nul, A = BQ + R et le degré de R est
strictement inférieur a celui de B. On dit que Q est le quotient de la division euclidienne de A par B
et que R est le reste. Le polyndme A est appelé le dividende et le polyndme B le diviseur.

Exemple 2.2 3x+2 et —x+ 1 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne
de 6x° +4x? 4+ 2x + 3 par 2x% + 1.

Proposition 2.2 Soient r € R et P un polynéme. Alors r est racine de P (i.e. P(r) = 0) si et seulement
si le reste de la division euclidienne de P par x — r est le polynéme nul.

Exemple 2.3 Onax?>—1 = (x—1)(x+1) et I est racine de x*> — 1.

Définition 2.3 Un nombre réel r est racine (zéro) d’une fonction f si f(r) = 0. Si f est un polyndme
et si m € N* on dit que r est racine (zéro) de multiplicité m s’il existe un polynome g tel que

f=(x—r)yg et g(r) #0.

Exemple 2.4 Soit f = x* +2x> +2x* +2x+ 1. Alors f = (x+1)?gavec g =x>+1. Or g(—1) = 2.
Par conséquent —1 est racine de multiplicité 2 de f.



3 Fractions rationnelles

Définition 3.1 Soient f et g deux polyndmes. Si g n’est pas le polyndme nul alors la fraction ra-

tionnelle g est la fonction de R\ g~!(0) dans R définie par ch(x) = %.

Exemples 3.1 Le domaine de la fraction rationnelle x — ifﬁ

fraction rationnelle x — )353 est R\ {—2,2}.

est R alors que le domaine de la

4 Parité

Définition 4.1 Une fonction f : A — B est dite paire (respectivement impaire) si pour tout x € A
alors —x € A et f(—x) = f(x) (respectivement f(—x) = —f(x)).

Proposition 4.1 Soit f : A — B une fonction. On suppose que si x € A alors —x € A. Alors il existe
un unique couple (P,I) tel que P : A — R est une fonction paire, I : A — R est une fonction impaire et

f=P+1.Six€Aalors P(x) = —f(x)+2f(_x) etI(x) = —f(x)_zf(_x).
Exemple 4.1 La valeur absolue est une fonction paire.

Exemple 4.2 Un polyndme non nul est pair si et seulement s’il est somme de mondmes de degré
pair. Il est impair si et seulement si il est somme de mondmes de degré impair.

Exemple 4.3 Si f et g sont deux polyndmes non nuls alors la fraction rationnelle ]é est paire si

et seulement si f et g sont simultanément pairs ou simultanément impairs et elle est impaire si et
seulement si f est pair pendant que g est impair ou que f est impair pendant que g est pair.

,
>

(—x,8(—x)) A
0 > X /\ > X
\/ (x,8(x))

(=, f(=x)) (%, f(x))

f paire : symetrie par rapport a Oy g impaire : symetrie par rapport a O

F1G. 2 — Symétrie du graphe en fonction de la parité

5 Composition de fonctions, injection, surjection, bijection, réciproque

Définition 5.1 Si f:A — Bet g: B — C sont deux fonctions on appelle composée de f par g la
fonction go f (on lit g rond f) la fonction de A dans C définie par (go f)(x) = g(f(x)) pour tout x € A.



Exemple 5.1 On considere les ensembles A = {a,b,c,d}, B={a,B,y,d,e} et C = {1,2,3,4} etles
applications f : A — B définie par

fla) = «a
fb) = B
fle)=rd) = &
et g : B — C définie par
gla) = 1
gB)=g(m = 2

g(8)=g(e) = 4
Alors la composée g o f est I’application de A dans C définie par
(gof)(a) = 1
2

(g0 f)(b)
(gof)(c) = (gof)(d) = 4.

Définition 5.2 On dit que f : A — B est injective si pour tous les x et X' de A distincts (x # x)
les images f(x) et f(x’) sont distinctes (f(x) # f(x')), c’est a dire tout y de B posséde au plus un
antécédent.

Exemples 5.2 La fonction f de R dans [0, +oo) définie par f(x) = x> n’est pas injective car f(1) =
f(=1) = 1. En revanche la fonction g : [0, +c0) — R définie par g(x) = /x est injective car si x et x’
sont positifs ou nuls et /x = v/x’ alors x = \/}2 =/ o x'. Sauf si le domaine est réduit au singleton
{0}, une fonction paire n’est jamais injective.

Définition 5.3 On dit que f : A — B est surjective si f(A) = B c’est a dire si tout y dans B posséde
au moins un antécédent.

Exemples 5.3 La fonction f de R dans [0, +0) définie par f(x) = 2x? est surjective car pour tout
réel positif ou nul y il existe un réel x tel que x*> = y. En revanche la fonction g : [0, +o0) — R définie
par g(x) = \/x n’est pas surjective car un nombre strictement négatif n’est pas une racine carrée d’un
réel.

Définition 5.4 On dit que f : A — B est bijective si elle est injective et surjective.

Remarque 5.1 La fonction f : A — B est bijective si et seulement si tout élément y de B admet un et
un seul antécédent.

Exemple 5.4 La fonction f de R dans R définie par f(x) = 2x+ 1 est bijective car elle est injective
et surjective (injective car si x # x’ alors 2x+ 1 # 2x’ + 1 et surjective car si y € R alors x = VTI est
un antécédent de y.

Définition 5.5 Soit f: A — B. On dit que g : B — A est la réciproque de f (ou inverse de f pour
la composition) si pour tous les x de A et tous les yde Bon a (go f)(x) =xet (fog)(y) =

Proposition 5.1 Soit f : A — B. La fonction f posséde une réciproque si et seulement si elle est
bijective et alors cette réciproque est unique.



Notation 5.1 On note f~! la réciproque de f si elle existe.
Remarque 5.2 Si g est la réciproque de f alors f est la réciproque de g.

Exemple 5.5 La fonction f de R dans R définie par f(x) = 2x+ 1 et la fonction g de R dans R

définie par g(y) = y%l sont réciproques 1’une de 1’autre.

Exemples 5.6 Soit A’ = {a,b,c,d,e}, A ={a,b,c,d} et B={a,p,7,0,€}. On consideére aussi les
ensemble C = {a, 3,7} et D = {a,B,y,0}. L’application f : A — B définie par

fla) = a
fb) = B
fle) = v
fld) = 38

est injective mais elle n’est pas surjective. L’application g : A — C définie par

gla)=g(b) = o
gle) = B
gd) = vy

est surjective mais elle n’est pas injective L’application i : A — D définie par

h(a) = a
h(b) = B
h(c) = v
hd) = &

i) = a
h'(B) b
h(y) c
() = d.

Définition 5.6 On dit de facon équivalente :
— festinjective et f est une injection,
— f estsurjective et f est une surjection,
— f est bijective et f est une bijection.

6 Fonctions monotones

Définition 6.1 Soit f: A — B. On dit que f est croissante si pour tous les x,x’ de A tels que x < x/
on a f(x) < f(x). On dit que f est strictement croissante si pour tous les x,x’ de A tels que x < x’

ona f(x) < f(x).

Définition 6.2 Soit f : A — B. On dit que f est décroissante si pour tous les x,x’ de A tels que x < x/
ona f(x) > f(x'). On dit que f est strictement croissante si pour tous les x,x" de A tels que x < x/

ona f(x) > f(x).



Définition 6.3 Soit f : A — B. On dit que f est monotone si elle est croissante ou si elle est dé-
croissante. On dit qu’elle est strictement monotone si elle est strictement croissante ou si elle est
strictement décroissante.

Exemples 6.1 Les fonctions x +— 1, x — 54+x, x — =2+ 4x + x> et la racine carrée ,/ sont Ccrois-

santes (x — S+x, x — —2+4x+x° et ,/ sont méme strictement croissantes). Les fonctions x — 2,
2

x — 4 — 5x’ sont décroissantes (4 — 5x’ est méme strictement décroissante). Les fonctions x — x2,

valeur absolue, x — % ne sont ni croissantes ni décroissantes.

X x x
O

croissante  decroissante non monotonne

F1G. 3 — Monotonie

Proposition 6.1 Une fonction f : A — B qui est strictement monotone est injective.

7 Trigonométrie

Définition 7.1 Une fonction f: A — R est dite périodique de période T si et seulement si pour tout
x€Aonax+TeAet f(x+T) = f(x).

Définition 7.2 On considere un cercle de rayon 1. Son périmetre vaut alors 27 (dire deux pi). On
peut repérer les points de ce cercle par leurs coordonnées dans un repere orthonormé dont 1’origine
O est le centre du cercle. Les points du cercle sont les points dont les coordonnées (x,y) vérifient
I’équation
X+ y2 =1.

Notons A le point de coordonnées (1,0). Parcourir le cercle dans le sens positif ou trigonométrique
c’est le parcourir dans les sens anti-horaire. Si on part de A et qu’on parcourt sur le cercle la longueur
¢ en tournant positivement on arrive au point M(¢) de coordonnées x = cos(z) (dire cosinus ) et
y = sin(¢) (dire sinus 7). Si on tourne négativement en parcourant la longueur ¢ on arrive au point M
de coordonnées x = cos(—1) et y = sin(—1).



<

sint(¢

cos(t) |0 A

FIG. 4 — Le cercle trigonométrique

Proposition 7.1 Les fonctions cosinus et sinus sont définies sur R, a valeurs dans [—1, 1] et vérifient
cos® +sin® = 1.

Proposition 7.2 La fonction cosinus est définie sur R, 2nt-périodique, paire, son image est le segment

[—1,1]. Elle est strictement décroissante sur lintervalle [0,7]. Sit € R cos(m—t) = —cos(t). On a
cos(0) = 1,cos(g) = @,cos(%) = \%,cos(%) = 1,cos(%) = 0,cos(n) = —1. L’ensemble cos~'(0)

est égal a {5 +knlk € Z}.

FI1G. 5 — Le graphe de cos

Proposition 7.3 La fonction sinus est définie sur R, 2n-périodique, impaire, son image est le segment
[—1,1]. Elle est strictement croissante sur l'intervalle [-5,3]. Sit € R sin(t) = cos(t — ). On a
) =1

sin(0) = 0,sin(%) = 1,sin(}) = %,sin(%) = %g,sin(ﬁ) ,sin(mt) = 0. L’ensemble sin~'(0) est

égal a {kmnlk € Z}.



A AN
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FIG. 6 — Le graphe de sin

Proposition 7.4 Pour tous les réels t et s on a

cos(t+s) = cos(t)cos(s) — sin() sin(s)
sin(z +s5) = sin(z) cos(s) + cos(z) sin(s).

Définition 7.3 La fonction tangente est la fonction définie sur R\ {7 +kmn|k € Z} par

_ sin(z)
tan(r) = cos(t)’
1
sin(x)
tan(x)
sin(x)
_1
( ) tan(x)
0 cos(x) 1f _1
cos(x)
FIG. 7 — x,cos(x),sin(x), tan(x), — | l

? cos(x) ? sin(x) t tan(x)

Proposition 7.5 La fonction tangente est T-périodique, impaire, son image est R. Elle est strictement

croissante sur | — 5, 7.

10



FI1G. 8 — Le graphe de tan

Proposition 7.6 Pour tous les réelst et s on a

tan(z) + tan(s)
1 —tan(¢) tan(s)

tan(r +s) =

Définition 7.4 La fonction arccosinus est la fonction bijective et strictement décroissante de [—1, 1]
dans [0, 7] définie par y = arccos(x) si x = cos(y).

\“n
.

-1 o 1

\/
=

FIG. 9 — Le graphe de arccos

Définition 7.5 La fonction arcsinus est la fonction bijective et strictement croissante de [—1, 1] dans
[—3, %] définie par y = arcsin(x) si x = sin(y).

NI

F1G. 10 — Le graphe de arcsin

11



Proposition 7.7

. T
arcsin + arccos = 5

Définition 7.6 La fonction arctan est la fonction bijective et strictement croissante de R dans
|- §, %[ définie par y = arctan(x) si x = tan(y).

ST

\/
=

F1G. 11 — Le graphe de arctan

8 Logarithme, exponentielle, trigonométrie hyperbolique

Définition 8.1 Intuitivement le logarithme (ou logarithme neperien) est la fonction de |0, 4oo)
dans R définie de la fagon suivante. Si x > 0 alors In(x) est ’aire (comptée algébriquement) de la
zone délimitée par I’axe des abscisses le graphe de la fonction ¢ — %, la droite verticale qui passe par
le point (1,0) et la droite verticale qui passe par le point (x,0).

FIG. 12 — Le graphe de t — % et le logarithme

Proposition 8.1 La fonction logarithme est une bijection strictement croissante de |0, +o) dans R
qui vérifie la propriété d’addition suivante. Si x et y appartiennent a |0, +oo) alors

In(xy) = In(x) +In(y).
En particulier

ln()l—c) = —In(x).

12



FIG. 13 — Le graphe de In

Définition 8.2 L’exponentielle est la fonction réciproque du logarithme. C’est une bijection stric-

tement croissante de R dans ]0,+e0) qui vérifie la propriété de multiplication suivante. Si x et y
appartiennent a R alors

exp(x +y) = exp(x) exp(y).
En particulier

()= —
X —X) = .
P exp(x)
Yy
A
e
O 1 » X

FIG. 14 — Le graphe de exp

Définition 8.3 Six > 0 ety € R on définit x puissance y par x’ = exp(yln(x)).

Proposition 8.2 Soit x,x’ >0ety,y €R.Ona
(o) = () (), 27 = (@) (&) et (@) =x""

Notation 8.1 Sin € N\ {0} on note xn parfois V/x.

13
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FIG. 15 — Graphes de puissances

Définition 8.4 Le cosinus hyperbolique, le sinus hyperbolique et la tangente hyperbolique sont
les fonctions de R dans R définies de la fagon suivante. Si x € R on pose

sinh(x)

cosh(x)

cosh(x) = exXp() +2exp (—x), sinh(x) = exXp(¥) —2exp (=x) et tanh(x) =

Remarque 8.1 Puisque le cosinus hyperbolique est, comme I’exponentielle, strictement positif, le
domaine de la tangente hyperbolique est R.

Proposition 8.3 Le cosinus hyperbolique est pair. Son image est [1,+). Il est strictement croissant

sur [0, +o0).
Proposition 8.4 Le sinus hyperbolique est impair et c’est une bijection strictement croissante de R
dans R.
Yy
3
1
5 X

F1G. 16 — Les graphes du cosinus hyperbolique, du sinus hyperbolique et de I’exponentielle

Proposition 8.5 La tangente hyperbolique est impaire et c’est une bijection strictement croissante
de R dans | —1,1].



FIG. 17 — Le graphe de tanh

Proposition 8.6 Six,y € Ralors

exp(x) = cosh( ) + sinh(x)
cosh?(x) —sinh?(x) =
cosh(x+y) = cosh( ) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

sinh(x+y) = cosh(x)sinh(y)+ sinh(x)cosh(y).

Remarque 8.2 L’identité cosh?(x) — sinh?(x) = 1 permet de donner une interprétation graphique
du cosinus hyperbolique et du sinus hyperbolique. La courbe déquation u> —v?> =1, u > 0 est une
branche d’hyperbole qui admet comme paramétrisation bijective 1’application x € R+ (cosh(x), sinh(x)).
L’aire délimitée par le segment d’extrémités (0,0) et (1,0), par le segment d’extrémités (0,0) et
(cosh(x),sinh(x)) et par I’arc d’hyperbole reliant (0,0) et (cosh(x),sinh(x)) est 5. Pour le montrer on

se place dans le systéme de coordonnées orthogonales U = “=2) v = (”\g). Dans ces coordonnées

\/i ’
I’équation de l’hyperbole estV = 2}], U > 0 et I'aire considérée est 1’aire délimitée par le segment

exp(t)

2 Taeot] Xp())etparl arc d’hy-

d’extrémités (0,0) et (= 7 \/), par le segment d’extrémités (0,0) et (==~

perbole reliant (\%, \/%), et (e)i%t) ) \/iei(p([) )-

sinh(x) 4 Z

, \ cosh(x)

FIG. 18 — x, cosh(x) et sinh(x)

Proposition 8.7 Pour tous les réelst et s on a
tanh(z) + tan(s)

tanh(t +5) = 1 +tan(7) tan(s)
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Définition 8.5 La fonction argsh est la fonction bijective et strictement croissante de R dans R
définie par y = argsh(x) si x = sinh(y).

FIG. 19 — Le graphe de argsh

Définition 8.6 La fonction argch est la fonction bijective et strictement croissante de [1,+o0) dans
[0, +c0) définie par y = argch(x) si x = cosh(y).

\/
=

o 1

FIG. 20 — Le graphe de argch

Définition 8.7 La fonction argth est la fonction bijective et strictement croissante de | — 1, 1[ dans
R définie par y = argth(x) si x = tanh(y).

y

\
=

FI1G. 21 — Le graphe de argth

16



Proposition 8.8

argsh(x)
argch(x)
argth(x)
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II Limites de fonctions, fonctions continues
1 Limite d’une suite

Définition 1.1 Soit ny € N. On appelle suite numérique débutant au rang ny une application u
définie sur {n € N;n > ng} et a valeurs dans R.

Remarque 1.1 Sing = 0 on parle simplement de suite numérique.

Notation 1.1 On note u = (u,),>n, et si n est un entier naturel supérieur ou égal a ng alors u,, désigne
I’image u(n) de n par u et s’appelle le n-éme terme de la suite u ou le terme d’indice 7.

Définition 1.2 Soit u = (u,),>n, une suite numérique débutant au rang ng. Soit / € R. On dit que u
admet / comme limite si u,, est arbitrairement proche de / lorsque n est arbitrairement grand.

Notation 1.2 L’écriture lim wu, =/ signifie que u admet / comme limite.

n— oo

Remarque 1.2 (culturelle) La phrase u,, est arbitrairement proche de | lorsque n est arbitrairement
grand est équivalente a la formulation Pour tout intervalle ouvert I contenant [ il existe un rang N € N
tel que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a n le terme u,, appartient a I :

Ve >0,INeN,VneN,[(n>npetn>N) = (|lu, — 1] < €)].

Exemples 1.1 — La suite (u,),>1 définie par la relation u, = rll admet O comme limite. En effet

si € > 0 alors pour tout entier n supérieur ou égal a "1+la partie entiere de é" ona|u, —0| <e.

— La suite (v,),>0 définie par la relation v, = % admet 0 comme limite. En effet si € > 0 alors

pour tout entier n supérieur ou égal a "14la partie entiere de %" on a |v, — 0| < €. Pour s’en
convaincre il suffit d’observer que pour tout entier naturel n on a n < 2".

Proposition 1.1 Si u admet une limite cette limite est unique.

Définition 1.3 Soit A € R, u suite numérique débutant au rang ng et v une suite numérique débutant
au rang ng. On définit les suites u+ v, uv et Au en posant

(u+v)(n) = u(n) +v(n), (uv)(n) = u(n)v(n) et (Au)(n) = Au(n)

si n est supérieur ou égal a ng et a ng,. Si les termes de u sont tous non nuls alors on définit la suite %

en posant

(i)(n) = ﬁ sin > ny.

Proposition 1.2 Si u et v admettent comme limites | et I' et si L € R alors les suites u+v, uv et hu
admettent respectivement | +1', 1l' et A\l comme limites. Si les termes de u sont tous non nuls et [ # 0
alors % admet % comme limite.
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2 Limite finie, continuité

Définition 2.1 Soit f: A — R, soient a et [ dans R. On suppose qu’il existe & > O tel que |a,a + h|
ou Ja — h,a[ soit inclus dans A. On dit que f possede une limite en a égale a  si les valeurs f(x) sont
arbitrairement proches de [ lorsque x est arbitrairement proche de a en étant dans ANja — h,a+ h].

Notation 2.1 L’écriture lim f(x) = [ signifie que f posséde une limite a égale a [ en a.

X—a
Remarque 2.1 (culturelle) La phrase Les valeurs f(x) sont arbitrairement proches de [ lorsque x est
arbitrairement proche de a en étant dans ANja — h,a + h]| est équivalente a la formulation Pour tout
intervalle ouvert I contenant [ il existe un intervalle ouvert non vide J contenant a et tel que l’image
f(J) soit incluse dans I :

Ve>0,38>0,Vx €A, [(|x—a| < &) = (|f(x) — 1| <€)].

Remarque 2.2 Dans certains cours on prend une définition différente de la limite en a. En particulier
au lieu de prendre x € AN|a — h,a+ h| comme ici, certains auteurs préferent prendre x € (AN (Ja —
h,a[U]a,a+ h[)) qui correspond dans notre texte a la définition ci-dessous de posséder une limite en a
quand x tend vers a en étant différent de a. Le choix fait dans ce document permet d’avoir un énoncé
simple du théoreme de composition des limites.

Définition 2.2 Soit f: A — R, soient a et [ dans R. On suppose qu’il existe # > 0 tel que I’intervalle
la,a+ h[ est inclus dans A. On dit que f posséde une limite a droite en a égale a [ si les valeurs
f(x) sont arbitrairement proches de [ lorsque x est arbitrairement proche de a en étant dans |a,a + h[.

Notation 2.2 L’écriture lim+ f(x) = [ signifie que f posséde une limite a droite égale a [ en a.
X—a

Remarque 2.3 (culturelle) La phrase Les valeurs f(x) sont arbitrairement proches de [ lorsque x est
arbitrairement proche de a en étant dans |a,a+ h| est équivalente a la formulation Pour tout intervalle
ouvert I contenant 1 il existe un intervalle ouvert non vide J dont I’extrémité gauche est a et tel que
Iimage f(J) soit incluse dans I.

Remarque 2.4 La condition /] existe h > O tel que l'intervalle |a,a+ h| est inclus dans A est toujours
vérifiée si a est dans A et A est un intervalle ouvert ou une réunion d’intervalles ouverts.

Remarque 2.5 On définit de fagon analogue a la limite a droite la limite a gauche et I’écriture

lim f(x) = signifie que f possede une limite & gauche égale a [ en a.
x—a—

Définition 2.3 Soit f: A — R, soient a et [ dans R. On suppose qu’il existe 2 > 0 tel que |a,a + h[
ou |a — h,a] soit inclus dans A. On dit que f posseéde une limite en a quand x tend vers « en étant
différent de a égale a [ siles valeurs f(x) sont arbitrairement proches de / lorsque x est arbitrairement
proche de a en étant dans AN (Ja — h,a|U]a,a + h]).

Notation 2.3 L’écriture lim f (x) = I signifie que f posseéde une limite a égale a [ quand x tend vers a
x#a
en étant différent de a.
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Proposition 2.1 Si f possede une limite en a (respectivement une limite a gauche ou a droite) cette
limite est unique.

Remarque 2.6 Soit f:A — R,a€Reth>0tel que Ja,a+h[C A (respectivement |a — h,a[C A). Si
f possede une limite en a alors f possede une limite a droite (respectivement a gauche) et ces limites
sont égales.

Remarque 2.7 Soit f:A — Retsoita € A. Si f posséde une limite en a alors cette limite vaut f(a).

Définition 2.4 Soient f: A — Reta € A. On dit que f est continue en a si f possede une limite en
a. Dans ce cas nécessairement cette limite vaut f(a).

Remarque 2.8 Ici, il est important que a appartienne a A.
Définition 2.5 On dit que f : A — R est continue si pour tout @ dans A f est continue en a.

Remarque 2.9 La fonction f est continue en a si limf(x) existe et vaut f(a).
x#a

1 g\\/’/\\l >

FIG. 22 — graphe d’une fonction continue sur |01|

Remarque 2.10 (culturelle) La notion de continuité traduit (imparfaitement) le tracé du graphe de
la fonction sans lever le stylo. En revanche la continuité en un point est une notion plus faible.

Exemple 2.1 — Soit A € Retsoient f et g les fonctions définies sur R par f(x) = x et par g(x) = A
six € R. On vérifie facilement en utilisant la formulation Pour tout intervalle ouvert I contenant
1 il existe un intervalle ouvert non vide J dont I’extrémité gauche est a et tel que I'image f(J)
soit incluse dans I que si a € R alors xlir{l} f(x) =a (prendre J = IN]a, +oo)) et xlirg glx)=A

(prendre J =|a, 4o0)). On obtient de facon analogue le méme résultat pour les limites a gauche.
On en déduit que f et g sont continues.

— Soit f la fonction de R dans R définie par f(0) = 1 et f(x) =0 si x # 0. Alors f est continue
en x si x # 0 mais elle n’est pas continue en O car xlil&f(x) =0= xlirgl_ f(x) #1=f£(0) : les

limites a gauche et a droite de f en 0 existent, sont égales mais different de f(0).
— Soit f la fonction de R dans R définie par f(0) =1, f(x) =0six <Oet f(x) =2six>0.
Alors lir(r)l+ flx)=2+# lir(r)l f(x) =0 les limites a gauche et a droite de f en 0 existent mais
xX— x—0~

sont différentes.
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— Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) = sin(%) six# 0et £(0) =0. Alors f n’a pas
de limite a droite (ni a gauche) en 0.

—
—
\]
=

FIG. 23 — Le graphe de x — sin(1)

X

3 Limites infinies vs limites a I’infini

On peut étre intéressé au comportement d’une fonction lorsque la variable x devient arbitrairement
grande positivement ou négativement. Pour cette raison on introduit les notions de limite en 4o et en

—0Q,

Définition 3.1 Soit f: A — R. On suppose qu’il existe Ag € A tel que JAg,+o0) C A. On dit que f
possede une limite en +oo égale a [ si les valeurs f(x) sont arbitrairement proches de / lorsque x est
arbitrairement grand positivement.

Remarque 3.1 (culturelle) La phrase Les valeurs f(x) sont arbitrairement proches de | lorsque x
est arbitrairement grand positivement est équivalente a la formulation Pour tout intervalle ouvert 1
contenant | il existe un intervalle ouvert J du type J =]\, +o0) avec A > 0 dont I'image f(J) est incluse
dans I.

Définition 3.2 Soit f : A — R. On suppose qu’il existe Ag € A tel que (—o0,Ap[C A. On dit que f
possede une limite en —oo égale a / si les valeurs f(x) sont arbitrairement proches de / lorsque x est
négatif et sa valeur absolue est arbitrairement grande.

Notations 3.1 L’écriture liril f(x) = [ signifie que f possede une limite égale a [ en +co. L’écriture
X— 00

lim f(x) =1 signifie que f posseéde une limite égale a [ en —oo.
X— —o0

Exemple 3.1 La fonction définie par f(x) = 1 vérifie lim f(x)=0= lirjr& f(x).
X— —o0 X—> o0
On souhaite aussi caractériser le comportement d’une fonction qui prend des valeurs f(x) arbi-
trairement grandes a proximité d’un réel a.

Définition 3.3 Soit f: A — R et soit a dans R. On dit que +oo (respectivement —oo) est la limite a
droite de f en a si les deux conditions suivantes sont vérifiées.
— Il existe & > 0 tel que Iintervalle |a,a + h[ est inclus dans A.
— Les valeurs f(x) sont positives et arbitrairement grandes (respectivement négatives et de valeurs
absolues arbitrairement grandes) lorsque x est arbitrairement proche de @ en étant dans |a,a + h].
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Remarque 3.2 (culturelle) La phrase Les valeurs f(x) sont positives et arbitrairement grandes lorsque
x est arbitrairement proche de a en étant dans |a,a+ h| est équivalente a la formulation Pour tout in-
tervalle ouvert I de type |\, +o0) avec A > 0 il existe un intervalle ouvert non vide J dont I’extrémité
gauche est a et dont I'image f(J) est incluse dans I.

On a des définitions analogues pour des limites a gauche égales a +-o0 ou —oo.

Définition 3.4 On dit que +oo (respectivement —oo) est la limite de f en a si c’est a la fois la limite
a droite et la limite a gauche de f en a.

Exemple 3.2 La fonction définie par f(x) = 1 vérifie 1i1’61+ f(x) = oo et lir(r)l f(x) = —oo. Cette
X— x—0U~

fonction n’a donc pas de limite en O car elle a des limites a droite et a gauche en 0 qui sont différentes.

Notation 3.2 On utilise suivant les cas les notations suivantes : 1im+ f(x) = 4o, lim f(x) = +oo,
X—a xX—a~

lim f(x) = +oo, lim f(x) = —co, lim f(x) = —oco et lim f(x) = —oo.
X—a x—at x—a~ X—a

Enfin on caractérise le comportement d’une fonction qui prend des valeurs f(x) arbitrairement
grandes pour des x arbitrairement grands.

Définition 3.5 Soit f: A — R. On suppose qu’il existe Ay € A tel que JAp,+o0) C A. On dit que
+oo (respectivement —oo) est limite de f en oo si les valeurs f(x) sont positives et arbitrairement
grandes (respectivement négatives et de valeurs absolues arbitrairement grandes) lorsque x est positif
et arbitrairement grand.

On a des définitions analogues pour des limites infinies en —oo.

Notation 3.3 On utilise suivant les cas les notations suivantes : liI_E f(x) = oo, hT f(x) = —oo,
X—+oo X—> oo
lim f(x) =+oet lim f(x) = —oo.
X— —o00 X——0
Exemple 3.3 La fonction définie par f(x) = x> vérifie lirJrrl f(x) =+ecet lim f(x) = —oo alors
X—r 100 X— —o0

que la fonction définie par g(x) = x> vérifie lirf f(x) =4o0= lim f(x).
X— o0 X—>—00
Remarque 3.3 Qu’elle soit finie ou infinie, la limite en a € R ou en 40 ou —oo est toujours unique.

4 Regles algébriques

Proposition 4.1 Soit f et g deux fonctions numériques de la variable réelle, a € RU {—oo, o0} et
[,I' € R. On suppose que lim f(x) = [ et lim f(x) =I'. Alors
X—a X—a

lim f(x) +g(x) = 1+
fim f(x)g) = 11
w1
si [ #0, ;1412@— 7
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Proposition 4.2 Soit f une fonction numériques, a € RU{ —co, 4-o0}. Si lim f(x) = +oo ou si lim f(x) = —oo
X—d

X—da

alors |
lim —— = 0.
x—a f(x)
Si lim f(x) = 0 et si f est strictement positive alors
X—a
li ! +
im—— =
x—a f(x)

Si lim f(x) =0 et si f est strictement négative alors
X—a

Proposition 4.3 Soit f et g deux fonctions numériques, a € RU{—oo,+o0} et I € R. On suppose que
lim f(x) =1 et lim g(x) = H-o0. Alors
X—da X—a

lim —g(x) =
lim f(x) +g(x) =
ORI
. e
si [>0, il_r)rclzf(x)g(x) _XLH;W = 4o
g(x)

si 1 <0, )lciircllf(x)g(x) :)161_r>r61lm =

Proposition 4.4 Soit f et g deux fonctions numériques, a € RU{—oo,+o0} et I € R. On suppose que
lim f(x) =1 et lim f(x) = —co. Alors
X—a X—da

lim—s(2) =
lim f(x) +g(x) =
! a;fgi% 0
si 1> 0, lim £(x)g(x) :iﬁ% - -
si 1<0, lim f()g(x) = lim ]ng; — e

Proposition 4.5 Soit f et g deux fonctions numériques et a € RU{—o,+oo}. On suppose que
lim f(x) = +o0 et que lim g(x) = +o0. Alors
X—a X—a

lim f(x) +g(x) = +oo
lim f(x)g(x) = +oo.
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Proposition 4.6 Soit f et g deux fonctions numériques et a € RU{—oo,+o0}. On suppose que

lim f(x) = —oo et que lim g(x) = —oo. Alors
X—a X—a

lim f(x) +g(x) = o
lim f(x)g(x) = -+

Proposition 4.7 Soit f et g deux fonctions numériques et a € RU{—o0,+oo}. On suppose que
lim f(x) = —oo et que lim g(x) = +o0. Alors
X—a

X—a

lim f(x)g(x) = —ee.

X—a

Remarques 4.1 Ces propositions donnent la liste exhaustive de toutes les situations o on déduit les
limites de f+ g, fg ou g en a de la seule connaissance des limites de f et g en a. Les situations non

envisagées s appellent les formes indéterminées. Dans tous ces autres cas f+ g, fg ou g n’ont pas

nécessairement de limites en a et la preuve de 1’existence éventuelle de limites nécessite de développer
une argumentation.

5 Composition
Proposition 5.1 Soient f:A — R g: B — R deux fonctions telles que f(A) soit inclus dans B. Soient

a,b,l € RU{—oo,+oo}. Si lim f(x) =b et linlljg(y) =l alors limg(f(x)) =1.
X—a y— X—a

Remarque 5.1 La simplicité de cet énoncé résulte du choix qu’on a fait de la définition de limite.

Proposition 5.2 Si f:A — B et g: B— R sont continues alors go f : A — R est continue.

6 Comparaison

Proposition 6.1 Soient f,g et h trois fonctions numériques définies sur un sous ensemble A de R
et soient a dans RU {—oo,+oo} et | dans R. On suppose que si x € A alors f(x) < g(x) < h(x). On
suppose aussi que lim f(x) = lim h(x) = [. Alors lim g(x) = [.

X—a X—a X—a

Proposition 6.2 Soient f et g deux fonctions numériques définies sur un sous ensemble A de R
et soit a dans RU {—co, 4o0}. On suppose que si x € A alors f(x) < g(x). On suppose aussi que
lim f(x) = +o0. Alors lim g(x) = +oo.

x—a x—a

Exemple 6.1 On admet que si x > 0 alors sin(x) < x. De plus si x €]0, 5[, 'inégalité triangulaire
appliquée a un triangle rectangle d’hypothénuse 1 et dont les longueurs des deux autres c6tés sont
sin(x) et cos(x) implique que 1 —cos(x) < sin(x) et donc 1 —cos(x) < x. On déduit de ces inégalités,
de la continuité de x — x, du théoreme de comparaison et de la parité que les fonctions sinus et cosinus
sont continues en 0.
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sin(x)

0 1 —cos(x)

FIG. 24 —sin(x) <xet 1 —cos(x) < sin(x) < x

7 Continuité des fonctions classiques

Proposition 7.1 Les polynémes, les fonctions rationnelles, la valeur absolue, les fonctions cos, sin,
tan, arccos, arcsin, arctan, In, exp, cosh, sinh, tanh, argch, argsh et argth sont continues sur leurs

domaines respectifs.

8 Quelques limites classiques

Proposition 8.1 Sin € N* alors

lim X =4oc lim — =0
X— o0 Xx——oo x
lim — =40 lim — = —cosinimpair
x—0t+ X" x—0— X"
lim — = oo sin pair.
x—0~ X

Cette proposition permet de calculer des limites des fonctions rationnelles.

x sin(x)
0 1 0 1
aire= 5 aire= %;ﬂﬂ +sin(x)(1—cos(x))

sin(x) sin(x) cos(x)

FIG. 25 - 25 < § < 2555225 4sin(x) (1 — cos(x))

sin
Proposition 8.2 limﬁ =1.
x—0 X
Proposition 8.3
lim tan(x) = -+oo lim tan(x) = —oo
x—5" x——1F
lim arctan(x) =73 lim arctan(x) = -3
X— o0 X——00

Proposition 8.4 Six > 0 alors In(1+x) < x.
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On déduit de cette proposition et des résultats de composition et de comparaison précédents

quelques limites classiques relatives aux fonctions de la trigonométrie hyperboliques.

Proposition 8.5

lirE exp(x) = 4o lim exp(x) =0
X— o0 X——0
lim 1 = +}oo lim 1 = —o0
X—1>r-il:1°° H(X) + xi{(l){r n(X)
Proposition 8.6 Si A > 0,
lim eprx) = +oo  lim |x/*exp(x) =0
x—teo  x X0
1
lim n(f) -0 lim *n(x) = 0.
X—+oo  x x—0t
Proposition 8.7
lim cosh(x) =+e lim cosh(x) =+
x—+oo X0
lim sinh(x) = 4e lim sinh(x) = —oo
X— o0 X——00
lirf tanh(x) =1 lim tanh(x) =-—1
X—> oo X——o0
Proposition 8.8
lim argch(x) =+  lim argch(x) =0
X—r4-00 x—1t
lim argsh(x) = 4e  lim argsh(x) = —oo
X—> o0 X— —o0
lim argth(x) = 4o lim argth(x) = —oo
x—1- x——1*F
9 Asymptotes
Définition 9.1 Si liIJIrl @ = o (respectivement lim @ = o) on dit que f admet comme di-
X—+too X X——o X

rection asymptotique en +oo (respectivement en —eo) la direction y = o (oux =0si @ € {—oo, +o0}).

Définition 9.2 Si | lim f (x)| = +ooetsi| lim f(x)| = +o0 on dit que la droite verticale d’équation
X—a Xx—a

x = a est asymptote au graphe de f.

Définition 9.3 Si lirf f(x) — (ox+ B) = 0 on dit que la droite d’équation y = ax+ 3 est asymptote
X— o0
au graphe de f en +oo. Si lim f(x) — (ox+B) = 0 on dit que la droite d’équation y = o + [ est
X— —00
asymptote au graphe de f en —oo.
Proposition 9.1 Si la droite d’équation y = ox + 3 est asymptote au graphe de f en +oo (respecti-
vement —) alors f admet comme direction asymptotique en +oo (respectivement —oo) la direction

y = ox.

Exemple 9.1 La fonction donnée par f(x) = In(x) admet la direction asymptotique la droite d’équa-
tion y = 0 en 40 mais n’admet pas d’asymptote en —+oo.
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Remarque 9.1 Si la droite d’équation y = o + 3 est asymptote au graphe de f en +oo et si f(x) —
(o + B) est positif (respectivement négatif) pour x arbitrairement grand alors le graphe de f est au
dessus (respectivement au dessous) de cette droite en +oo.

1, x=
Exemple 9.2 Soit f définie par f(x) = T \;crxz
x

verticale au graphe de f en 0, la droite d’équation y = x — 1 est asymptote au graphe de f en +co alors
que la droite d’équation y = —x -+ 1 est asymptote au graphe de f en —oo.

. Alors la droite d’équation x = ( est asymptote

1 2
F1G. 26 — Le graphe de x — — + r A

X V1+x?

et ses asymptotes

10 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoreme 10.1 (Théoreme des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction continue définie sur
un intervalle I et soit a et b dans 1. Alors pour tout réel N compris entre f(a) et f(b) il existe au moins
un ¢ compris entre a et b tel que f(c) = A.

>

f(a)

A entre f(a) et f(b) \/

f(b)

0 a cefh) b~

F1G. 27 — Les valeurs intermédiaires
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Exemple 10.1 Soit f: R — R continue. Si lirJIrl f(x) =4ooet lim f(x) = —co alors il existe a et
X—>—100 X— —o0

b tels que f(a) < 0 < f(b). Par conséquent, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
c tel que f(c) =0.

11 Prolongement par continuité

Définition 11.1 Soit f: A — R et a € R\ A. On suppose qu’il existe 7 > 0 tel que |a — h,a] et

la,a+ h| soient inclus dans A. S’il existe / € R tel que lim f(x) = [ alors on appelle prolongement
X—a

par continuité de f en a la fonction g définie sur AU {a} par g(a) =l etsix € A, g(x) = f(x). La

fonction g est continue en a.

sin(x)

Exemple 11.1 La fonction définie par g(0) =1 et g(x) =

si x # 0 est le prolongement par

. ., sin
continuité en 0 de x — %

1
X

FIG. 28 — Les graphes de x — xsin(+), x — |x| et x — — x|

Exemple 11.2 La fonction définie par g(0) = 0 et g(x) = xsin(1) si x # 0 est le prolongement par

x
continuité en 0 de x — xsin(1).

12 Monotonie et continuité, existence de réciproque
On déduit du théoreme des valeurs intermédiaires la proposition suivante.

Proposition 12.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et continue. La fonction f est une
bijection de I sur f(I) si et seulement si f est strictement monotone. Si ¢’est une bijection, alors sa
réciproque f~' : f(I) — I est aussi continue.

Remarque 12.1 Les hypotheses f continue et / intervalle sont indispensables pour conclure.

Le théoerme des valeurs intermédiaires permet aussi de caractériser, parmi les fonctions strictement
monotones, les fonctions continues.

Proposition 12.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et strictement monotone. La fonction
f est continue si et seulement si f(I) est un intervalle.
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13 Image d’un segment par une fonction continue

Proposition 13.1 Soit f : A — R continue et [a,b] un segment inclus dans A. Alors f([a,b]) est un
segment. Plus précisément, il existe o, € [a,b] tels que f([a,b]) = [f (), f(B)]-

Remarque 13.1 Les nombres o et B sont en général différents de a et b. Par exemple si f est définie

par f(x) =x(x* = 1) alors f([~1,1]) = [~ 575, 375] = [ (= J5), f (5] alors que f(~1) = £(1) =0.
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III Dérivation d’une fonction
1 Dérivée en un point, dérivée
Définition 1.1 Soient f: A — Reta € A. Ondit que f est dérivable en « si le taux d’accroissement

entre x et a
f(x)—fla)
xX—a

x€A\{a}—

admet une limite finie quand x tend vers a. Si f est dérivable en a on appelle dérivée de f en a et on
note f’(a) la limite du taux d’accroissement :

)t T8 1),

X—a X—da

Si f est dérivable en tout point de A on dit que f est dérivable et la fonction f ainsi définie sur A
s’appelle la dérivée de f.

La dérivée d’une fonction f en un point a permet de donner une approximation affine de la fonction
f quand x est proche de a.

Proposition 1.1 Si f est dérivable en a alors

I = @)+ @) —a)

x—a (x—a)

Définition 1.2 Si f est dérivable en a la fonction affine x — f(a) + f(a)(x — a) s’appelle I’approxi-
mation affine de f en a.

Proposition 1.2 Si f est dérivable en a et si (a,B) # (f(a), f'(a)) alors

L) = (@) + f'(@) (x— @)
0 — (o Ble—a))

Remarque 1.1 Cette proposition explique pourquoi la fonction affine x — f(a)+ f’(a)(x —a) s’ap-
pelle approximation affine de f en a.

=0.

La dérivée et le taux d’accroissement admettent 1’interprétation cinématique suivante. Si f(x)
représente une position en fonction du temps x alors le taux d’accroissement entre x et a est la vitesse
moyenne entre les temps a et x alors que la dérivée f'(a) est la vitesse instantannée au temps a.

Exemples 1.1 — Les fonctions constantes sont dérivables de dérivée la fonction nulle.
La fonction x — ax est dérivable de dérivée la fonction constante a.

— La fonction x — x? est dérivable de dérivée la fonction x — 2x.

— La valeur absolue n’est pas dérivable en O.

in
L’égalité lim sin(x) = 1 signifie que le sinus est dérivable en 0 et sin’(0) = 1.
x

x—0

Proposition 1.3 Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
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Définition 1.3 Si f est dérivable et si f est dérivable en a alors (f')'(a) est notée f”(a) et s’appelle
dérivée seconde de f en a. Soit n € N\ {0}. Si on peut dériver n fois la fonction f on dit que f estn
fois dérivable et on note f/ = (1), /" = r@) " = fB) ") les dérivées successives. La fonction
™ s’appelle dérivée n-eme de f.

Remarque 1.2 En cinématique, la dérivée seconde s’appelle accélération.
Notation 1.1 Les dérivées f/ = f(U " = @ g7 = £3) () sont aussi notées

df d*f &*f  d'f

dx’ dx? dx3’ 7 dxt

En appliquant la proposition précédente aux dérivées successives de f on obtient

Proposition 1.4 Si f est n fois dérivable alors f, f', ..., f"~V) sont continues.

2 Droite tangente au graphe d’une fonction en un point

Définition 2.1 Si f est une fonction définie sur un intervalle qui contient les deux points a et b on
appelle sécante au graphe de f qui passe par (a, f(a)) et (b, f(b)) la droite qui passe par ces deux
points. C’est la droite d’équation

f(b)—f(a)
b—a

y=fla)+ =—~——"(x—a).

Définition 2.2 Si f est une fonction dérivable en a on appelle droite tangente au graphe de f en
(a, f(a)) la droite d’équation

y=f(a)+f'(a)(x—a).

9] / b a *
FIG. 29 — Tangente en (a, f(a)) et sécante au graphe de f entre les points (a, f(a)) et (b, f(b))

La droite tangente est en un certain sens la limite des sécantes qui passent par (a, f(a)) et (b, (D))
lorsque b tend vers a. C’est aussi, parmi les droites qui passent par (a, f(a)) celle qui s’approche le
plus du graphe de f.
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3 Regles algébriques

Proposition 3.1 Soient f et g deux fonctions définies sur A et a € A. On suppose que | et g sont
dérivables en a de dérivées f'(a) et g'(a). Alors
— la fonction f + g est dérivable en a et

(f+8)(a)=f'(a)+¢(a),

— la fonction fg est dérivable en a et
(fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (Regle de Leibniz),

— si g ne s’annule pas la fonction I est dérivable en a et

() () L @sla) — Fa)g'(@)

g g(a)?
On déduit de ces regles le calcul de la dérivée d’un polyndéme ou d’une fraction rationnelle.
Proposition 3.2 Soit n € N\ {0}. La dérivée du polynome

P=ax"+.. . +ax+ag

est le polynome
P =na X" ' +... +a.

Proposition 3.3 La dérivée de la fraction rationnelle

P
R="—
0
est la fraction rationnelle
o PO—PQ
==
1
Exemple 3.1 Soit n € N\ {0}. La dérivée de la fonction x — — est la fonction x +— — nril :
X X

4 Dérivée d’une composée et dérivabilité de la réciproque

Proposition 4.1 Soient f: A — B et g: B — R deux fonctions et a € R. Si f est dérivable en a et g
en f(a) alors la composée go f est dérivable en a et

(gof)(a) =g (f(a) f(a).
Exemple 4.1 Sin € N, la dérivée de la fonction x — (1 +x?)" est la fonction x ~— 2nx(1+x?)"~1,

Remarque 4.1 On déduit de cette proposition que la réciproque d’une fonction dérivable dont la
dérivée s’annule n’est pas dérivable. La proposition suivante indique que c’est la seule obstruction.
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Proposition 4.2 Soit f : A — B une fonction dérivable et bijective. On suppose que f'(x) # 0 en tout
point x € A. Alors la fonction réciproque de f, f~' 1 B— A, est dérivable et

siy€B.

Exemples 4.2 Sin € N\ {0} alors la fonction définie de |0, 4-o0) dans |0, +o0) par f(x) = x" est une
bijection dérivable et sa dérivée ne s’annule pas. Par conséquent, sa réciproque, la fonction y — /y =

y% est dérivable et si y €]0, +o0) alors
1 1 11
(yn) = i =y g
n(yn)y=1 n

Par le résultat de dérivation des composées on déduit alors que si r € Q\ {0} alors la fonction définie
de |0, +o0) dans ]0,4o0) par f(x) = x" est dérivable et si x €]0,+o0) alors

r—1

() =ry

5 Quelques exemples classiques

Proposition 5.1 Les fonctions sin, cos, tan, arcsin, arccos, et arctan sont dérivables et

sin’ = cos cos’ = —sin tan’ = 5 = 1+ tan’
s/ _ 1 / _ / _ 1
arcsin’ (x) = 7= arccos (x) = —  arctan (*) =172

Proposition 5.2 Les fonctions In et exp sont dérivables et
/ 1 /
In’(x) = —,exp’ =exp.
x
Proposition 5.3 Si A € R alors la fonction définie de ]0,+o0) dans 0, +c0) par f(x) = x* est déri-
vable et

(xl)/ _ kyh—l )

Proposition 5.4 Les fonctions sinh, cosh, tanh, argsh, argch, argth sont dérivables et

sinh’ = cosh cosh’ =sinh  tanh’' = Colh2 =1 — tanh?
argsh’(x) = ﬁ argeh’(x) = wﬁ argth’(x) = ﬁ

6 Théoreme des accroissements finis

Théoréme 6.1 (Théoreme des accroissements finis) Soit f une fonction définie et dérivable sur un
intervalle I et soient a < b deux points de I. Alors il existe ¢ €]a,b| tel que

o =101

Remarque 6.1 La conclusion reste vraie en supposant seulement f continue sur I et dérivable sur
la,b].
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Ce théoreme admet I’interprétation géométrique suivante. La sécante au graphe d’une fonction dé-
rivable f entre deux points (a, f(a)) et (b, f(D)) est parallele a une tangente en un point intermédiaire

(¢, f(c))-

{
f(o)
f(e) Floy=1 (bz - ;‘ (@)
f(a)

0 a c b *

FIG. 30 — Sécante entre (a, f(a)) et (b, f(b)) et tangente en (c, f(c)) paralleles

Exemple 6.1 La fonction définie sur ]0,+e0) par f(x) = (exp(x —2) — 1)In(x) est dérivable et s’an-
nule en 1 et en 2. Par conséquent, il existe ¢ entre 1 et 2 tel que f’(c) = 0.

Ce théoreme admet I’interprétation cinématique suivante. Lors d’un mouvement la vitesse moyenne
entre les temps a et b coincide au moins une fois avec la vitesse instantanée entre a et b.

Proposition 6.1 Soit f dérivable. Si f est croissante (respectivement décroissante) alors f est posi-
tive (respectivement négative).

Proposition 6.2 Soit f définie sur un intervalle I et dérivable. Si f' est strictement positive (respec-
tivement strictement négative) alors f est strictement croissante (respectivement strictement décrois-
sante).

Remarque 6.2 Ces deux propositions ne sont pas réciproques I’une de 1’autre. Par exemple la fonc-
tion x — x> est dérivable, strictement croissante et sa dérivée s’annule en 0. Dans le second cas il est
important de supposer que le domaine est un intervalle. Par exemple la fonction x — )—IC qui est définie
sur R\ {0} n’est pas décroissante alors que sa dérivée est strictement négative.

Remarque 6.3 11 découle de ces propositions que les variations d’une fonction dérivable se dé-
duisent du signe de sa dérivée.

Proposition 6.3 Soit I un intervalle, a € I et f continue sur I et dérivable sur I\ {a}. Si lim f’(x)
X—a

existe et est finie alors f est dérivable en a et

f'(@) =lim f'(x).

X—a
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7 Extrema, points stationnaires, points d’inflexion, convexité et concavité

Définition 7.1 Soit f: A — R dérivable en a. On dit que a est un point stationnaire si f’(a) = 0.

Définition 7.2 Soit f: A — R. On dit que f admet un maximum global en a (respectivement mini-
mum global) si f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)) pour tout x € A.

y .

A maximum
//\

o \/ >

minimum

FI1G. 31 — Maximum et minimun globaux

Définition 7.3 Soit f: A — R. On dit que f admet un maximum local en a (respectivement mi-
nimum local) s’il existe un intervalle / ouvert qui contient a tel que f(x) < f(a) (respectivement
f(x) > f(a)) pour tout x € INA.

Définition 7.4 On dit que f admet un extremum global (respectivement local) en a si elle admet un
maximum ou un mininum global (respectivement local) en ce point .

Exemple 7.1 Soit f la fonction définie sur [—2,+oo) par f(x) = x> — 3x. Alors f admet un minimum
global en —2 et 1 et elle admet en —1 un maximum local qui n’est pas un maximum global. La
fonction f ne possede pas de maximum global.

72 -1 1 *

F1G. 32 — Extrema

Proposition 7.1 Soit f :A — Reta € A. On suppose qu’il existe un intervalle ouvert inclus dans A
et qui contient a et que f est dérivable en a. Si f admet un extremum local en a alors ce point est
stationnaire : f'(a) = 0.

Exemples 7.2 La fonction dérivable définie par f(x) = 1 — x*> admet un extremum local en 0. Par
conséquent f7(0) = 0 : c’est un point stationnaire. En revanche 0 est un point stationnaire de la fonc-
tion dérivable x> qui ne posséde aucun extrum local.
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Proposition 7.2 Si f est deux fois dérivable en un point stationnaire a et si f” (a) < 0 (respectivement
f"(a) > 0) alors f admet un maximum local en a (respectivement minimum local).

£ F@)=0,f"(a) <0

X

f'(b)=0,f"(b)>0

> X

o

FIG. 33 — Nature de I’extremum local en fonction de la dérivée seconde
Définition 7.5 On dit que (a, f(a)) est un point d’inflexion du graphe de f si le graphe de f coupe
sa tangente en ce point : la fonction f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) s’annule et change de signe en a.

Proposition 7.3 Supposons que f soit trois fois dérivable en a et que f"(a) =0 et f3)(a) # 0. Alors
(a, f(a)) est un point d’inflexion du graphe de f : le graphe de f coupe sa tangente en ce point et la
fonction f(x) — f(a) — f'(a)(x —a) s’annule et change de signe en a. Si f®)(a) > 0 elle est négative
pour x < a et proche de a puis positive pour x > a et proche de a. Si f(s) (a) < 0 elle est positive pour
x < a et proche de a puis négative pour x > a et proche de a.

Exemple 7.3 Le point (0,0) est un point d’inflexion du graphe du sinus car sin”(0) = 0 quand
sin”’(0) = —1.

L
—

FIG. 34 — L’inflexion du graphe du sinus en (0,0)

Proposition 7.4 Soit f une fonction définie et de classe C* sur un intervalle I. Si la dérivée seconde
" ne s’annule pas alors elle est de signe constant sur I et pour tout a € I la tangente au graphe de f
en (a, f(a)) ne coupe le graphe qu’en (a, f(a)). Si f” > 0 alors le graphe de f est au dessus de ses
tangentes et on dit que f est convexe. Si f” < 0 alors le graphe de f est au dessous de ses tangentes
et on dit que f est concave.

36



8 Regle de L’hospital

Proposition 8.1 Soient f et g deux fonctions dérivables définies sur un intervalle ouvert I et a €
R U {—co, 400} une des extrémités de ’intervalle. On suppose que lim f(x) = lim g(x) = 0 ou que
X—a X—a

/
lim f(x) = lim g(x) = 0. Si de plus lim f, (x) existe alors lim fx) existe et
x—a x—a x—a g (x) x—a g(x)

tim £ _ £

Wagl) vaglx)

f'(x) f

est supposée exister ¢’est que le quotient = est défini sur / et donc
8

Remarque 8.1 Puisque lim
x—a g'(x)
que g’ ne s’annule pas sur /.

f()

Remarque 8.2 Deux fonctions sont dites de méme ordre de grandeur en a si lim ﬂ € R\ {0}.
x—a g(x

D’apres la regle de Lhospital, si f, g, f’ et ¢’ sont définies et continues en a et vérifie f(a) = g(a) =0
alors f et g sont de méme ordre de grandeur en a dés que f’ et g’ le sont.

Remarque 8.3 Supposons que f,g, f’ et g’ soient définies et continues en a, que que f(a) = g(a) =0
etque g'(a) #0. On adonc lim f(x) = limg(x) =0, f'(a) = lim S et,g'(a) = lim s # 0. De
x—a x—a x—ax—a X—ax—dad
plus, puisque f’ et g’ sont supposées continues en a, on a lim ' (x) = f(a) et lim g’ (x) = g’(a). Ainsi,
X—a X—da
par la reégle de la limite d’un quotient on retrouve les conclusions de L’hospital :
/
Cf@ )
x—a g(x) x—a g’(x)
Exemple 8.1 En appliquant la régle de L’hospital on montre que
1
i n(' 1+x)
x—0 sin(x)

=1.

Exemple 8.2 Soit f une fonction fonction n fois dérivable telle que f () est continue en 0. Si f (0)=
... = f=1(0) = 0 alors en appliquant n — 1 fois la régle de L’hospital on montre que
() (o
@) r0)

x—0 X" n!

9 Plan d’étude d’une fonction numérique

Voici les étapes essentielles dans 1’étude d’une fonction numérique d’une variable réelle.
— Recherche du domaine de f

— Réduction du domaine en fonction de la périodicite, de la parité ou d’autres symétries
— Continuité, dérivabilité de f

— Signe de la dérivée

— Limites de f aux bords du domaine de f

— Résumé sous forme d’un tableau de variation

— Recherche des asymptotes éventuelles

— Etude des points stationnaires et des points d’inflexion

— Représentation garphique de f
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IV Intégration et primitives
1 Primitive
Définition 1.1 Une primitive d’une fonction f est une fonction dérivable F dont la dérivée est f.

D’un point de vue cinématique, la fonction f représente une vitesse en fonction du temps et la diffé-

rence F(b) — F(a) représente la distance comptée algébriquement entre les positions aux temps a et
b.

Exemples 1.1 La fonction x — x? +4x — 5 est une primitive de x — 2x+ 4. La fonction In est une
primitive de x — % sur ]0,4-o0). La fonction x — 2 + arcsin(x) est une primitive de x — ﬁ sur

[—1,1]. La fonction x — x|x| est une primitive de x — 2|x|.

Proposition 1.1 Soit F' une primitive de f sur un intervalle I, si G est une primitive de f sur I il
existe c € R tel que G=c+F.

2  Quelques primitives classiques

la fonction f une primitive F
x> xM A £ —1 X %
xr—>)—IC:x71 x +— In(|x])
x+— exp(Ax), AL #£0 X %exp(?uc)
cos sin
sin —COos
tan —In(|cos|)
cosh sinh
sinh cosh
tanh In(cosh)
X 11_x2 arcsin ou — arccos
X arctan
X \/x+7_] x — argch(x) ou In |x + v/x2 — 1| suivant le domaine
X — ﬁ x — argsh(x) ou In(x+vx2+1)
X ﬁ x +— argth(x) ou %ln }%} suivant le domaine

L’existence d’une formule exacte a I’aide de fonctions usuelles et qui fournit une primitive d’une
fonction donnée n’est pas possible en général. Cependant, quand la fonction de départ est assez simple
on essaie par des manipulations algébriques de se ramener a des primitives de fonctions appartenant
a la liste précédente.

Exemple 2.1 Considérons la fonction f donnée par f(x) = m Pour trouver une primitive
de f il suffit d’observer que f(x) = L5 ﬁ — 2. Sous cette forme on obtient que
—1 1 1
F(x)=In(jJx—1]) +In(Jx+1|) —2In(jx|) = In ( WD =1In (‘1 - )
X X

est une primitive de f.
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3 Intégrale

L’objet initial de la théorie de I'intégration est de fournir un cadre mathématique rigoureux au
calculs des longueurs, des aires et des surfaces. On commence par s’intéresser a 1’aire délimitée par
la graphe d’une fonction définie sur un segment [a,b]. Pour la comprendre on va I’approximer (dans
un sens a préciser) par une somme d’aires de rectangles de bases €gales mais de hauteurs variables.
Les bases de ces rectangles divisent réguli¢rement le segment [a, b].

F x

-
- 1 2 3 4 5 6
0 2%

T

FIG. 35 — Division du segment [0, 7] en 7 intervalles de longueur 7

Définition 3.1 Soient une fonction continue f et un segment [a,b] inclus dans le domaine de f. Si
n €N\ {0} on pose
b—a

n

I, =

n—1 .
Y fla+ b=ay,
k=0 n

La somme I, s’appelle somme de Riemann associée a f. Si la limite lim 7, existe et appartient a R

n— oo

alors on appelle cette limite intégrale de f entre a et b et on la note

/abf(x)dx.

Théoreme 3.1 Des que la fonction f est continue sur un intervalle borné et fermé I, sia €l et b € I,

alors I’ intégrale de f entre a et b existe.
lyfﬂm m
@aﬁﬂF b "

FIG. 36 — Une fonction continue f et une approximation en escaliers sur un segment [a, b|

b
L’intégrale / f(x)dx représente I’aire comptée algébriquement comprise entre la courbe repré-
a
sentative de f, I’axe des x et les droites d’équations x = a et x = b. Pour définir mathématiquement
cette aire on approxime la fonction f par une fonction en escaliers f,, qui vaut f(a + bn;“k) sur les
intervalles [a+ 2-%k,a+ 24 (k+1)],k=0,...,n— 1. L’aire associée a f;, est I, :

_b—a"’1 b—a

Zf(a+

k=0

I
n

k) = / £ ().
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On considere que 1, approxime 1’aire associée a f.
Exemple 3.1 Soient f(x) =x,a=0,b=1.Soitn € N\ {0}.Ona

1k Tam=1) 1, 1

I, =— —=—= =_(1-2=
. "1;0” n2 2 2( n)
et donc
1 1
lim In:—:/ xdx.
n——o0 2 0

b a b
Définition 3.2 Si / F(x)dx est définie on pose / Flo)dx = — / Flx)dx.
a b a

4 Premieres propriétés

Proposition 4.1 (linéarité de ’intégrale) Soient f et g continues sur un intervalle I, a,b € I et
AeR.

-/ () ()dx = / ’ fdx+ / el
_ /ah(kf)(x)dx:k/abf(x)dx

Proposition 4.2 (comparaison a 0 ) Soit f continue sur un intervalle I et soit [a,b] C I.

b
— Si f(x) > 0 pour tout x € |a,b] alors/ fx)dx>0
a
b
— Si f(x) <0 pour tout x € |a,b| alors/ fx)dx <0
a

On déduit de cette proposition les inégalités suivantes.

Proposition 4.3 Soient f et g continues sur un intervalle I, [a,b] C I etm <M € R.
b b
— Si f(x) < g(x) pour tout x € [a,D] alors / fx)dx < / g(x)dx (comparaison)
a

a
— Sim < f(x) <M pour tout x € |a,b] alors

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a) (Inégalité de la moyenne)

0 a b > X

FIG. 37 — Les aires m(b — a) et M(b — a) encadrent I’ aire fabf(x)dx
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Définition 4.1 Le nombre

b
/ f(x)dx s’appelle valeur moyenne de f sur le segment [a, b].
—a a

Si on applique le théoreme des accroissements finis on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.4 (propriété de la valeur moyenne) Soient f continue sur un intervalle [ eta # b € I.
Alors il existe c entre a et b tel que
1 b
d
— [ s

En d’autres termes la valeur moyenne de f sur [a,D] est prise au moins une fois.

fle)=

Proposition 4.5 Soit f continue sur un intervalle I et soit a,b,c € 1. Alors

c b c
/a f(x)dx = /a f(x)dx+ /b f(x)dx (Relation de Chasles).

F1G. 38 — La relation de Chasles d’addition des aires

5 Intégrales et primitives

Théoreme 5.1 Soient [ une fonction continue sur un intervalle I, a € I et x € I, alors l'intégrale

X
/ f(t)dt := F(x) est une primitive de f sur I.
a
b
De plus pour tout b € I et toute primitive G de f sur I on a / f(x)dx = G(b) — G(a) = [G(x)]2.
a

Exemple 5.1 Soient f(x) =x,a=0,b=1. Soitn € N\ {0}. On a vu précédemment que

RS 'k 1n 1) 1 1

Z___z 25(1—;)
et donc 1 )
) 1 X

Notation 5.1 Si F est une fonction et [a,b] est inclus dans le domaine de F on pose F(b) — F(a) =
[F ()5 et F(a) — F(b) = [F(x)]5.
Définition 5.1 Soient f une fonction continue sur un intervalle 7, a € I et x € I on appelle la primitive

X
/ f(t)dt qui s’annule en a intégrale fonction de sa borne supérieure.
a
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6 Intégrales impropres
Définition 6.1 Soit f continue sur un intervalle ouvert / =|A, B[ (avec A et B dans RU{—oco, 4c0}) et

b
soit a dans I. Si la limite l}irr}g / f(x)d(x) existe et appartient a R on appelle cette limite intégrale im-
—bJa

propre de f sur [a, B[ et on la note / ’ f(x)d(x). De méme si la limite hm / f(x)d(x) existe et ap-
a
partient 2 R on appelle cette limite intégrale impropre de f sur |A,a| et on la note /A f(x)d(x). En-
fin si les intégrales impropres / ’ F(x)d(x)et / f(x)d(x) existent on pose /A ’ fx)d(x) = /A ’ fx)d(x)+
/ f(x)d(x) et ceci définit I’intégrale impropre de f sur |A,B| .

b 1
Exemple 6.1 On a / —dx=1-— b qui tend vers 1 quand b tend vers +oco mais qui tend vers —oo
1

)
quand b tend vers 0. Par conséquent on a /1 ;dx = 1 mais I’intégrale impropre de x — % sur |0, 1]
n’est pas définie.

|
F1G. 39 — L’aire / —dxestégaleal
I X

0 1

Théoréme 6.1 Soient f et g continues sur |A,B[ et a €A, B[. On suppose que |f| < g. Si g posséde
une intégrale impropre sur [a, B[ (respectivement |A,a)) alors f en posséde également et

[ rwa) < [ gt

(respectivement

[ rwaw)| < [ st
= 1

Exemple 6.2 La fonction x — | | est majorée sur [27,+o0) par la fonction x — —2 et / —dx
2n X
sin(x)

x2

1

(>}
. 1 P . . 1
existe et vaut 5. Par conséquent /2 dx existe et est compris entre —a5 el
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| S
S

FIG. 40 — Les fonctions x — Si‘;gx) , X = é etx— —é sur [27, +oo)

La définition suivante généralise encore un peu plus la notion d’intégrale.

Définition 6.2 Soient fune fonction et a = ag,ay,...,a,,a,+1 = b des réels. Si pour i = 1,...,n I'in-
tégrale (éventuellement impropre) [;*' f(x)dx est définie alors on définit |, ab f(x)dx par

b n=l raj
/a fx)dx = ; /ai f(x)dx.

A I’exception de la propriété de la valeur moyenne et de I’existence de primitive, toutes les propriétés
vues précédemment (linéarité, comparaison, inégalit¢ de la moyenne, relation de Chasles) restent
vraies pour cette généralisation des intégrales.

Exemple 6.3 La fonction en escaliers f définie sur [0,2] par f(x) =1six € [0,1] et f(x) =2 si
x € [1,2] vérifie

/Ozf(x)dx: 3.

La fonction f n’a pas de primitive et la propriété de la valeur moyenne n’est pas vérifiée car f(x) #
six € [0,2].

[NS][N]

> X

o 1 2

FIG. 41 — Intégrale d’une fonction en escalier (deux marches)

7 Trois méthodes d’intégration

Définition 7.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle /, continue et dérivable. Si f ne s’annule
pas sur / on appelle dérivée logarithmique de f la fonction ]%

43



Proposition 7.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I, continue et dérivable. Si f ne s’annule

pas sur I alors la fonction In(| f|) est une primitive de la dérivée logarithmique fT/ :

i
(n(1f)' = Z-

Exemple 7.1 La fonction In(1 +x2 -+ sin(x)) est une primitive de la fonction ~25ost)

14+x2+sin(x) *
Proposition 7.2 Intégration par parties Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 1
et dont les dérivées f' et g’ sont continues. Si [a,b] C I alors

b b
| 1@ = )@l = [ go)ds
avee [f(x)g(x)); = F(B)g(b) — f(@)s(a).

Exemple 7.2 Le calcul de [] xsin(x)dx se fait par intégration par parties. On prend f(x) = x et
g=—cos.Onadonc f =1 et g =sin. Ceci donne

/Onxsin(x)dx = [—xcos(x)]g—k/onxcos(x) = [sin(x) — xcos(x)]§ = 7.

Proposition 7.3 Changement de variable Soient I et J deux intervalles de R, f : I — R une fonction
continue et § : J — I une fonction dérivable et dont la dérivée est continue. Alors pour o, € J on a

[ e = [ reo(w)ol wu
(o) a

Exemple 7.3 Le calcul de [} sin” (1) cos(u)du se fait par un changement de variable. On pose ici
f(t)=1*et ¢ =sin. Ona ¢’ = cos, d(5) = 1 et ¢(0) = 0. Par conséquent

n 1 1
/2 sin? () cos (u)du = / 2dt = —.
0 0 3

Exemple 7.4 On veut calculer 1’aire comprise entre le demi-cercle unité supérieur, 1’axe des abs-
cisses et les droites x =0 et x = % Or le demi-cercle supérieur est le graphe de la fonction /1 — 2.

AW

1

Y

A

0

\]

FIG. 42 — Aire d’une portion de disque

1
On doit donc calculer [ v/'1 —r2dt. Ce calcul se fait par un changement de variable. On pose ici

(0 :[cnosn.]On a¢ = —sin, 0(5) = % et ¢(3) = 0. Par conséquent, puisque sin(u) = /1 —cos?(u) si
uc|3,5,ona
3572

1 T T T4 1 T
/2 A —tzdt:/3 —sinz(u)a’u:/2 sinz(u)du:/2 %s@u)du: [E— sm(2u)]% = £+\/_§
0 T z % 3

2 3
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8 Longueur d’une courbe, aire d’une surface de révolution

Longueur dune courbe Soit f : / — R une fonction dérivable sur un intervalle / et dont la dérivée
est continue. Soit [a,b] C I ett €]0,b — a[. On note N; la partie entiere de 1% etsik=0,..,N+1
on pose ay = a+ kt. Sur chaque intervalle [ag,ax+1] (avec k = 0,...,N;) on approxime f par son
approximation affine x — f(ay) + f'(ax)(x — ax). D’aprés le théoreme de Pythagore, la longueur
du segment de droite x € [ag,ari1] — flar) + f'(ax)(x — ax) est égale & (arr1 —ar)\/1+ f'(ax)?

N,
ou encore 7/1+ f"(ar)? car (ag1 —ax) =t. De plus la somme L; =1 ) /14 f(a)? tend vers
k=0

b
/ \/ 1+ f'(x)%dx lorsque ¢ tend vers 0.
a

Définition 8.1 La longueur de la courbe y: ¢ € [a,b] — (1, f()) est

/ab\/ 1+ f(x)%dx.

AR 3

FI1G. 43 — Approximation d’une courbe par des segments de droites tangentes
Exemple 8.1 Appliquons cette définition a la fonction définie par f(x) = vV r? —x% avec —r < a <

b < r. Puisque le graphe de cette fonction est le demi-cercle supérieur de rayon r centré a 1’origine on
va calculer la longueur de la portion du demi cercle comprise entre x = a et x = b.

>
>

al ol bl r

F1G. 44 — Portion de cercle

Ona f'(x) = ﬁ etdonc \/1+ f'(x)? = \/ﬁ Par conséquent on obtient

/b 1+ f(x)%dx = /b \/%dx = r(arccos(g) — arccos(g)).
a a r-—Xx
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Ceci correspond bien a la longueur attendue de la portion du demi cercle comprise entre x = a et
x=nb.

2

Exemple 8.2 La longueur /(a,b) de I’arc de parabole d’équation y = x~ avec x € [a,b] est

b
l(a,b) = / V1 + 42dx.
a

En posant 2x = sinh(z) on obtient

1 prargsh(2b) 1 rargsh(2b)
cosh?(¢)dt = cosh(2¢) + 1dt = {

Ha.b) = sinh(2¢) + 21 argsh(26)
a —
2 argsh(2a) 4 argsh(2a)

8 argsh(2a) .

Exemple 8.3 La longueur [(a,b) de ’arc de chainette y = cosh(x) avec x € [a,b] (c’est le nom du
graphe du cosinus hyperbolique car on peut démontrer que c’est la forme d’une chainette fixée en
deux points sous I’action de la pesanteur) est

l(a,b) = /ab \/ 1+ sinh?(x)dx = /ab cosh(x)dx = sinh(b) — sinh(a).

Aire d’une surface de révolution On conserve les notations précédentes (f, [a,b], et N;) et on sup-
pose la fonction f positive. Considérons la surface de révolution définie par

(h,8) € [a,b] x [0,27] — (cos(8) £(h),sin(8) F(h), h).

flax)

F1G. 45 — Surface de révolution

De la méme facon qu’on approxime la longueur d’un petit morceau de courbe par la longueur d’un
segment on peut approximer 1’aire de la portion de surface de révolution comprise entre les hau-

N
teurs ay et agyy par 21f (ag)tr/1+ f'(ax)?. Or la somme S; =1 Y 2nf(ar)\/ 1+ f/(ax)? tend vers
k=0

/ 2nf(h)\/1+ f'(h )2dh lorsque 7 tend vers 0.

Définition 8.2 L’ aire de la surface de révolution (%,0) € [a,b] x [0,2x] — (cos(0) f(h),sin(0) f(h),h)
est

/an 1+ f/(h)2dh.
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Exemple 8.4 Appliquons cette définition a la fonction donnée par f(h) = Ah pour h > 0 avec A >
0. Puisque le graphe de cette fonction est une demi-droite qui arrive a 1’origine, par révolution il
engendre un cone de révolution. On va donc pouvoir calculer 1’aire de la portion de cOne comprise
entre h =a > 0 et h = b > 0 en appliquant la formule précédente.

F1G. 46 — Portion de cOne

On obtient

/b 2nf(h)\/ 1+ f'(h)2dh = /b 2R 1+ N2dh = A/ 14 A2 (b — a?)

Ceci correspond bien a I’aire attendue de la portion de cone comprise entre h = a et h = b.

Exemple 8.5 Appliquons cette définition a la fonction donnée par f(h) = Vr? —h? avec —r < a <
b < r. Puisque le graphe de cette fonction est un demi-cercle de rayon r centré a 1’origine, par révo-
lution il engendre une sphere de rayon r. On va donc pouvoir calculer 1’aire de la portion de sphere
comprise entre 7 = a et h = b en appliquant la formule précédente.

h

A

FI1G. 47 — Portion de sphere

On obtient

/ 2 f () 1+ f (h)dh = / 2nrdh = 2mr(b—a).
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Ceci correspond bien a I’aire attendue de la portion de sphere comprise entre h = a et h = b.

Exemple 8.6 Soient 0 < r < R. Considérons un cercle vertical de rayon r dont le centre est a une
distance R de I’axe Oh. En faisant tourner ce cercle autour de 1’axe vertical, on engendre un tore. On
obtient donc ce tore par révolution des graphes des fonctions données par f(h) = R+ v r? —h? et

g(h) =R—/r? —h? sur [—r,r].

)
2)

N\
I
/)

'2*
<O

22
o

v

Y
M
{(\
AN

)
NS
NS - =

(S

F1G. 48 — Tore

Ona
P10+ 1802 = 2

Par conséquent en appliquant la formule précédente a ces deux fonctions on obtient que I’aire du tore

est égale a
- r 2R
/r2n [f(h)\/mw(h)\/ 1 +g’(h)2} dh = /rz"‘\/ﬁdh

C’est a dire 4T2Rr.

9 Développement de Taylor avec reste intégral

Le théoreme qui lie I’intégrale d’une fonction continue et la variation de sa primitive admet le
corollaire suivant.

Théoreme 9.1 Soit f : I — une fonction dérivable définie sur un intervalle ouvert I. On suppose que
f" est continue sur 1. Sib € I et a € I alors

b
)= f@) = [ '
a
Ce théoreme admet la généralisation suivante pour les fonctions qui sont n fois dérivables.

Théoréme 9.2 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soit n € N* et f : I — une fonction n fois
dérivable définie sur un intervalle ouvert I telle que f () soit continue surI. Si b € I et a € I alors

n—1 —a k b —x n—1
fb) = Z, %Jc(k) (a) +/a ([zn——)l)!f(n) (x)dx.
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On déduit de ce théoreme et des criteres de comparaison des intégrales le résultat suivant.

Corollaire 9.1 Soitn € N* et f : I — R une fonction n fois dérivable telle que f (") soit continue. Soit
la,b] C 1. On suppose qu’il existe m < M tels que pour tout x € [a,b] onam < f)(x) < M. Alors

(b—a)" nl (b—a)k

< )~ fla)- ¥ O ooy

n!

fW(a) < M.

n!

Exemple 9.1 Sin € Netx e Ralors

|2n+2

N (1) |
|cos(x) — Z .x2k| < i

Exemple 9.2 Sin e Netx e Ralors

|sin( ) i (_l)k 2k+l| < |x|2n+3
X)— )y ———x < —— .
= (2k+1)! (2n+3)!
Exemple 9.3 Sine N, xeR,0<yetx <y alors
n—1 1 ‘ |n
lexp(x) = ) ¥ < -exp(y)
= k! !
Exemple 9.4 Sin e N* 0 <x alors
n (_1)k+1 1
In(1 — )
(100 = Yy
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V Les nombres complexes
1 Construction du corps des complexes, C

Définition 1.1 On note C et on appelle corps des complexes I’ensemble des couples de réels muni
des trois lois suivantes : si (x,y) et (x',y’) sont dans C et A dans R
— addition
(X,y) +c (xl7yl) = <x+xlay+y/)
— multiplication
(x,y) xc (&,y) = (ex—yy', 0/ +x'y)

— multiplication par un réel

A-(x,y) = (Ax, Ay)

Les éléments de C s’appellent nombres complexes ou complexes.

Notations 1.1 Le complexe (0,0) est noté Oc, le complexe (1,0) est noté 1¢ et le complexe (0, 1)
est noté i.

Proposition 1.1 Soient z = (x,y),7 = (X,y),7" = (X",y") des complexes et A, N’ des réels. Ils véri-
fient les proriétés suivantes.
— Oc +cz=2z+cO0c =z (0¢ neutre pour +¢)
— z+c (—x,—y) = (—x,—y) +c z = Oc (tout élément admet un inverse pour +c)
— z+c (@ +c?’) = (z+c?d) +c 7’ (+c est associative)
— z+cZ =7 +c 7z (+c est commutative)
(C,+c¢) est un groupe commutatif

— A (z+Zd)=N-z+ch 7
(A+X) z=X-z+cN 2
— (M) z=A- (N -2)
(C,+c,") est un R-espace vectoriel
— le¢ Xcz=12zXc lc = zc (1¢ neutre pour xc)

— Siz# 0c alors 7 X ¢ ( = (xzfryz,—xziyz) X cz= l¢ (tout élément différent de O¢

x y
252 _x2+y2)

admet un inverse pour Xc)
— zXc¢ (zxcd") = (zxc?) xc 7’ (X¢ est associative)
— zXc (Z+c?’) = (zxcd)+c (zxcd”) (X est distributive par rapport a +c)
— zxcZ =7 Xcz (X est commutative)

(C\ {0}, x¢) est un groupe commutatif er (C,+c, x¢) est un corps commutatif
A-z=(A,0) xcz

Ceci permet d’identifier les réels et les complexes de la forme (x,0).

Convention L’identification des réels avec les complexes de la forme (x,0) conduit a identifier O et
Oc ainsi que 1 et 1¢. Dans la suite on notera +¢ et X ¢ simplement + et X et on adoptera pour les
complexes les mémes regles d’écriture des opérations et des parentheses que pour les réels.

Notations 1.2 Soit z = (x,y).
— On pose —z = (—x,—y). C’est I’opposé de z, c’est a dire I’inverse pour +.
=1 Y ). C’est I'inverse de z, c’est a dire I'inverse pour X.

: -1 _1_ X
_SIZ#OOHPOSGZ —Z—(m,—m
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Définition 1.2 Si z = (x,y) on appelle partie réelle de z et on note Re(z) le nombre x et on appelle
partie imaginaire de z et on note Im(z) le nombre y.

Notation 1.3 Le complexe z = (x,y) s’écrit aussi de maniere unique z = x + iy = Re(z) + iIm(z)
avec x € Rety € R. Ceci signifie que le couple {1,i} est une base du R-espace vectoriel C qui est de
dimension 2.

Définition 1.3 Un complexe z est dit imaginaire pur si sa partie réelle est 0. L’ensemble des imagi-
naires purs est iR et on a C = R+ iR.

Proposition 1.2
i*=—1

Ainsi, alors que I’équation x> = —1 n’a pas de solution dans R elle en posséde deux dans C qui sont
iet—i.

Proposition 1.3 Soient z € C\ {1} etn € N. Alors

n—1 1—7"
sz:1+...+zk+...zn_1: 7 )
n=0 -z

Proposition 1.4 Soient a,b € C et n € N. Alors
L n!
(a+b)"=Y ———db"
k;) kl(n—k)!

2 Conjugué, module et argument d’un nombre complexe

Définition 2.1 On appelle conjugué du nombre complexe z = x+iy (avec x € Rety € R) et on
note Z le nombre complexe 7 = x — iy.

Proposition 2.1 Soient z,7 € C.
— Z =z (la conjugaison est une involution)
—z=-%
= % siz#0
Z=Re?(z) + Im?(z)
7 = z i et seulement si 7 est réel

[
NI»—lI

— 7 = —z si et seulement si 7 est imaginaire pur
- z+7d=z+7
- 27 =7

Définition 2.2 On appelle module de z et on note |z| la racine carrée de 7z = Re?(z) +Im?(z).

| =
Proposition 2.2 Siz € C\ {0} alors — = ﬁ
z |z

Proposition 2.3 Soient z,7 € Cet A € R.
— |z| = 0 si et seulement si z =0
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- |zl =[—1]

— |%| = é siz#0

— |lz| = |Z|| < lz+7| < |z] +17| (inégalité triangulaire )
— [Az] = [A[[]

— |22 = [z]|]

Ainsi le module est une norme.

On déduit de cette proposition le résultat suivant.

Proposition 2.4 Les ensembles C\ {0} et S = {z € C,|z| = 1} munis de la multiplication sont des
groupes commutatifs : ils contiennent le neutre pour la multiplication, 1, et si z,7,7" € C\ {0} (res-
pectivement z,7,7" € S) alors 77 = 7'z € C\ {0} (respectivement z7' =7z € S), % € C\ {0} (respec-
tlvement ~eS)erz(77) = ().

Définition 2.3 L’ensemble S = {z € C, |z| = 1} s’appelle le cercle unité.

Définition 2.4 Soit z # 0. Puisque |(| d +iI‘TZ(|) |Z|

est de module 1 il existe un 0 dans R tel que

cos(8) = RT(| 2 et sin(0) = In‘l(‘ 2 Ce nombre @ est un argument de z. Les nombres 7 et 0 associés a z
s’appellent coordonnées polaires de z.

Proposition 2.5 Soit z # 0 et © un argument de z. Alors les arguments de z sont les réels de la forme
0+ 2k, k € Z.

Proposition 2.6 Tout complexe non nul z est déterminé par son module r et un de ses arguments © :
z=r(cos(8)+isin(0)).

Proposition 2.7 Si z et 7 sont deux complexes non nuls de modules r et v’ et d’arguments 0 et ¢/
alors 77’ est de module rr’ et d’argument © + 0’ :

[r(cos(8) +isin(B))][r' (cos(8") +isin(0"))] = (rr')(cos(0 +0') +isin(0+6")).

3 Les racines d’un polynome d’ordre 2 a coefficients complexes

Proposition 3.1 Soient a,b,c € C avec a # 0. On note & une racine carrée de A = b*> — 4ac. Alors

2 = —b—39 et 25— —b+9d
2a 2a
sont les solutions de ’équation
az® +bz+c=0.

Proposition 3.2 Soit A = X +iY un complexe non nul. L’ equation & = A poséde exactement deux
solutions 81 = x+iyet & = —81. Onax*>+y* = VX2 +Y2, x> —y> = X et 2xy =Y. Par conséquent
x% et —y? sont solution de I’équation

YZ
7> —XZ——=0.
4
Ona { )
=5 (VX2 4724 X), y2:§( X2 472 -X).

De plus x et y sont de méme signe si Y > 0 et ils sont de signes opposés si Y < 0.
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4 Exponentielle complexe
Définition 4.1 L’exponentielle complexe est I’application de C dans C qui a z = x + iy associe le
complexe exp(z) = e* de module exp(x) = ¢* et d’argument y :

exp(z) = exp(x + iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y))

qu’on écrit aussi
e“ = ¢e*(cos(y) +isin(y)).

Cette application prolonge a C I’exponentielle définie sur R.
Proposition 4.1 Siz = x+1iy alors

exp(z) = exp(x) exp(iy)

qu’on écrit aussi

e(x—i—ty) — M.

En particulier

cos(y) +isin(y) = exp(iy) = e".

Proposition 4.2 Siaetb € C, la fonctoin de la variable réelle définie part — bexp(at) est dérivable
(ceci signifie que ses deux fonctions coordonnées sont dérivables) et sa dérivée est la fonctiont € R—
abexp(at).

Proposition 4.3 (Identité d’Euler) ‘
e +1=0.

Proposition 4.4 L’exponentielle est une surjection de C dans C\ {0}. Plus précisément si Z = X +
iY € C\ {0} alors les antécédents de Z par I’exponentielle complexe sont les complexes de la forme
z=x+1iy avec x =1In(|Z|) et y = 0+ 2km ou O est un argument de Z et k un entier relatif.

Proposition 4.5 Siz,7 € C alors
exp(z+2) = exp(z) exp(<)

qu’on écrit aussi

e(z+z') _ ezez"
Proposition 4.6 Sit € R alors
it | it
cos(t) = % = cosh(ir)
. et —e sinh(ir)
t = _ =
it i 2 hl
—e t it
tan(t) = L = an ‘<l )
i(e" +e7i) i
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Proposition 4.7 Linéarisation Si n € N alors

n e " SIS G Y
cos™(t) = ( 2 > - kgk!(n—k)@e
& n! 1
= —————cos((2k—n)r)
S kgbk!(n—k)!zn
el —e” u n! 1 . n
(1) = _ = i(2k—n)(t—%)
sin’(¢) ( 2i > ,;)k!(n—k)!zne
i n! ok
— S —n)(t—=
Exemple 4.1
; 1 3 3 1
cos’(t) = —3cos(—3t)+Fcos(—z‘)+§cos(t)+2—300s(3t)
3
= Zcos(3t)+zcos(t)
1 |
sin’(f) = plcos(—3(t—g))—k%cos(—(t—g))—k%cos(t—g)—kicos(?)(t—g))
= —Zsin(St)—i-Zsin(t).

Proposition 4.8 (Formule de Moivre) Sit € R et n € N alors
n !
cos(nt) +isin(nt) = (cos(t) +isin(r))" = kz(’) #—k)' cosk (1) sin™ X (1)i" K,

Exemple 4.2 La formule de Moivre permet de calculer rapidement cos(3t) et sin(3z). On a
cos(31) 4 isin(3r) = cos’ (1) 4 3icos®(¢) sin(r) — 3cos(r) sin®(r) — isin’(¢)
et en séparant les parties réelles et imaginaires on trouve
cos(3t) = cos>(t) —3cos(t) sin?(r), sin(3t) = 3cos>(¢) sin(r) — sin’(¢)
puis en utilisant I’identité cos” +sin> = 1 on obtient
cos(31) = 4cos® () — 3cos(t), sin(3t) = 3sin(r) —4sin’(r) = 4cos?(r) sin(t) — sin(r).

Proposition 4.9 Soit z = rexp(it) € C\ {0} et n € N\ {0}. L’équation Z" = z a exactement n solu-
tions complexes, les nombres

1 1 itk 12 Dm)
0 =rnen,..gx=rne n _,..Zy_1=rne n

En particulier ’équation Z" = 1 a exactement n solutions complexes appelées racines n-emes de
P’unité. Ceux sont les nombres




Proposition 4.10 L’ensemble U, = {uy,...,un—1} des racines n-émes de I’'unité muni de la multipli-
cation est un groupe commutatif.

Proposition 4.11 Les racines n-emes de [’unité différentes de 1 sont les solutions de I’équation
14+.. 4+ +7 =0

Proposition 4.12

n—1 ikt
Z e n = 0
k=0
Exemples 4.3 — 1 et —1 sont les racines carrées de 1
| ':_l+'ﬁ t'zz—l—'ﬁ 1 i bi de 1
)] 5 tiget] 5 — i3> sont les racines cubiques de

— 1,i,—1 et —i sont les racines quatriémes de 1
Ll1+j=3 —|—z£,],—l FPetl+ 2= i*/Tg sont les racines sixiemes de 1

L . . o [N
’f<1+ N ’f< 1+1), l,ﬁ( 1 ) —iet \f(l i) sont les racines huitiemes de 1

-1, \[4_;,14_]71,], \[-1—— —1 —ﬁ——,] ,— —]et%—%sontlesracinesdouziémesl

5 Interprétation géométrique

Considérons un plan affine euclidien et orienté 7 muni du repeére orthormé direct (O, ', V).
Au point M de coordonnées (x,y) E}ns ce repere correspond le complexe Z = x+1iy qui est appelé
affixe de M. La norme du vecteur OM est égale au module de z : |OM|| = |z|. La mesure algébrique
de ’angle orienté (7 OM ) est égale a un argument de z (si M # O, ce qui est équivalent a dire si
7 #0). L’identification pomt/afﬁxe qu’on opere permet de visualiser les complexes ou inversement de
résoudre des problemes de géométrie plane a 1’aide de ces nombres.

Le plan P ainsi indentifié a C est appelé plan complexe. Le complexe O est identifié a I’ origine O,
le complexe 1 est identifié au point de coordonnées (1,0) et le complexe i au point (0,1). L’axe des
abscisses est identifié a R et celui des ordonnés a iR. Enfin, si A et B sont deux points de P d’affixes
a et b on identifie le vecteur AB au complexe b — a. La norme ||1ﬁ3>|] est égale au module |b —al|.

iR

iy z=x+iy=rexp(it)

F1G. 49 — Représentation graphique de C.
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Proposition 5.1 Si A,B et C sont trois points distincts du plan affine euclidien d’affixes respectifs

b—c
a,b et c alors la mesure de I’angle orienté (Cﬁ, (79)) est égale a I’argument du complexe

a—c¢

iR
A
iZ I
j=e3 T
;3 '3 T
I Py
.51 i%
€6 €
-1 R
_i51l:
3
_;3n
e d
[
FIG. 50 — Des racines de I’unité.
6 Droites et cercles
Proposition 6.1 Soit & une droite du plan P identifié avec C.
— Si0€detrpe™ €8\ {0} alors ‘
d={z=re"™|r e R}.
— Si 0 ¢ il existe ro > 0 et 1y € R tels que
§={z=—0 it c] - T Ty — ppeito 4 Reil0+3),

B cos(t) 2’2

Le point zg = roe™ est le point de 8 le plus proche de I’origine.

a-+ reit \

iR

7 = rpe'™

F1G. 51 — Une droite et un cercle dans C



Proposition 6.2 Soit C un cercle du plan P identifié avec C. Si a est son centre et r son rayon alors
C={z€Clz—a=rexp(it),t € R}.

Proposition 6.3 Soit zo = roe™ € C\ {0} et C le cercle qui passe par 0 et zg et de centre 3. Alors

. T m
C = {z= (rocos(t))exp(i(to +1))t € [—57 5]}-
iR
#O(t)ei(t()'i't)
roei’O
rocos(t)elfot?)
0 T R

FIG. 52 — Cercle qui passe par 0 et zg = roe’™.

Proposition 6.4 L’image de la droite x+ iR par ’exponentielle est le cercle de centre I’origine et de
rayon e*.

7 Similitudes planes directes et indirectes, isométries et rotations

Proposition 7.1 L’ensemble S* des applications de C dans C de la forme 7z — az+b avec a €
C\ {0} et ¢ € C muni de la loi de composition est un groupe. C’est le groupe des similitudes planes
directes.

Proposition 7.2 Les applications de C dans C de la forme z — az+b avec a € C\ {0} et c € C
sont les similitudes planes indirectes. La composée de deux similitudes planes indirectes est une
similitudes plane directe.

Proposition 7.3 L’ensemble S formé de toutes les similitudes planes, directes et indirectes, muni de
la la loi de composition des applications, est un groupe, le groupe des similitudes planes.

Proposition 7.4 Soirt € R,r € R\ {0} et b € C. Alors
— L’application z — exp(it)z est 1a rotation de centre I’origine et d’angle t.
— L’application z — rz est ’homothétie de centre [’origine et de rapport r.
— L’application 7 — b+ z est la translation de vecteur b.
— Sit ¢ 2nZ alors application z — b+ exp(it)z est la rotation de centre #p(it) etd’angle t.

— Sir# 1 alors I'application de 7 — b+ rz est ’homothétie de centre %_r et de rapport r.
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Exemple 7.1 Les multiplications par i, j, 1+ J, \/li(l + i) correspondent aux rotations d’angles
T 2T T T

T
230237
Proposition 7.5 — La conjugaison 7 +— 7 est 1a symétrie orthogonale (ou réflexion) par rapport
aiR.
— Soitt e R, reRetb=rexp(i(5*)). L’application z — b+exp(it)Z est la symétrie orthogonale
par rapport a la droite % +Rexp(i%).

iR

iz /

2z
241

A\l

F1G. 53 - z,2z,iz,z—2+ietZ

Proposition 7.6 Soient a =rexp(it) € C\ {0} et b € C. Alors
— La similitude plane directe z— b+az = f(2) est la composée de la rotation 7z — exp(it)z = g(z)
avec I’homothétie 7 — rz = h(z) et avec la translation z+— b+z=1(z) : f =to(hog). Elle
conserve les angles orientés et dilate les distances dans le rapport r.
— La similitude plane indirecte 7 — b+ az = f(z) est la composée de la symétrie orthogonale par
rapport I’axe réel z+— 7 = g(z) avec la similitude plane directe z+— b+az="h(z) : f =hog. Elle
change ’orientation, conserve les angles géométriques et dilate les distances dans le rapport r.

Proposition 7.7 — Une similitude plane directe qui admet plus de deux points fixes est [’identité.
Si elle admet un unique point fixe a elle est de la forme z — a+ rexp(it)(z —a) avec r > 0. Si
elle n’admet pas de point fixe c’est une translation.

— Une similitude plane indirecte qui posséde au moins deux points fixes est une symétrie ortho-
gonale par rapport a une droite. Elle est de la forme z — a+ exp(it)z—a. Si elle admet un
unique point fixe a elle est de la forme z — a+ rexp(it)z—a avec r > 0 et r # 1. Une simili-
tude plane indirecte qui n’admet pas de point fixe est une symétrie glissée. Elle est de la forme
2+ a+rexp(i§) +exp(ir)z —a.

Proposition 7.8 — La composée 544, © Sqy, des deux réflexions par rapport aux droites concou-
rantes a+Rexp(it|) et a+Rexp(it2) est la rotation 7 — a+exp(2i(t, —t1))(z—a). La compo-
sée sp; 0S4, des deux réflexions par rapport aux droites paralléles a+Rexp(it) et b+ Rexp(it)
est la translation z — Re ((b—a)exp(—i(t — §))) exp(i(t — §)) +z.

— La translation z — rexp(i%) +z et la réflexion z— a+exp(it)z — a commutent et leur composée
est la symétrie glissée z — a+rexp(i5) +exp(it)z —a.
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8 Cocyclicité

Proposition 8.1 Soir A = exp(iat),B = exp(if}) et M
unité. Alors

exp(iu) trois complexes distincts du cercle

;exp (iﬁga).

La version angulaire de cette proposition est le critere de cocyclicité suivant.

=l

u—

exp(iu) —exp(iB) _ sin(
exp(in) —exp(iot)  sin(4

| |09
Q

N‘

Proposition 8.2 Soit A = exp(ia), B = exp(if}) et M = exp(iu) trois complexes distincts du cercle
unité. Alors le double de la mesure 0 de ’angle orienté (m,M ) est indépendante du point M sur le
cercle unité et est égale a la mesure ® de ’angle orienté (02, O_B>) c’est a dire B — .

® =206 = 20’ modulo 2%

FI1G. 54 — Points cocycliques

Cet énoncé admet lui méme une version complexe :

Proposition 8.3 Quatre points disnctincts A,B,C et D d’affixes a,b,c et d sont alignés ou sur un

méme cercle si et seulement si
c—bd—a

c—ad-—>b

cR.

Proposition 8.4 L’image d’une droite (respectivement d’un cercle) par une similitude est une droite
(respectivement un cercle).

Proposition 8.5 Soient s,u,v,w quatre complexes tels que sw —uv # 0 et v £ 0. Alors ’application
2 h(z) = 3= (appelée homographie) est une bijection de C\ {—%} sur C\ {$}. De plus si a,b,c
et d sont quatre complexes distincts et appartenant a C\ {—7 } alors

c—bd—a h(c)—h(b)h(d)—h(a)
c—ad—b h(c)—h(a) h(d)—h(b)

Proposition 8.6 L’image d’un cercle ou d’une droite par une homographie est un cercle ou une
droite.
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VI Equations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 1 et 2
1 Position du probleme

Certains phénomenes qui dépendent du temps sont modélisés par des relations simples (linéaires
ou affines) entre une fonction deux fois dérivable, et ses dérivées. En voici quelques exemples histo-
riques.

Considérons un objet de masse m qui se déplace sur un rail. Sa position en fonction du temps est
une fonction 7 — f(¢). L’hypotheése géniale de Newton (1687) est que 1’accélération de cet objet, c’est
a dire la dérivée seconde f”, multipliée par la masse de 1’objet est égale a la somme F des forces
exercées sur 1’objet :

mf" =F.

F
ZF@» masse O

rail

F1G. 55 — La loi de Newton

Supposons que le rail soit vertical. La fonction f(¢) sera I’altitude de I’objet. Supposons aussi
que la seule force qui s’exerce soit le poids P = qui résulte de I’attraction terrestre. Le poids P est

proportionnel a m. On a P = —mg ou g est une constante qui ne dépend que de la terre, mais pas du
temps ni de 1’objet. L’équation de Newton devient alors
() f'=-¢
P=—mg

FI1G. 56 — Chute d’un corps

On en déduit que si a I'instant # = 0 "objet est en f(0) = a et qu’il a une vitesse de départ égale a
f(t) =v,alors f'(t) =v—gt et f(t) =a-+vt— 1gt>.

Supposons maintenant que le rail soit horizontal et que la seule force qui s’exerce soit une force
de rappel d’un ressort, proportionnelle a la distance a la position du ressort au repos. Il existe donc
une constante K > telle que si on prend comme origine de la droite la position de repos alors

2) Kf+mf"=0.
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C’est le modele physique de 1’oscillateur harmonique.

ressort

e OO0

rail

F1G. 57 — Oscillateur harmonique

Le démographe et économiste Malthus (1798) considere que 1’évolution en fonction du temps
d’une population qui se développe se modélise de la facon suivante. La population est représentée
par une fonction dérivable du temps 7 — f(¢). La dérivée f’ représente la vitesse d’évolution de cette
population. L’hypothese de Malthus est qu’il existe une constante k > 0 telle que

3) kf—f =o0.

Ceci signifie que la vitesse de croissance de la population est supposée proportionnelle a la taille de
la population.

Selon les physiciens Rutherford et Soddy (1902) la vitesse a laquelle les atomes se désintegrent
est aussi proportionnelle a la quantité d’atomes non désintégrés. Il existe une constante A > 0 tel que
sit+— f(t) représente les atomes non désintégrés en fonction du temps alors

(4) Af+f=0.

Un circuit RLC est un circuit éléctrique fermé constitué d’une résistance parfaite R, d’une bobine
parfaite L et d’un condensateur parfait C, le tout monté en série aux bornes d’un générateur de tension
E. On suppose que les éléments caractéristiques R, L et C ne dépendent pas du temps mais que ¢ —
E(t) est une fonction du temps. On désigne par 7 — I(t) 'intensité électrique du circuit en fonction
du temps.

E

F1G. 58 — Un circuit RLC

Selon Ohm (1825), 1a tension aux bornes de la résistance est Ug(¢) = RI(t). Selon Faraday (1831),
la tension aux bornes de la bobine est Uy, = LI'(¢). La charge du condensateur est égale & CUc(t) ou
Uc(t) désigne la tension a ces bornes et selon Ampere (1827) I’intensité du circuit est égale a la
dérivée de la charge du condensateur : I(t) = CU/(t) et donc I'(t) = CU/(t). Enfin d’apes la loi de
Kirchhoff (1845), la somme des tensions des trois composants est €gale a la tension du générateur.
Ainsi si on pose Uc = f on obtient :

(5) f(t)+RCf'(t)+LCf"(t)=E(t).
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Les cinq exemples ci-dessus ont une certaine unité formelle. Ils rentrent tous dans la famille des
équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 1 et 2. Ils admettent des traitements
mathématiques similaires.

Définition 1.1 — Soient a, b, c trois réels non tous nuls et soit g : I — R une fonction continue
sur un intervalle /. Résoudre I’équation différentielle linéaire a coefficients constants

() af’+bf +cf =g

consiste a rechercher toutes les fonctions f : I — R et deux fois dérivables qui vérifient (x). De
telles fonctions sont appelées solutions de ().
— Si a # 0 I’équation différentielle () est dite du second ordre et 1I’équation algébrique

az? +bz+c=0

s’appelle équation caractéristque de (x).
— Sia=0etb +#0elle est dite du premier ordre. Enfin si a = b = 0 1’équation différentielle ()
est dite d’ordre 0.
— Si g =01"équation différentielle (*) est dite homogene, sinon elle est dite avec second membre.
— L’équation différentielle
()" af'+bf +cf=0
est appelée équation différentielle homogene associée a (x).
— Fixons 7y € I. Les conditions initiales vérifiées par une solution f de (%) a 7y sont la posi-
tion f(fp) en ty si (x) est du premier ordre et le couple (position, vitesse) a #y c’est a dire
(f(t0), f'(t0)) si (%) est du deuxieme ordre.

Proposition 1.1 Soit
(x) cf =g

d’odre 0. La solution de (x) est £.

Proposition 1.2 Soit
(x) bf =g

d’odre 1. Les solutions de (x) sont les primitives de §.

Ceci ramenene la résolution des équations différentielles linéaires d’ordre 1 dans lesquelles seule la
dérivée de f intervient a la recherche de primitives.

Proposition 1.3 Si (x) est homogeéne et si f1, f> sont des solutions de (x) et A € R alors Afi et f1+ f>
sont encore solutions. De plus la fonction nulle est solution de ().

Proposition 1.4 Si f et f, sont solutions d’une équation différentielle linéaire avec second membre
alors la différence f1 — f> est solution de |’équation homogene associée.
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2 Résolution de I’équation homogene

Lemme 2.1 Soitty € R. L’équation différentielle bf' +cf = 0, homogéne d’ordre 1, admet une seule
solution qui s’annule en ty : la fonction nulle.

Proposition 2.1 (équation homogene d’ordre 1) Les solutions de I’équation différentielle
bf' +cf=0

sont les fonctions
t— kexp(—gt) avec L €R.

/ Y Y \

N —

—c —c
T>O T<0

FIG. 59 — Comportement des solutions de bf’ + c¢f = 0 suivant le signe de —c/b

On déduit de cette proposition le résultat suivant.

Proposition 2.2 Soit 1o et xg € R. 1l existe une et une seule solution f de I’équation différentielle
bf' +cf = 0 qui vérifie f(ty) = xo.

Ce résultat est vrai aussi dans le cas ou b = 1 et ¢ est une fonction continue de ¢ :

Proposition 2.3 Soitty et xo € R, c(t) une fonction continue sur R. Il existe une et une seule solution
f de I'équation différentielle f'(t)+ c(r)f(t) = 0 qui vérifie f (1) = xo.

Cette solution est la fonction
t

t|—>x0exp(—/ c(s)ds).

Ty

Supposons () homogeéne d’ordre 2. Pour résoudre cette équation différentielle on discute en fonction
du nombre et de la nature des racines de I’équation caractéristque

az? +bz+c=0.
On considere donc le signe de son discriminant A = b — 4ac.

Lemme 2.2 Soit t) € R. L’équation différentielle af” +bf' +cf = 0, homogéne d’ordre 2, admet
une seule solution qui s’annule ainsi que sa dérivée en t : la fonction nulle.
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Proposition 2.4 (équation homogene d’ordre 2 avec A > 0) Supposons que (x) soit homogene
d’ordre 2 et que les racines uy et uy de I’équation caractéristique az*> + bz + ¢ = 0 soient deux réels
distincts. Alors les solutions de
(*) af’'+bf' +cf=0
sont les fonctions
t— Apexp(uit) +Ayexp(uat) avec Aj,Ar € R.

Y

—

FIG. 60 — Une solution de 1’équation différentielle f” — f' —2f =0

Proposition 2.5 (équation homogene d’ordre 2 avec A = 0) Supposons que (x) soit homogene
d’ordre 2 et que I’équation caractéristique az* + bz + ¢ posséde une racine double réelle u. Alors les
solutions de

(%) af’+bf'+cf=0
sont les fonctions
t — Apexp(ut) + Atexp(ut) avec Aj,Az € R.

Proposition 2.6 (équation homogene d’ordre 2 avec A < 0) Supposons que (x) soit homogene
d’ordre 2 et que les racines uy et us de I’équation caractéristique az*> + bz + ¢ ne soient pas réelles :
il existe r € R et w € R tels que uy = r+ i et up = r — im. Alors les solutions de

() af’ +bf +cf=0
sont les fonctions

t — Ayexp(rt)cos(ot) + Ay exp(rt) sin(ot) avec A, Ay €R.

Y

A/\/\/\,
0 \/vv

FIG. 61 — Une solution de I’équation différentielle f”/ —2f +2f =0

On déduit de ces propositions le résultat suivant.
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Proposition 2.7 Soit tg,xq et vo € R. Il existe une et une seule solution f de I’équation différentielle
af” +bf +cf = 0 qui vérifie f(ty) = xg et f'(tg) = vo.

3 Recherche d’une solution particuliere

Il reste a trouver une solution particuliere de I’équation différentielle (x). Les autres s’en dé-
duisent par addition de solutions de 1’équation homogene. Nous le ferons en toute généralité seule-
ment pour les équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 1.

Proposition 3.1 (équation différentielle d’ordre 1) Une solution particuliére de 1I’équation diffé-
rentielle

bf tef =g
est la fonction

T
[ — exp <—£t> —g(u)exp <£u> du avec ty dans lintervalle 1.
b)) b b

Exemples 3.1 — Les solutions de '+ f = 0 sont les fonctions de la forme t — Aexp(—t).
— Une solution particuliere de I’équation f’ + f =t est la fonction

t
t— exp(—t)/ uexp(u)du,
0

c’est a dire la fonction t — 1 + exp(—t).

— L’équation différentielle f' + f = % s’appelle équation d’Euler. Une solution particulicre de

cette équation définie sur |0, +oo) est la fonction

t — exp(—1) /t ! exp(u)du.

1 u

Proposition 3.2 (équation différentielle d’ordre 2 avec second membre particulier) On consi-
dere I’équation différentielle linéaire d’ordre 2

(+) af'+bf' +cf =g
ou g est une fonction de la forme
g(t) = P(t)exp(vt) cos(wt + ¢)
ou P est un polynome de degré p. Alors (x) admet une solution particuliére sous la forme
t — Q(t)exp(vt)cos(wt + )

ou Q est un polynéme de degré au plus p + 2. Plus précisément et on note u; et u les racines de
I’équation caractéristique az* +bz+c = 0.

— Siv—+iw est différent des racines u; et uy alors le degré de Q peut étre choisi égal a p.

— Siv+iw = uj et uy # uy le degré de Q peut-étre choisi égal a p+ 1.

— Siv+iw =uy = uy le degré de Q peut-étre choisi égal a p+2.
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,\/\/\/

FIG. 62 — Une solution de I’équation différentielle "/ —2f' +2f =t +1

Exemples 3.2 — Les solutions de f” —2f’+ f = 0 sont les combinaisons linéaires des fonctions
exp(t) et texp(t). Le polyndme % 4 4¢ + 6 est une solution particuliere de " —2f' + f = 2,
cos(t) est solution particuliere de f” —2f’ + f = 2sin(t), exp(2¢) est une solution particuliere
de f" —2f' + f = exp(2t) et t2 exp(t) est solution particuliere de f” —2f' + f = 2exp(t).

— Les solutions /" —2f"+2f = 0 sont les combinaisons linéaires des fonctions exp(¢)cos(z) et
exp(¢)sin(z). La fonction 5 + 1 est une solution particuliere de I’équation différentielle f” —
2f'+2f =t+1. Lafonction 5 + 1+ exp(¢)sin(¢) en est une autre.

Proposition 3.3 Superposition des solutions On considere deux équations différentielles linéaires
d’ordre au plus 2

(+1) af’+bf' +cf =g
et

(%2) af’+bf' +cf =g
associées a la méme équation homogeéne

" af +bf +cf=0

mais avec des seconds membres g\ et g» qui peuvent étre différents. Si f| est une solution de (1) et
f2 une soultion de (x;) alors fi + fa est une solution de I’équation différentielle

af’' +bf' +cf =g +g.
Exemple 3.3 Puisque cos(t) est solution particuliére de f” —2f' + f = 2sin(¢) et que et 1> exp(t) est

solution particuliere de f” —2f' + f = 2exp(¢) on en déduit que cos(z) +>exp(t) est une solution
particuliere de f” — 2"+ f = 2sin(¢) + 2exp(¢).
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