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Fehler korrigierende Codes

1 Fehler bzw. Ralschungen erkennen Die Schwierigkeit liegt natirlich darin, dass der Zu-
schauer bei einer beliebigen Frage gelogen haben kann,
Codes gibt es im elektronischen Zeitalter fast Uiberadlder auch nicht. Man kann beweisen, dass es unter die-
CD’s, Festplatten, Digitale Bilder,... sen Umstanden unmaglich ist, diesen Trick mit weniger
Die Rickseite eines Euroscheins enthalt ein Codds7 Fragen durchzufuhren.
wort der Langel?2 : Links einen Buchstaben, gefolgt Nun soll f; = 0 sein, wenn die Antwort auf diete
von 11 Ziffern (z.B. U24263273615). Der Buchstabe Frage Nein ist, und;; = 1, wenn die Antwort auf die
gibt Aufschluss Uiber das Herkunftsland (X fur Deutscli-te Frage Ja ist. Hamming berechnet nun folgende Zah-
land, U fUr Frankreich,...). Wenn man den Buchstken modulo2 (das heift, er teilt die gewonnenen Zahlen
ben durch seine Reihenfolge im Alphabet ersetzt (ddrch2 und betrachtet den Rest):
so X = 24,U = 21), muss die so gewonnene Zabh!
z (z.B. 2124263273615) stets Res8 bei der Division 4, — £, 4 £ 4 fs + fr (mod2)
durch9 ergeben. ba = fa+ f3+ fo + fr (mod2)
Die Zahlenz + 1 und z — 8 sind genau dann durch b = fi + f3 + f5 + fr (mod2)
9 teilbar, wenn die Summe ihrer Ziffern duréheilbar
ist. Dieser Prozess kamekursivangewendet werden. £ pakommt so die binare Zaffl — bibabs’, also die in

Basis zwei geschriebene ganze Zahl
2 Fehler korrigieren: Der Zaubertrick T=b-224by 2" +03-20 < 7.

Der ZaubereHammingbittet einen Zuschauer, sich eitst 7' gleich Null, so wurde nie gelogen, sonst wur-

ne ganze Zah¥Z mit 0 < Z < 15 auszudenken. Erde genau bei der Frage NummiErgelogen. Falls ge-

stellt dem Zuschauer nunFragen. Bei der Beantwor-logen wurde, so korrigiert man nun die Antwort auf

tung der Fragen darf der Zuschauer hochstens einaigl FrageZ'. Die ausgedachte Zahl ist die (ggfs. kor-

ligen, muss aber nicht. rigierte) binare ZahlZ = Fifafs/s ., also die Zahl
Z=f -2+f2- 2+ f3-2+ fu

Frage 1=istZ > 8?

Frage 2= ist Z in der Menge{4, 5, 6,7, 12, 13, 14, 15} ? Beispiel 1 Wenn sich der Zuschauer die Zafil ausdenkt
Frage 3= ist Z in der Menge{2’376’ 710,11, 14, 15} 2 und bei der dritten Frage lugt, so lauten seihéntworten
Frage 4 ist Z eine ungerade Zahl ? 0100011. Daher ergibt sicths = 0, b, = 1 undb; = 1. Ham-
Frage 5= ist Z in der Menge{1, 2, 4,7, 9, 10,12, 15} ? ming berechneBII’ = 3 und weiR nun, dass bei der drittdn
Frage 6= ist Z in der Menge{1, 2, 5,6,8,11,12,15} ? Frage gelogen wurde. Er korrigiert die Antworten(4u 0011.
Frage 7= ist Z in der Menge{1, 3,4, 6, 8,10, 13, 15} ? Er berechnet nufiTI0- = 6.




3 Fehler korrigierende Codes Wenn mehr als ein Fehler passiert, gibt es wahrschein-
lich einenUbertragungsfehler, der unentdeckt bleibt.
Hammings Trick liefert ein Mittel, um eine in Ba-

sis 2 geschriebene ganze Zamlf2f3f42 (also eine 6 Mathematik statt Zauberei
ganze Zahl zwischer) und 15 = 2% — 1) so zu

ubertragen, dass der Empfanger, bei hochstens ein
Ubertragungsfehler, erkennen kann, ob es einen Feh
gab, und, falls ja, ihn zu korrigieren. Man sendet daft

statt f1 fof3f4~ die Zahlw = f1 fof3 faf5f6f7, also ei-
ne Zahlo < w < 255 = 28 — 1. Man beachte, dass die

vier Antworten auf die ersten Fragen des Zauberers, ¢

gentlich genau die binare Darstellung der ausgedacht

Zahl sind (wenn da nicht gelogen wurde). Die Anzat

der moglichenUbertragungen ist alsg56, davon sind

jedoch nurl6 Ubertragungen korrekt, dass heif3t es gibiie Welt der Informatik besteht aus Nullen und Ein-

nur 16 Codewdrter in unserem Code der Large sen. In dieser Welt wollen wir immer noch addieren und
multiplizieren kdnnen, und dazu begeben wir uns nunin

) eine WeltF,, in der1 + 1 = 0 sein soll, in der alse-1

4 Der Wiederholungscode gleich 1 ist. Konkret bedeutet dies fiir uns, dass wir im-
mer modulo zwei rechneni: 4+ 1 = 2 = 0 (mod2). Po-

Man kann ein Wort auch dadurch codieren, dass mignome sind die Grundbausteine d&wmputer-Algebra

es mehrmals wiederholt. Schickt man stéftl1 das Deshalb wollen wir nun ein Codewort, wi@ 10011, mit

Codewort10111011, so schlie3t man beim Empfanginem Polynom in der Variabl& identifizieren :

auf einen Fehler, wenn beide Halften nicht identisch

sind. Schickt man statt011 nun 101110111011, und

wird das Wort100110111011 empfangen, so korrigiert . x%+1.X5+1-X*40-X3>4+0-X2+1-X'+1-X°

man diesen einen ersichtlichen Fehler. Wenn bei ¢

Ubertragung hochstens einmgélogenwird, so kann Wie iiblich schreiben wir einfach nu¥® + X4+ X +1,

man diesen einen Fehler immer korrigieren. Hatten Wibbei di - . .
) . . . ; ei die Koeffizienten des Polynoms hierlia sind
im obigen Zaubertrick eineWiederholungscodeer- y I

. und nach den obigen Regeln addiert und multipliziert
wendet, so hatten wir2 statt7 Fragen stellen missen. werden g g P

Die Codierung einer binaren Zahb = 01102, al-
so des Polynoms(? + X, kann nun (statt vieler Fra-
gen) folgendermalRen erfolgen: Man multipliziert das

. . . zu Ubertragende Polynom dazu immer mit dem sel-
Der Hamming Abstandi(w:, w;) zwischen zwei Co- o, Erzeuger-Polynomy — X* + X + 1. Die Codie-
dewodrtern w; und wy misst, in wie vielen Stellen rung von6, also X2 + X, ist dann

sich zwei Codeworter eines Codes unterscheiden. Wenn

der kleinste Abstand zwischen zwei beliebigen Co- (X2 + X)(X? + X + 1) = X+ X'+ X3 + X
deworternd = 2¢ + 1 ist, so lasst sich bei hochstens

d — 1 Fehler ein fehlerhaftes Wort als solches erkefMan beachte, dass? + X2 = (1+1)X* = 0-X* =0
nen und bei hochstens= (d _ 1)/2 Fehler sogar kor- |St). Die zu Ubermittelnde Zahl ist al$a11010.

rigieren. Hierbei wird als korrektes Wort stets, das Um das empfangene Wort = X° + X* 4+ X° 4+ X
néchsten gelegenWort angegeben. Be|m Zaubertriclzu entSChlusselm muss eine Division mit Rest deS POIy'
gibt es16 Codewdrter. Die Zahb ergibt dort richtig Nomsw = X° + X* 4+ X* + X durchg = X+ X +1
codiert0110011, und die Zahl14 entspricht1110000. durchgefuhrt werden. Dies erfolgt im Prinzip wie bei
Diese Zahlen haben den AbstaBdweil sie sich in3 ganzen Zahlen. Man betrachtet die hochsten Koeffizi-
Stellen unterscheiden. Empfangt man die Zxioh011, €nten vonw und g und uberlegt nunwie oft gehty in

so stellt man fest, dass diese Zahl kein Codewort 16t und es geht naturlict> Mal. Daher zieht mark >
und ersetzt die Zahl durch das nachstgelegene CodeWtt ¢, also X° + X3 4 X? von w ab und bekommt
0110011. Der Zaubertrick ist deshalb so interessarit, — X~ -9 = X* 4+ X* + X (man beachte, dassl
weil er, ohne alle Codewdrter heran zu ziehen, direkigich 1 ist). SchlieRlichgeht X mal g in w — X2 g
korrigieren kann. Zwei verschiedene Codewbrter dé8d man bekommtw — X2 - g) — X - g = 0. Also ist
dreimaligen Wiederholungscodes haben natiirlich adgh= (X* + X) - g, und wir erhalten wiedeX? + X,
Abstand3, was beweist, dass ein solcher Code ebalso6 = 0110°. Das Codieren entspricht einer Multipli-
falls einen Fehler korrigieren kann. Der Hamming Cdation und das Erkennen der Nachricht einer Division.
de ist in dem Sinn optimal, dass man mindestens drei Hatten wiri = X° + X + X stattw empfangen,
zusatzliche Symbole braucht, also die Lafgaim ei- so hatten wir danky = (X2 + X +1)-g+ (X +1) er-
ne vierstellige binare Zahl so zu Ubertragen, dass mamnt, dass der Rest nicht Null ist und somit ein Fehler
gegebenenfalls einen einzelnen Fehler korrigieren kaanfgetreten ist. Diesen gilt es dann zu korrigieren.

5 Das Prinzip des Korrigierens
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Eine Eigenschaft deBolynom-Codesst, dass die Nun mochten wir unsere seltsame Welt benutzen,
Summe zweier Codewdorter (d.h. Polynome) wieder aim einenUbertragungsfehler zu korrigieren. Wichtig
Codewort ist: der Code ist elimearer Code Dies folgt hierbei ist, dass alle Codewdrterdes Polynom-Codes
aus der Tatsache, dass die Summe zweier dyitetil- Vielfache des Erzeuger-Polynomssind, und somit die
barer Polynome, wieder durch teilbar ist. Diese li- Formw = h-g haben. Da wir annehmen, dass hochstens
neare Eigenschaft hat zum Beispiel auchldamming ein Fehler bei detJbertragung aufgetreten ist, ist das
Code Die additive Eigenschaft erlaubt nun, schnellempfangener entwederw oderw + X*. Im letzteren
den minimalen Abstand zwischen zwei beliebigen CBall ist das richtige Wort eigentlicth + X* (immer we-
dewdrtern zu ermitteln. Dieser entspricht der minimgen1 + 1 = 0). Wir schreibeno(X) = h(X) - g(X)
len Anzahl von Einsen in einem von Null verschiedederw(X) = h(X) - g(X) + X* um die VariableX
nen Codewort. Man spricht vo@ewichtdes Codewor- hervorzuheben. Nun setzen wir die Nullstelievon ¢
tes, und so ist zum Beispiel das Gewicht v 1010 in ein @ ein. Fallsw(X) = h(X) - g(X) ist, so ist
einfach4. Es genugt also, den Abstand zum Nullwoib(a) = h(a) - g(a) = h(a) - 0 = 0, und falls
0000000 zu messen. W(X) = h(X) - g(X) + X%, soistw(a) = o # 0.

Um dies zu beweisen beachte man, dass zwei Gtan kann durch Einsetzen also sofort erkennen, ob die
deworterw; undws genau dann den Abstantthaben, Ubertragung korrekt oder fehlerhaft ist.
wenn es? Einsen im Codeworiy, — w9 gibt (hier wer-

. .. . . SN .
den die Polynome Koeffizientenweise substraiert). Beispiel 3 ( Korrektur von @ = X% + X* 4 X)
Dal-a+1l-a=1-a+(=1)-a=0unda®+a? =0, gilt

Beispiel 2 Da die Codewdrter des Polynom-Codes in aufstei- 5 4
gender Reihenfolg®000000, 0001011, 0010110, 0011101, w(e) = o’+a +a

0101100, 0100111, 0111010, 0110001, 1011000, 1010011, (a2 +a+1)+ (a2 +a)+a
1001110, 1000101, 1110100, 1111111, 1100010, 1101001

sind, ergibt sich, dass der kleinste Abstand zwischen zwei|C = o+l
dewdrtern3 ist. Der Polynom-Codéann also ebenfalls einep
Fehler korrigieren.

Es gibt also einen Fehler der Forki mit o' = a + 1. Unse-
re obigen Berechnungen zeigen, dass 3 sein muss, und de

] ] Fehler alsaX ? ist. Das korrekte Wort ist somit = w+ X°> =
Es kann also mehr, als nur einen optimalen Code geb XS + X%+ X) 4+ X% = X°+ X*+ X3 + X. Nun ergibt sich

Unser Polynom-Code ist zudem noch eyklischer | aus der Division, dase = (X2 + X) - g ist. Daher war das
Code: genau dann istsasasasasaiag ein Codewort, | gesendete Work2 + X, was der Zaht = 0110 entspricht.
wennagagasasazasa; €in Codewort ist.

7 Zauberlehrlinge der Mathematik 8 Die Tricks des Mathematikers

] Im Gegensatz zu Zauberern, verraten Mathematiker ihre
Zur Fehlerkorrektur deBolynom-Codewerden wir nun Tricks nur zu gerne, hier ausnahmsweise ohne Beweise.
Mathematik benutzen, deren Begriindung in der Reggichtig beim Polynom-Code ist, dass, in der Welt, in
im Rahmen eines Mathematikstudiums stattfindet. }§fr1 11 = (ist, der Erzeuger-Polynomein Teiler von
man bereit einige Tatsachen vorab zu akzeptieren, soyst_ 1 ist. Den Abstand; zwischen zwei Codewdrtern
der Zugang jedoch recht einfach. o erreicht man dann dadurch, dass 2lie 3 — 1 Potenzen

Als erstes wollen wir akzeptieren, dass in einer Welt,nd o2 Nullstellen vong sind.
inder1+1 = Oist, esimmer noch Nullstellen von Poly-  Ejnen Polynom-Code der Langss, der bei der
nomen gibt. Fallgr eine solche Nullstelle désrzeuger- (Jpertragung einef? stelligen binaren Zahl maximal
Polynomsy = X? + X + 1ist, soista® + a+1 =0 9 — (5_1)/2 Fehler korrigieren kann, erreicht man nun
oder, wegeni = —1, aucha® = a + 1. Die Potenzen mjt dem Erzeuger-Polynomi= X®+ X7+ X0+ X441,
a und a? kdnnen nicht vereinfacht werden. Fir hohekgenn 11 =0ist, so istj ein Teiler vonX'> — 1, und
Potenzen ergeben sich jedoch folgende Gleichungenyenng eine Nullstelle des Teiler¥ 4+ X + 1 von g ist,
sind auch diet = 5 — 1 Potenzemny, o?, o3, ot Null-

o = a+1 o = a’+1 stellen vong. Codieren und Decodieren erfolgen wieder
o/f = az +a a” =1 durch Mutiplikation und Division. Das Korrigieren kann
@’ = a+atl man in Beispiel 20.5 in [1] nachlesen.

Man kann nachrechnen, dass, in det- 1 = 0 Welt,

aucha? und a* Wurzeln vonX3 + X + 1 sind. In der - - -
Tat ist in dieser Welt Literaturverzeichnis

XT=1 = (X’+ X+ 1)(X+1)(X°+ X +1).  [1] Lidl, R., Pilz, G., 1998. Applied abstract algebra,

In der Normalen Weltin der1 - 1 = 2 ist, rechnet  SPringer Verlag.
man nach, dass dies nicht der Fall ist. In der Welt jp] Codes correcteurs d’erreuré\grégation externe de

derl +1 = 0 ist, passieren also merkwirdige Dinge. mathematiques, 200&preuve de modelisation.
Wir wollen nun auch akzeptieren, dass in der neuen Welt
ot 7& 0 ist. http://agreg. dnsal i as. or g/ Text es/ 527. pdf



