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Corrigé rapide du Probleme n° 3

’Partie 1 : Propriétés de la convolution‘

—+00 —00
1) Soient f,g € E. Vx € R, fxg(z) = f(ac—t)g(t)dt:/ f(u)g(z —u)(—du) donc fxg=g=*fetx
—00 +0o0
est bien commutative.

Soient f,g,h € E et x € R.

—+00 “+00 —+00

fr(g+h)(z) = flz—=1)[g(t) + h(t)] dt = / flz—1t)g(t)dt + f(z —t)h(t) dt

—00 —00

donc fx(g+h) = f*g+ f*hetlaloi est bien distributive par rapport a I’addition.

2 [t tyentae =3 / two- =2 [ (=) = (o).

0+%
b) Soit zp € R. On suppose f continue en xg.

n mOJF%
onteo) = s =[5 [ s ar =2 [ faoyas
To— woff

In >0, Vt €lzg —n,z0 + 1|, | f(t) — f(z0)| < e. Donc, Vn>5 Vt € [xo — L, w0+ L], t €lmg —n, 20 + 1 et

n 2
d n — f < —e— —c¢.
onc |gn (o) (z0)] 28n €

-
< —/ (@) = f(=o)] dt. Soit alors £ > 0.

’Partie 2 : Approximation de l’identité‘

1) On a Vn, a, > 0 et donc les fonctions h,, sont bien positives.

Il est d’autre part clair que Vn, h,, € E (puisque lim h,(t) = 0).

[t|—1
+1 1
Soit n € N. / t)dt = / — (1 —t*)"dt = 1.
—1 Qan
Soient « > 0 et n € N. 1l est clair que si a« > 1 alors / hn(t)dt = 0. Pour 0 < o < 1, on a
[t|>a
11 2 1 2(1 —a)(1 —a?)"
/ ho(t) dt = 2/ ~ (1 — 3" dt. On déduit / @ dt < 2 [ (1 - a?yrar = 22 =) =a)"
[t|>a a OGn [t|>a An Ja Qnp,
1 2
D’autre part, pour 0 <t < 1, 0 < t? < t donc a,, > 2/ (1—t)"dt = 1 et par suite,
0 n

05/ ho(t) dt < (n 4 1)(1 — a®)"—s==— 0.
[t|>a

2) Notons M =sup |f(x)] > 0 (le cas ou f est constante égale a 0 est sans intérét). f, continue a support
compact, est uniformément continue sur R. Soit alors € > 0.
Iy >0, Ve, 2’ e R, |z — 2| <ny = |f(z) — f(a)] < 5.

Vo, frn(e) = f@) = [ = tieutde— [ i@t d done
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I(f * ¢n — f)(@)] §/+Oo|f(:£—t)—f($)|80n(t)dt:/|t>n +/t|<n

—0Q
3
(Fxon = D)l < 5 on(t) di+20M on(t) dt < S2M on(t) dt. Or/ On(t) dt s 0
|t <1 |t> 70 2 [t]>70 |t> 770
donc, pour n > Np, on(t)dt < £ Finalement,
It 4M

Ve >0, INp €N, V¥n > No, Vo € R, |(f *¢n — f)(2)| §%+%:5



’Partie 3 : Théoréme de Weierstrass ‘
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(=)=t f (1) dt) z' donc

(2 — O f(t) dt = ;:C;i (/

—00

1) Notons X}, : @ — z¥. Alors Va, Xy * f(z) = /

— 0o
X % f est un polynome.
hy, (en restriction a [—1,1]) étant un polyndme, la distributivité de * par rapport & ’addition montre alors

que f xhy, = hy x f est, en restriction & [—1, 1], un polynome.

2) Posons g : [-1,1] — R, 2 +— f (bfTaa: + “T*b) g est continue sur [—1, 1] donc la suite (g x hy,) converge
uniformément vers g sur [—1,1]. Notons, pour n dans N, P, : [a,b] — R Dapplication polynomiale définie
par : Vt € [a,b], P,(t) = g% hy, (% — %2). Comme les applications [—1,1] — [a,b], x b_T“x + “T‘H’ et

[a,b] — [—-1,1], t — ﬁt — Z%"s sont bijectives, réciproques I'une de l'autre, on a, pour tout n de N,

|Pn = floo = sup [Pu(t) = f(t)[ = sup [gxha(z) —g(z)] = |g*hn — gl
t€fa,b] ze[-1,1]

Le résultat en découle.



