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CAPES de Mathématiques

Corrigé rapide du Probleme n° 1

’Partie 1 : Formule de Wallis‘

1) Soit n € N. Pour tout ¢ de [0,7/2], e 0 < sint < 1 et donc 0 < (sint)"*! < (sint)”. On en déduit par

intégration de 0 & /2 : Yn €N, 0 < [,41 < I,,. La suite (I,,) est donc décroissante et minorée par 0.

2) Soit n > 2. w:t— —costetv:t > sin” 't sont de classe C! sur [0,%] donc d’apres le théoreme

d’intégration par parties :

™ ™

I, = /2 sint sin" "t dt = {— costsin™ 1 t]j +(n-1) /2 cos? tsin™ 2 t dt
0 0

On en déduit I, = (n — 1) /2 (1 —sin®t)sin" 2tdt = (n — 1)(I,_o — I,,). Il en découle effectivement la
0
relation : VYn > 2, nl, = (n — 1)I,,_o.

Calcul de Iy, : La relation précédente donne 2nla, = (2n — 1)I5(,—1).
2n—1 2n—3 31
On en déduit Iy, = n2n 2(Z Y e 151'0. Comme Iy = 7, on a finalement

_@2n-1)2n-3)---317 _ 2n(2n—-1)2n—-2)(2n—-3)---3.217 2n)! 7w

Is, = = — =
n 2nn) 2 2nnl[2n][2n — 2] - - - [4][2] 2~ 22n(pl)2 2
2 2 2(n—1 42
Calcul de I, 41 : La méme relation donne ici .[22n+]_ 2: ﬁ—&(n—l)ﬂ = 2nj— 1 2(2_ 1) "'5511' Or
2"n]! 2" (n!)
I1=1.D I = = lable si n = 0).
! one bnt = o T @ =13 @n g 1y (aablesin=0)
3 . Inyo Inq1 Ingo _ 1 +1
) Pour tout n deN, on a: 0 < I,yo < Ipyy < Ip et donc 0 < 42 < =L <1 Or 72 = ) tend vers 1
n n n n
1,
quand 7 tend vers +o00. On en déduit lim nl 1, c’est-a-dire I, 11 e Iy
n—oo n
I 2t 1 2 2¢(ph)t1l 2 I
4) Pour tout n de N, 2ntl — (n) — = (n) - . Comme lim —2*1 — 1, on obtient bien
I, (2n)12 2n+17  n@2n)? 72n+1 n—oo [y,
. 24”(71!)4 . . 2n
A n@n)z " (puisque lim -~ 1 D).

’Partie 2 : Formule de Stirling‘

1) Pour tout n > 1,

Sp41 =S, =n+mn+1)—n—1—tn(n+1)!—(n+3lnn+n+Inn!
=+ DM+ -1=m+1) (3 g + 505 + Fe) - 1
= 121712+#5(”)

1

On adonc Sp11—Sn W 1oz

On sait que la série > (S,+1 — Sp) a la méme nature que la suite (S,). Puisque la série > (S,+1 — Sp) est



convergente (par comparaison avec une série de Riemann), il en est de méme de la suite (S,). On pose

A= lim S,.
n—oo
n"e "\/n
2) Pour tout n de N* on a S, = In (n”*l/Qe_”%) =In (f) D’apres ce qui précede, on peut donc
: n!

n,—m
. . .on"e " /n -
écrire lim e yn = e et donc e N Mo el

3) L’égalité précédente donne n! o e *n"e "y/n et donc aussi (2n)! Mo e7M(2n)2"e2"/2n.

4n(n|)4 24n€—4An4ne—4nn2 6—2)\ 24nn|4
On en déduit ——2%5 e e ———. Puisque : lim ————— =, on trouve
' n(2n)!2 ne=2A(2n)4ne=4n(2n) 2 e I n(2n)!? m v
—2X
BT =7 et donc A = —3¢n (2m).

Comme e~ = /27, le résultat n! Mo e *n"e "/n devient n! Mo  ne "/2mn.

’Partie 3 : Amélioration de la formule de Stirling‘

1) Soit € > 0. Par hypothese u, =« v,. Il existe donc un entier ng tel que, pour tout n > ng, on ait :

|y, — V| < €vyp. Alnsi, pour tout n > nyg :

oo o o
|Ry, — To| = Z (up, —vp)| < Z [up, —vp| <€ Z v, = Ty,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Ce résultat signifie bien que R,, ~Ne 1.

~

1 1
2) Supposons up wSe  —5. Alors up, e = — —. Ainsi :
n

+o00 m
1 1 . 1 1 . 1 1 1
Rooe S (o p) =me Y (o g) = () =

k=n+1

1 1
3) On a bien u;, o —. On en déduit R, =« —. Mais:
n n

+oo m
Ro= ) 12(Sp—Sp-1) =12 lim D (Sp — Sg-1) =12 lim (Sp — Sp) = 12(A — Sn)
k=n+1 k=n+1

Ainsi 12(A — Sp) e Letdonc A—S, e -

|
4) Soit n € N. Ona A — S, =/In (n')—l—i-la(n).

nte "\/21mn 12n  n
On en déduit — <1+1()> 1+ — + 2c(n). Autrement dit
n en déduit ———— = =exp|( — + —c(n) | = —— 4+ —¢(n). Autrement dit :
n"e~"\/2mn P 12n  n 12n  n

1
n!=n"e "V2mn (1 +——+ €(n)>
non

Remarque : S’il est possible de composer des développements limités (égalités), c’est un jeu beaucoup plus
dangereux avec les équivalents. Ainsi, il est clair que n +1 ,~. n mais pourtant e”t! Lo en (le

quotient de ces deux quantités est constant égal a e) ...



