Chapitre 5

Espérance et variance

5.1 Espérance d’une variable aléatoire

5.1.1 Définitions et premieres propriétés

L’idée intuitive de ’espérance puise son origine dans les jeux de hasard. Considérons le jeu
suivant : on lance un dé équilibré et on gagne 1 euro si le résultat obtenu est pair, 2 euros si le
résultat est 1 ou 3, et on perd 3 euros si le résultat est 5. Est-il intéressant de jouer a ce jeu?
Quel peut-étre le gain moyen ?

Définition 5.1. Soit X une variables aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (2, P).
On appelle espérance mathématique (ou simplement espérance ou encore moment d’ordre
1) de X et l’on note K(X), la moyenne des valeurs prises par X pondérées par la probabilité
d’obtenir ces wvaleurs. Plus précisément, si X est une variable a valeurs dans ’ensemble fini
{z1, -+ ,zn}, son espérance est définie par E(X) = x1P([X = 21]) + -+ + 2,P([X = x,]) soit

E(X)= Z 2 P([X = zi)). Autrement dit :
k=1

E(X)= 3 aP([X =2

zeX(Q)

Remarques.
e L’espérance de X est caractérisée par la seule loi de X . En particulier, deux variables aléatoires
de méme loi ont méme espérance.
e L’espérance est un indicateur de position. Si on décale toutes les valeurs de X, I’espérance
est de méme décalée.
e Siz ¢ X(Q), [X =z| =0 en sorte que E(X) = Z zP([X = z]).
zcR

Exemple. Reprenons l'exemple introductif. Soit X la variable aléatoire correspondant au
nombre d’euros gagnés ou perdus. La loi de X est

k -3 1 2
P(X = &) | 1/6 | 1/2| 1/3

L’espérance de gain, notée (X)), est alors E(X) =—-3x1/64+1x1/24+2x1/3=2/3. Le
joueur gagne donc en moyenne 2/3 d’euros.
Proposition 5.2. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini
(Q,P). Alors :
E(X) =) X(w)P({w})

weN

o1
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Démonstration : Pour tout réel x de X (w) on a [X = z] = U {w} (réunion disjointe)
we, X (w)=x
donc P([X = z]) = Z P({w}) puis E(X Z x Z P({w}). On en déduit
we, X (w)=x z€X () we, X(w)=z
Z Z X(w)P({w}) et donc finalement, puisque Q = U [X = z]| (réunion
xeX(Q)we[X x] zeX ()

disjointe), Z X(w)P({w}). O
we

Remarque. Cette nouvelle expression de I’espérance n’est pas tres utile dans la pratique. Elle
I’est par contre pour établir certains résultats théoriques. ..

Définition 5.3. Lorsqu’une variable X vérifie E(X) = 0, on dit que cette variable est centrée.
Proposition 5.4. On considére deuz variables aléatoires réelles X et Y définies sur un méme
espace probabilisé fini (Q,P). Alors :
1. ¥(a,b) € R* E(aX +bY) = aF(X) + bE(Y) (L’espérance est linéaire)
2. 81 X >0 alors E(X) > 0 (Positivité de l’espérance).
(Une wvariable X est dite positive si la fonction X est a valeurs dans R, c’est-a-dire
Ywe Q, X(w) >0.)
3.8 X <Y alors E(X) < E(Y) (L’espérance est croissante).
(On dit que X <Y, siVw € Q, X(w) <Y (w).)
4. |E(X)| < E(|X|) (Inégalité triangulaire)

Démonstration :
1. Soit (a,b) € R%: E(aX+bY) = Z (aX+bY)(w)P({w}) = Z (aX(w)P({w}) + bY (w)P({w}))
wef weN
donc E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).
2. Pour tout z de X(2) on a z > 0 donc zP([X = z]) > 0 et par sommation F(X)

> 0.
3.8 X <YalorsY — X >0donc E(Y — X) >0 et la linéarité donne alors E(X) < E(Y).
4. On a X < |X| donc E(X) < E(]X]). De méme —X < |-X| =|X] et donc :
—E(X) = E(—X) < E(|X]|). Finalement, HE(X)’ < E(|1X]).

U
Remarque. Pour toute variable aléatoire X, la variable aléatoire X — [E(X) est centrée.
5.1.2 Exemples classiques
Variables constantes
Soit a € R. Si X = a (variable aléatoire constante égale a a) alors E(X) = E(a) = a.
Démonstration : En effet, X (Q) = {a} et P([X = ]) =1.
On a donc E(X Z EP([X = k]) = a.P([X = qa]) soit E(X) = a. O
keX(Q

Loi Uniforme sur un ensemble fini

On rappelle que la variable aléatoire X suit la loi uniforme (équirépartie) sur ’ensemble a n
éléments {x1, - ,x,} si X(Q) = {x1, -+ ,x,} et si P([X = x4]}) = 1/n pour tout i € {1,--- ,n}.
1 n
Son espérance est alors EK(X) = — sz : ¢’est la moyenne arithmétique des z; !
n -
=1

a+b

Remarque. Si X suit la loi uniforme sur [a,b] c’est-a-dire X ~ % ([a,b]) alors E(X) = 5
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Loi de Bernoulli, #(p), avec p €]0,1]
Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(p). Alors E(X) = p.

Demonstmtz’on En eﬁet X( ) = {0, 1} et P(X =1))=p P(X =0]) =1—p. On a donc
= > KP(X 0.P([X =0]) + L.P([X = 1]) soit E(X) = p. O
kEX(Q)

Loi Binomiale, %(n,p), avec p €]0,1[, n € N, n > 1

Soit X une variable aléatoire telle que X ~ %B(n,p). Alors E(X) = np.

Démonstration: Ona X () ={0,1,--- n} et Vk € {0, Lo ,n}, P(X = k) = ()pFA—p)"*.

On a donc E(X Z EP([X Z k — )" soit
keX (2
E(X)= z”: k,Lp (1— Zn: (n—1)! p.pk_l(l —p)n_l_(k_l)
o K=k = (k=Dli(n—1-(k-1))

ou encore E(X) = np Z (n - 1) (1—p)" " =npp+(1-p)

Autre méthode : On peut voir une variable aléatoire de loi binomiale % (n,p) comme une somme
de variables aléatoires (indépendantes) de méme loi de Bernoulli de parameétre p :

X=X+ +Xn

La linéarité de ’espérance entraine imméditatement E(X) =E(X7) 4+ --- + E(X,,) = np. O

5.1.3 Espérance d’une fonction de variable aléatoire

Proposition 5.5 (Formule de transfert). Soit X wune variable aléatoire réelle sur l’espace
probabilisé fini (Q,IP). Si f est une fonction définie sur X () et a valeurs réelles alors la variable
aléatoire f(X) = f o X a pour espérance :

> f@)P(X =a])

zeX ()
Démonstration : On a déja vu que la loi de probabilité Py de Y = f o X est donnée par

Vye foX(Q) Py({y) =P(Y =y))= > P(X=a)

zef~ ({y})
on a donc E(foX) = Z yP(lY =y]) = Z Y Z P([X = z]) et en conséquence
YyESoX(Q) yefoX(Q) zef~'({y})
E(foX)= Z Z f(2)P([X = z]). Comme fo X (Q2) = U f'({y}) (réunion
yefoX(Q) zef~1({y}) YES(X ()
disjointe), on a finalement E(f(X)) = Z f(@)P([X = z]). O

5.1.4 Espérance et indépendance

Proposition 5.6. 57 X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur

un méme espace probabilisé fini (,P), alors E(XY) = E(X)E(Y).
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Démonstration: On a E(XY) = Z zP([XY = z]) Soit alors z € (XY)(Q).

26(XY)(Q)

(XY =z| = U [X =2z]N[Y = y]. Cette réunion étant disjointe, on en déduit :
(2,y)€X(2)xY(Q)
P(XY =)= 3 PX=an¥=g)= 3 P(X=aP(Y =] (par
() €X(2) XY () () €X(2) XY (R2)
Ty=z Ty=z
indépendance). Mais alors E(XY) = ) > zyP([X = z]P([Y = y]) et donc
26(XY)(Q) @neX(@)xY ()
Ty==z

E(XY) = > eP([X = z].yP([Y = y]) = E(X)E(Y). O

(z,y) X (Q)xY(22)

Remarque. Si on peut utiliser ce résultat pour montrer que deux variables aléatoires X et Y
ne sont pas indépendantes (en montrant que E(XY) # E(X)E(Y)), il faut prendre garde au
fait que la réciproque est fausse : on peut avoir E(XY) = E(X)E(Y) sans que X et Y soient
indépendantes. . .

5.2 Variance

5.2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 5.7. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (2, P).
On appelle variance de X (que l’on note V(X)) la moyenne des « carrés des écarts da la moyenne
des valeurs prises par X » pondérées par la probabilité d’obtenir ces valeurs. Plus précisément,
V(X) = E (X - E(X))?).

On appelle écart-type de X (que l’on note o(X)) la quantité o(X) = /V(X).

Remarques.

e La variance de X est caractérisée par la seule loi de X. En particulier, deux variables aléatoires
de méme loi ont méme variance.

e La variance est un indicateur de dispersion. Si on décale toutes les valeurs de X, la variance
est inchangeée.

Définition 5.8. Lorsqu’une variable X vérifie o(X) = 1, on dit que cette variable est réduite.

Proposition 5.9 (Formule de Konig-Huygens). Soit X une variable aléatoire réelle X . Alors :
V(X)=E(X? - E(X)2.

Démonstration: V(X) = E(X — E(X))?) = E(X? — 2E(X)X + E(X)?) donc, par linéarité
de l'espérance (en tenant compte que E(X) est une constante donc est égale & son espérance),
V(X)=E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)? = E(X?) - E(X)% a

Proposition 5.10 (Variance d’une combinaison linéaire). On considére une variable aléatoire
réelle X et deux réels a et b. Alors : V(aX +b) = a®V(X).

Démonstration : On applique le résultat précédent : V(aX + b) = E((aX +b)?) — E(aX + b)?

soit V(X) = E(a?X? + 2abX + b?) — E(aX + b)? et donc, par linéarité de I'espérance,

V(aX +b) = a’E(X?) + 2abE(X) + b — (a®E(X)? + 2abE(X) + b?) = o? (E(X?) - E(X)?).
U
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Remarque. Pour toute variable aléatoire X de variance non nulle, la variable aléatoire
X - E(X)

est centrée réduite.
o(X)

Exemple. Reprenons 'exemple introductif. On complete le tableau de la loi de X :

k -3 1 2 Somme
P(X =k 1/6 [1/21/3 1
EP((X =k]) | -3/6]1/2]2/3| E(X)=2/3
EP(X =k]) | 9/6 [1/2]4/3|E(X?) =10/3

—
~—

On a donc V(X) = E(X?) —E(X)? = 10/3 — 4/9 soit V(X) = 26/9.

Remarque. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini. Alors V(X) =0
si et seulement si X est (presque stirement) constante.

5.2.2 Exemples classiques

Variables constantes

Comme on vient de le voir, pour tout variable aléatoire constante X on a V(X) = 0.

Loi Uniforme sur un ensemble fini

On a vu que si la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur I’ensemble a n éléments
n

{z1, -+ ,zp} alors E(X) = — Z x; est la moyenne arithmétique des z;. La formule de transfert
i=1
1 n
appliquée & f : x — 2% donne E(X?) = Z:c et donc V(X) = —fo —E(X)?: Cest la
i=1 n i=1
variance de la série statistique des x; !
-1
Remarque. Si X suit la loi uniforme sur [1, n] c’est-a-dire X ~ % ([1,n]) alors V(X)) = "’ B
1 1 & 1)(2 1
Démonstration : En effet, on a ici E(X) = nt et E(X?) = = Z (n+H@n+1) donc
2 n 6
V(X):(n+1)(2n+1)_(n+1)2:(n+1)(4n—|—2—3n—3). 0

6 4 12

Loi de Bernoulli, #(p), avec p €]0,1]|
Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(p). Alors V(X) = p(1 —p).

Démonstration: On sait déja que E(X) = p et la formule de transfert donne d’autre part
E(X?) = 0’P((X =0]) + 1?2P([X = 1]]) = p. On a donc V(X) = p — p? = p(1 — p). O

Loi Binomiale, %(n,p), avec p €]0,1[, n € N, n > 1
Soit X une variable aléatoire telle que X ~ AB(n,p). Alors V(X) = np(1 — p).

Démonstration : Pour n = 1, c’est le résultat précédent. Soit n > 2. Par la formule de transfert,

n n n|
EX(X-1)= k(k-1). (1—p = F(1—p)»* don
(X( ) k;( )<k> kZQ =2 k)!p( )
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2 = (n —2)! j n—2—j 2 S n-2) n—2—j
E(X(X-1)) =p°n(n-1) Z mpj(l—p) T =n(n-1)p Z j P’ (1-p) !
j=0"7" : =0

On a donc E(X(X — 1)) = p*n(n — )(p+ (1 — p))" 2 = p*n(n — 1) soit (par linéarité)
E(X?) =E(X) + p*n(n — 1) = np(1 + pn — p).
Finalement, V(X) = E(X?) — E(X)? = np(1 — p+ pn) — n?p? = np(1 — p). O

5.2.3 Variance d’une somme et indépendance

Proposition 5.11. 57 X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé fini (Q,P), alors V(X +Y)=V(X)+ V(Y).

Démonstration : D’apres la formule de Konig-Huygens,
VIX+Y)=E(X+Y)?) —EX +Y)?=E(X?42XY +Y?) — (E(X) + E(Y))?

soit (par linéarité) V(X+Y) = V(X)+V(Y)+2(E(XY) — E(X)E(Y)). On conclut alors par 5.6.
O

Remarque. Bien évidemment, 1a encore la réciproque est fausse! On peut en effet avoir
V(X4+Y)=V(X)+ V(Y) sans que X et Y soient indépendantes. ..

Exemple. On considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes et de méme loi de
Bernoulli Z(p) etonpose Z =X+Y et T =X -Y. Alorsona V(Z+T)=V(2X) =4V (X) et
V(Z)+V(T) =2V (X)+2V(X) (par indépendance de X et Y') soit V(Z+T) =V (Z)+V(T).
Pourtant Z et T ne sont pas indépendantes.

En effet, Z suit la loi binomiale de paramétres 2 et p donc P([Z = 2]) = p?. D’autre part,
T =1 =[X =1N[Y =0] donc P([T =1]) = p(1 — p). Comme [Z =2]N[T =1 =0Pona
finalement P([Z = 2| N [T =1]) # P([Z = 2])P([T = 1]).

FExercice. On considére deux variables aléatoires X; et X5 de lois de Bernoulli de parametres respectifs
p1 et po. Montrer que X7 et X5 sont indépendantes si et seulement si V(X; + Xz) = V(X;) + V(X3).

5.3 Inégalités probabilistes

5.3.1 Inégalité de Markov

Proposition 5.12 (Inégalité de Markov). On considére une variable aléatoire réelle X définie
sur un espace probabilisé fini (2, P).
E(X)

a

Si X est positive alors, pour tout réel a >0, on a : P([X > a]) <

Démonstration : Comme X est positive, E(X) = Z zP([X =z]) > Z zP([X = z]).
zeX(Q) r=za
On en déduit E(X) > ZQP([X:x]) =aP([X > a]). O

r>a

5.3.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 5.13 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). On considére une variable aléatoire
réelle X définie sur un espace probabilisé fini (2, P).

Pour tout réel € > 0, on a : P([|X —E(X)| > ¢]) < V(X).

Démonstration : La variable (X — E(X))? est positive et donc, d’aprés I'inégalité de Markov

(avec a = €2), P([(X — E(X))? > £2]) < E(X - IZE(X))Q) -

9



