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Chapitre 1

ALG EBRE LIN EAIRE : RAPPELS ET
COMPLEMENTS

1.1 Notations et Rappels

Nous nous plagons dans le coiisen généraR ou C.

1.1.1 Quelques éfinitions et notations
Définition 1.
On notera
K? 'ensemble des vecteurs de taitle
K™*? ou M,, ,(K) 'ensemble des matrices carrées de taillex p (a m lignes etp co-

lonnes).
M (K) = M, (K) 'ensemble des matrices carrées de taitle< m.

Propriété 1.
M, »(K) muni de I'addition et du produit par un scalaireefinit un espace vectoriel (cad,
VA, B € My, p(K) eta € K, 0A + B € M, ,(K)).

Propri été 2.
M, (K) muni de plus du produit entre matricegfthit une al@bre. Rappel sur le produit :

m
la matriceC' = AB est cfinie parC;; = Z A;j. By
k=1
Définition 2.
Soit A une matrice deM,,,(K). A est dite inversible ou réguliére si il existe une matrige
telle queAB = BA = I. La matriceB est alors notéel ! et appelée inverse dé.
I désigne la matrice identité det,,(K) : I;; = d;; ou J;; est le symbole de Kronecker (il vaut 1
si¢ = j et 0 sinon).

Propri été 3.
Soit A une matrice deM,,, (K). Les propositions suivantes sa@guivalentes :

1. A estinversible,

2. kerA = {0},

3. ImA = K™,

4. il existeB € M,,(K) telle queAB = I,
5. il existeB € M,,(K) telle queBA = I,



Définition 3. (et Propriéte)

L'ensemble des matrices det,,(K) inversibles est noté&'L,,(K) et constitue un groupe
pour la multiplication dans\1,,,(K) qu’on appelle groupe linéaire.
L'ensemble des matrices det,,(K) inversibles et de déterminant égal a 1 est i, (K) et
constitue un groupe pour la multiplication dahs,, (K) qu’'on appelle groupe spécial linéaire.
Définition 4.

Soit A une matrice deM,, ,(K). On appelle respectivement matrice transposéd,detée
AT, et matrice adjointe dd, notéeA*, les matrices de\,, ., (K) définies par

A*=AT SiIK=R,

T siK=C.

Aly=Aji V(i j) € {L,..om} x {1,...p} et { A=A

Proposition 1.

Soit A une matrice deM,, ,(K). Alors :
dim ImA = dim ImA*,
kerA* = (ImA)*,
ImA* = (kerA)*t.

Définition 5.

Soit A une matrice de\,,,(K). La matriceA est dite

- diagonale sid;; = 0 pour tout(i, j) tel quei # j
(on désigne alorgl par diagf\1, - - - , A\;p), OUN; = A;; pour touti € {1, ....,m}),

- symeétrique sid = AT,

- orthogonaled—! = AT,

. unitaire siA~! = A*,

- normale siAA* = A* A,

- hermitienne s = A* etK = C,

- auto-adjointe s = A*,

- symeétrique positive, lorsque = R, si A est symétrique et si pour tout vectaude K™,
oI Av >0,

- symeétrique définie positive, lorsqlie = R, si A est symétrique et si pour tout vecteude
K™\ {0}, vT Av > 0.

- hermitienne positive, lorsquE = C, si A est hermitienne et si pour tout vectaude K™,
oL Av > 0,

- hermitienne définie positive, lorsqi& = C, si A est hermitienne et si pour tout vecteur
deK™\ {0}, 77 Av > 0.

- triangulaire inférieure si;; = 0 pour tout(z, j) tel quei < j.

- triangulaire supérieure 8j; = 0 pour tout(s, j) tel quei > j.

Quelques exemples de matrices

- Une matrice symétrique non hermitienne :

()

- Une matrice hermitienne non symétrique :

()

- Une matrice symétrique et hermitienne :
2 1
1 2

6



- Matrice de Householder :
Soitv un vecteur non nul. On définit la matrice de Householdercgsd! (v) par H (v) =
I-2 T;}’Z Cette matrice est symétrique et orthogonale. Elle esici#ss a la symétrie or-
thogonale par rapport a I'hyperplan orthogonal. &i = est un vecteur quelconque ®ete
vecteur de cet hyperplan tel que= av + u, alorsH (v)z = —av + u.
Elle a les bonnes propriétés suivantes :

Si e est un vecteur unitaire vérifiant# + ||v|| e, alors

H(v+[lvle)v = —lv]le et H(v—|vlle)v=+]v]e.

On peut déja constater qu&(v + ||v|| e) transforme un vecteur qui a priori peut ne pas
avoir de composantes nulles, en un vecteur qui n'aura gucangosante non nulle pour
dans la base canonique. Les matrices de Householder noustgent ainsi de mettre en
place des méthodes de réduction des matrices (voir lgstdmsuivants).

- Matrice de Givens :
La matrice de Givens est une matrice de rotation. &ait angle. La matrice associée a la
rotation d’anglef est la matrice de Givens :

1

1

avecc = cos(f) ets = sin(f). Les éléments non diagonaux non représentés sont nuls.
Cette matrice est orthogonale et vérifie des propriédash$ables a celles de la matrice de
Householder.

1.1.2 Theorie spectrale - Preméres reductions

SoientA, B € M,,(C); tr (A) : trace deA ; det(A) : déterminant ded.
Définition 6.

On appelle permutation d’ordre, toute bijection de 'ensemblgl, - - - , m} dans lui-méme.
L'ensemble des permutations d’ordre est notéS,,,. On appelle signature d’une permutation
o € S, le nombre

(o) = (=1)P@) avec  plo)= > Tav,(i,j),
1<i<j<m
N .. _J 0 sio(i)<o
0UInvo (i, j) _{ 1 sio(i) > o(j).
Définition 7.

On appelle trace del et on notetr A la somme de ses éléements diagonaux. On appelle

déterminant ded le nombre

m

detA = Z (o) Haw(j) .

O'ESm =1



Propri &té 4.
La trace et le @terminant @rifient les proprétes suivantes :
tr (AB) = tr (BA),
det(AB) = detA detB = det(BA),
La trace et le éterminant sont invariants par changement de base.
Propri été 5.
Désignons pav,,—1 (7, j) le determinant de la matrice cage de taille(m — 1) x (m — 1)
extraite deA par suppression de laéme ligne et de Ig-éme colonne. Alors, pour tout €

{1’ e ’m}
detA = 3 (~1)*a;30m1(i,5).
7=1

Cette relation offre une premiére technique de calcul d&terminant. Mais le colt en temps
de calcul d’'une telle méthode est rédhibitoire : de I'erdie (m!). La programmation de cette
technique est alors fortement déconseillee dés lorsigu&est plus de I'ordre de I'unité.
Définition 8.

On appelle polyndme caractéristique et on nBtg\) (ou x 4(A)) le polyndme

Xa(A) = Pa(\) = det(A — \I).

Sesn racines complexes sont appelées valeurs propres @it \; une valeur propre dd. On
dit que \; est une valeur propre de multiplicitg si \; est une racine d€4(\) de multiplicitén,.
L'ensemble des valeurs propres deest appelé spectre deet est notér(A).
Définition 9.

Soit A une valeur propre dd. On dit quez est un vecteur propre dé associé & siz # 0
etAx = Ax.

Définition 10.

Soit A une valeur propre del. On appelle sous-espace propre assocké la@ sous-espace
E\ =ker(A — AI). On appelle sous-espace spectral ou caractéristiquei@ssole sous-espace
= UkZlkel"(A - )\I)k
Remarque 1.

Il existe ko tel queF), = Uy<g<poker(A — AI)F = ker(A — AI)o.

Définition 11.

d
Soit P(X) = Z%Xi un polyndme sutC. On noteP(A), polyndme de la matricel, la
i=1

d
matricez ;A"
i=1
Remarque 2.
Soient P(X) et Q(X) deux polyndmes su€. Alors P(A)Q(A) = Q(A)P(A). Si \ est
valeur propre del alors P(\) est valeur propre d€(A).
Démonstration : Soit vecteur propre associeXaAlors, A%2x = A(\x) = \2x. Par récurren-
ce, on montre quel’z = APz etainsiP(A)x = P(\)x.
Théoreme 1. (lemme des noyaux)
Soient\y, - -+ , A\, lesp valeurs propres distinctes dé € M,, (K). On noten; leurs multi-
plicites | < n; <metd?_, n; =m), alors
p
C™ =@al_Fy, oU Fy, =ker(A—\)", n;=dim F,, et Pa(A)=]]n—-N".
i=1



Définition 12.

A € M,,(C) est toujours triangularisable, cad : Il existetriangulaire etP € M,,(C)
inversible telles qué*TP~! = A.
A € M,,(C) est diagonalisable (cad, il existe diagonale et”? € M,,(C) inversible telles que
PDP~! = A)ssiF), = E), (autrement ditdim (E),) = n;) pour toute valeur proprg; de A.

Démonstration de la premiére partie (par réecurrencéestaille m de la matrice) :
P4 admet une racine darisnotée). A admet un vecteur propreassocié a la valeur prope Il
existe alors une matrice de changement de Basmontenant telle queA = PlAPl‘l, avecA
de la forme
by Qg o Qup,

ou B est une matrice de dimensi¢m — 1) x (m — 1).
Hypothese de récurrence3: = PQTBPQ‘1 avecT g triangulaire etP, inversible. En posant finale-
mentP = P, P; avecPs; définie par

et(f2, -, 0m) = (a2, -+, )P, On obtient

A B DB
0
P71AP =
0
Théoreme 2. (tleoreme de Cayley-Hamilton)

Pu(A) = 0.

Démonstration : SHA est diagonalisable : Sait un vecteur propre et la valeur propre as-
sociée. Alors on &4(A)xz = P4(\)z = 0. On en déduit que tout vecteur propredlest dans le
noyau deP,(A), ce qui implique queP4(A) = 0, puisqu’on peut trouver une base de vecteurs
propres.

Si A est non diagonalisable, on utilise deux résultats nomatriv: Densité de I'ensemble des
matrices diagonalisables dans I'ensemble des matricesmenaité de I'applicatiord — P4 (A).

Définition 13.
On appelle polyndme minimal dé le polyndme de plus petit degré et de coefficient de plus
haut degré égal a 1, qui s'annule gn

Remarque 3.
Si A admetm valeurs propres distinctes deux a deux, alors le polynénmémal est égal au
polyndme caractéristique. La réciprogque est fausse.

Exercice : Qu'en est-il de la matric{% (1)> ?
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Remarque 4.
Soit B; une base dé),, alorsB = U!_, B; est une base dé€™. Notons P la matrice de
changement de base associée, alors

Ay 0
P7lAP = _
0 A,
ou A; est une matrice carrée de taileayant pour unique valeur propke avec la multiplicitén,,
et pouvant étre réduite selon la forme de Jordan. Chagueeut s’écrire sous la forme

)\z’ €1 0
En;—1

avecey, € {0,1} pourk =1,--- ,n; — 1.

Si la matrice est diagonalisable, la forme de Jordan donnealsice diagonale. Sinon, cette
forme peut étre qualifiee “forme diagonalisée des masrimon diagonalisables”.

Théoreme 3. (tleoreme de Schur)
Pour toutA € M,,,(C), il existeU unitaire U ~! = U*) telle queU* AU soit triangulaire.

Démonstration 3P matrice de changement de bas@dtiangulaire telles quel = PT P!,
Soienty; les vecteurs colonnes d& Soientu; les vecteurs obtenus par orthonormalisationwdes
respectant la relatioWect{vy, - -+ , v} = Vect{us, -+ ,ux} pour toutk. Une telle opération est
toujours possible, par le procédé d’orthonormalisatierGram-Schmidt par exemple. La matrice
U engendrée par lag est donc unitaire d/* AU est triangulaire.

En effet, 3T triangulaire telle quedP = PT <= Vect{Avy,--- , Avg} C Vect{vy, - ,vx}
— Vect{Auy,- -+, Aux} C Vect{uy, - ,ur} <= IR triangulaire telle queAU = UR.

Autre démonstration : On aurait pu reprendre la démotistraelative a la définition des

matrices triangularisables en complétamqtar une famille de vecteurs orthogonaux.a

Théoreme 4.
La matrice A, de valeurs propregy, - - - , A\;,, €st normale 4 A* = A*A) si et seulement s'il
existe une matrice unitairg telle queA = Udiag(\1, - - , A\, )U™. De plus,A peut sécrire

m
A= E )\,uzuf,
=1

ou lesu; désignent les colonnes d& autrement dit, les vecteurs propres de

Remarque 5.
Cette écriture permet la mise en place d'une techniquesdiection de matrice lorsque cer-
taines valeurs propres sont petites par rapport a d’'autres

Théoreme 5.
La matrice A, de valeurs propred, - - - , A, €St auto-adjointe{ = A*) si et seulement s'il
existe une matrice unitair€ telle queA = Udiag(\y, -+, \,)U*, avec); € R.

Démonstration : corollaire du précédent.
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Théoreme 6.

Soit A une matrice auto-adjointe4d = A*). A est positive si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives ou nulled.est dfinie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

Théoreme 7.
Soit A une matrice auto-adjointe positive. Aloi®3 notee A'/2 telle queA = B2,

Démonstration : Existence4 = UDU* avecD positive. On prend alorA telle queD = A2,
Immédiat puisqueD est diagonale a élements positifs. On a al&rs= A* et on peut écrire
A = B? avecB = UAU*. L'unicité sera vue en TD.

1.1.3 Normes et suites de matrices

Définition 14.
Une norme sufC™ est une application, notée||, de C™ dansR* qui vérifie les propriétes
suivantes

1L.VzeCm, |z|=0=2=0,
2. Yz e C™ YA eC, |Az|| = |\ |z,
3. Vo e C", vy € C™, [lz +yl| < ||zl + [lyll

Quelgues normes usuelles :

1
m 2
La norme euclidienne f{z||, = <Z \xi]2>

i=1

1
m v
La normel? : ||z||,, = (Z ]mi]p> ,p>1,
i=1

Lanormel™ : ||zl ., = maxi<i<m |i.

C™ est de dimension finie donc toutes les normes@Ursont équivalentes. En particulier,
rappelons les relations d’équivalence :

Izl < lll, <mYP 2l et Jally < flally < Vil

Définition 15. (Norme matricielle)
Une norme||-|| sur M,,,(C) est dite matricielle si elle vérifie pour toutes matricésB €
M, (C)
IAB| < [|A[{I B -

Définition 16. (Norme subordonree)
Soit||-|| une norme vectorielle si@™. On lui associe suM,,,(C) une norme matricielle dite
subordonnée a cette norme vectorielle et définie parr. fpate matriced € M,,,(C)

Az
4= sop 1Al
zeCm o0 2]

Quelques relations d’équivalence pour les normes suboiis usuelles :
m YAl < Al < m' P Al mT V2 [ Ally < (Al < m Al

Proposition 2.
Soit||-|| une norme matricielle subordoéa surM,,, (C). Alors

11



1. Pour toute matrice4, la norme|| A|| est aussi éfinie par

[All = sup |lAz| = sup [lAz],
eCm, ||z =1 veCm, ||z <1

2. llexister4 € C™, x4 # 0tel que

3. La matrice ident# \érifie
1] =1,

4. Une norme subordo@e est bien une norme matricielle.

Définition 17. (Norme de Frobenius)

Allp = ayl? = (tr (AT 4))'/2

1<i,j<m
La norme de Frobenius est une norme matricielle non subofgon

Définition 18. (Conditionnement)
Soit A inversible. On appelle conditionnement derelativement a la normég:||, le nombre
cond(A) = ||A]] HA_lH.

Propri été 6.

Si A est carée syratrique cfinie positiveconds(A) = ﬁ?fx((j))’ OU A\pax(A) et Apin(A)
désignent respectivement la plus grande et la plus petitewslpropres ded.
Remarque 6.

Le conditionnement est une quantité qui joue un rdle ingrardans la résolution numérique
des systemes linéaires. En effet, on verra qu'il est uicatdur de la stabilité numérique des
méthodes directes et de la vitesse de convergence desdaétitératives.

Définition 19. (Rayon spectral)
On appelle rayon spectral d&: p(A) = max,c,(a) |Al-

Théoreme 8.
Pour toute norme subordoBe||-||, p(A) < || A]|.
Réciproquement Ve > 0, 3|-||. une norme subordoie telle que| A/, < p(A) + ¢.

Proposition 3. (Autres résultats)

— (A" V" — p(A) quandn — oc.

— (A™),, converge ssp(A) < 1.

— exp(tA) — 0 quandt — oo SSiVA € o(A), Re(A) <0

— exp(tA) bornée ssi¥\ € o(A),Re(A) < 0et[Re(\) =0= E) =F,]).

Ce type de résultat intervient dans la résolution destgyss d'équations differentielles a
coefficients constants.

1.2 Deécompositions usuelles

Nous avons jusqu’a présent introduit quelques objetgifela la théorie de I'algebre linéaire.
Nous proposons ici quelques premiers outils qui jouerontilanfondamental dans la résolution
de systemes linéaires.

Une matrice peut souvent étre difficile a inverser. Il esidappréciable de pouvoir la décom-
poser en plusieurs matrices dont les propriétés sontgmaistageuses.
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1.2.1 Decomposition polaire

Théoreme 9.
SoitA = (Aij)1<ij<m € Gly(C), alors il existe un unique couple de matriaqgs, U), avec
H hermitienne éfinie positive, et/ unitaire (U ~! = U*), tel queA = HU.

Démonstration : Supposons que l'on peut éctdre= HU avecU unitaire etH hermi-
tienne alorsAA* = HUU*H = H?. On en déduit qued est unique et hermitienne positive
nécessairement donnée gar= (AA*)/2,

On peut toujours choisiff = (AA*)'/2 et poserA = HU. |l suffit de prendrel/ = H~'A.
Montrons alors que? ' A est unitaire UU* = H'AA*(H~')* = H-'H?(H~1)*, or H est
hermitienne don&’U* = I. L'unicité de H implique celle ddJ.

Remarque 7.

Si A est non inversible, on a existence Heet U (il suffit de regarded, = A + <I). Mais on
n'a pas l'unicité.
Remarque 8.

Endim 1, pourz € C*, 3lp > 0 etu tels quelu| = 1 etz = pu. Il existe un uniquéd € [0, 27|
tel queu = €. D’oll le nom de la decomposition.

1.2.2 Decompositions LU, LDU, de Cholesky

Théoreme 10. (Factorisation LU)

Soit une matriced € M,,(K) dont toutes les sous-matrices d’ordkec {1,--- ,m}, de
la forme (A;;)1<i <k, sont inversibles. Il existe un unique couple de matrices), avecU
triangulaire sugirieure, et triangulaire inferieurea diagonale uni (i.e.l;; = 1), tel que

A=1LU.

Démonstration : Par récurrence sur
Sim =1, évident.
Supposonst € M,,(K), m > 1 et la propriété vraie au rang — 1. On écrit alors

A X

YT ¢
aveca € K, X e K" 1Y e K™ 'etd € My_1(K). N
Par hypothése de récurrenég, U) tel queA = LU avecU triangulaire supérieure dt trian-
gulaire inférieure a diaginale unité.

Posons alors

=m0 v=(03)

oul,z € K™ ! etu € K sont a déterminer. En identifiant, on trouve qu'il faut etilgsuffit de
prendrel, ~ etu tels que :
x LU = A déja vérifie.

« TU = YT cadl” = YTU! possible cail/ inversible par hypothése suf sous-
matrice diagonale dd.

* Lz = Xcadz = L71X possible car inversible par hypothése sur sous-matrice
diagonale ded.

x Tz4+u=acadu=a—17z.

Remarque 9.

On voit que l'unicité provient du fait que I'on impose unegonale unité d. On verra un
algorithme efficace de détermination fetU. La technique qui apparait dans cette demonstration
n'est pas optimale.
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Remarque 10.

(? (1)> n'admet pas de décomposition LU
Corollaire 1. (Factorisation LDU)

Soit une matriced € M,,(K) dont toutes les sous-matrices d’ordkec {1,--- ,m}, de
la forme (A;;)1<i j<k, SOt inversibles. Il existe un unique triplet de matri¢ésD, U ), avecU
triangulaire sugerieurea diagonale uni (i.e.u;; = 1), L triangulaire inferieurea diagonale uni
(i.e.l;; = 1), et D diagonale, tel que

A=LDU.

Démonstration : SoitLg, Uy) les matrices associées a la décomposition LUAd®N pose
alorsL = Ly, D = diag(Uy) etU = D~'Uy. Alors L, D etU satisfont les propriétés souhaitées.
Leur unicité provient de I'unicité de la decompositiobJ L

Remarque 11.
D ne contient pas en général les valeurs propred.dee. L # U~1). Il ne s’agit pas d’une
diagonalisation.

Remarque 12.
Ces théoremes s’appliquent aux matrices définies pesitiar leurs mineurs fondamentaux
sont non nuls (i.e. les déterminants des sous-matricgeilides sont non nuls).

Corollaire 2. (Factorisation de Cholesky)
Soit A une matrice sy trique ieelle, éfinie positive. Aors il existe une unique matriéelte
B triangulaire inferieure, telle que tous cédéements diagonaux soient positifs, et geiifie

A= BBT,

Démonstration : Soifl symétrique définie positive M,,, (R).
On sait alors qu'il existe un uniqud., D, U) tel queL triangulaire inférieure & diagonale unité,
U triangulaire supérieure a diagonale unité@etliagonale.
e PuisqueA est réelle symeétrique, on4 = A* = U*D*L* avecU* triangulaire inféerieure a
diagonale unite* triangulaire supérieure a diagonale unitdXétdiagonale.
Puisque la decomposition LDU dé est unique, on en déduit. = U* et D = D*. Montrons
alors queD est définie positive(Ax,xz) = (LDUx,z) = (DUx, L*z) = (DL*z, L*x). Or A est
définie positive ef. inversible, donc pour tou, il existex tel quey = L*z et donc(Dy,y) > 0
siy # 0.
On peut alors prendr®, = D'/2, puis poserB = LDy etC = DyU. Ainsi B est triangulaire
inférieure de diagonaléiag(D,) et C est triangulaire supérieure de diagondleg(D,) aussi et
telles qued = BC.
e Il reste & montrer qué€ = BT. Pour cela, on écrit d’'abord = AT DoncCT'B = BTC1,
On vérifie aisement qué” ' B est triangulaire inférieure a diagonale unité et difeC—! est
triangulaire supérieure a diagonale unité. Puisgeseiont égales, on en déduit cﬁ]é“lB =
BTCc-1=1.DouC = BT.
Cette démonstration utilise un raisonnement qu'il estd®savoir utiliser mais on peut faire plus
simple ici : La demonstration d€ = B” découle rapidement de = U*.
e Démontrons maintenant l'unicité : SoieBY et By réelles triangulaires inférieures telles que
BBT = B,BY. Alors B;'B; = BIBT ™", L'une est réelle triangulaire inférieure et I'autre
réelle triangulaire supérieure. Elles sont donc diatgméEt il existeD une matrice réelle diago-
nale telle queB, ' B; = D.
Puisqued = By BY, onaalorsA = ByD(ByD)! = BoDDTBI = ByD?BY. Or A = By, BY,
doncD = I. On en déduitB; = Bs.

14



Remarque 13.
Pour des matrices symétriques définies positives, @& < A;; pour tout(i, j).

Remarque 14.

Si une matriced admet une décomposition de Cholesky, alérest symétrique définie posi-
tive. Cela est un moyen algorithmique numérique de vegfieune matrice est symétrique définie
positive. En effet {BBT)” = BB et(BBTz,z) = (BTxz, BTz) = ||Bz|| > 0(= 0 ssiz =
0).

Remarque 15. Inrét des matrices triangulaires ou diagonales

Les matrices diagonales sont inversibles de maniere date
Les systemes associés a des matrices triangulairesaeent rapidement par des techniques dites
de remontée ou de descente suivant que la matrice estulémgsupérieure ou inférieure.

1.2.3 Decomposition QR

Théoreme 11. (Factorisation QR)

Soit A une matrice éelle inversible. Il existe un unique couple de matri@@sR), ou @ est
une matrice unitaire@ ! = Q*), et R une matrice triangulaire sugrieure dont tous leglements
diagonaux sont positifs, tel que

A= QR.

Démonstration A estinversible donc ses vecteurs colonfigs- - - , ¢,,, } constituent une base
de R™. Par orthonormalisation de Gram-Schmidt, on constfuit, - - - ,u,,} tel que pour tout
k <m,Vect{uy,- - ,ux} = Vect{cy,- - ,cx}. NotonsR la matrice de passage fle;, - - - , u,,}
a{ci, - ,om ), Qcelle de passage deyq, - - e} af{ur, -+, um}-

Alors, A = QR; par le procédé de Gram-Schmidt,est triangulaire supérieur&) est unitaire
puisque{uq, - - ,u,,} est orthonormée. Il reste & assurer dquest a diagonale positive. Ceci

vient du procédé d’orthonormalisation ou I'on peut iioun vecteur ou son opposé de fagon a
imposer une composante positive dans la direction voulege@ondition joue un role essentiel
dans 'unicité de la décomposition :

Supposons qu'il existe deux décompositions Q&;, R;) et(Q2, R2). Alors RgRl_l est orthogo-
nale (car égale Qngl). Elle est aussi triangulaire supérieure. Comme touteicediriangulaire
orthogonale est égale a 'unité, on en déduit fye= R, et ainsiQ, = Q-.

Remarque 16.

Le procédé de Gram-Schmidt donne un premier exemple atittigne de factorisation LU
mais on en verra un plus intéressant car plus stable ngu@rient (par rapport a la propagation
des erreurs d’arrondi).

Corollaire 3.
SoitA € M,, »(R) avecm > n etrang(A) = n; alors il existe(Q, R) tel que@ € M,,(R)
orthogonale et® € M,, ,,(R) triangulaire sug@rieure avecA = QR.

Démonstration : Appliquer la decomposition QR a la nuatd = (A B) ou B completeA
tel queA € M,,(R) inversible. On alor¢Q, R) avecRk = (R, R») tel queR; € M, ,(R). |l
suffit alors de prendr§) = @ et R = R;. On remarque que, le choix d&n’étant pas unique, la
décomposition QR n’est pas unique dans ce cas.

1.2.4 Decomposition en valeurs singuéres

Définition 20.
Les valeurs singulieres dé € M, ,,(C) sont les racines carrées positives des valeurs propres
de A* A (qui est hermitienne positive).
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Théoreme 12. (E:compaosition SVD)

SoitA € M,, ,(C) de rangk. Elle admet alors: valeurs singulres strictement positives :
op > --- > o > 0. Etil existeU € M,,(C) unitaire etV € M, (C) unitaire telles que
A =USV* avecS € M, ,,(C) de la forme :

D 0 N )
<0 0> ou D = diag(o1,- -+ ,0%)

Démonstration :

x € ker(A*A) = ¥ A* Az = 0 = ||Az|| = 0 = = € ker(A).
x€ker(Ad) = Ar =0= A*Az =0 = z € ker(A*A).
Ainsi, ker(A*A) = ker(A) et doncA* A a exactement valeurs propres strictement positives non
nécessairement distinctes et k) valeurs propres nulles. Noton$, i = 1,--- , k ces valeurs
propres. Soifvy, - - - , v} une famille orthonormée de vecteurs propreside associés aus?.
Soitu; = O';lA’UZ'.
Alors AA*u; = al._lAA*Avi = ai_laizAvi = aizui.
et(u;,uj) = (O’;lA’UZ',O';lAUj) = 0';10;10'1-2(2}2‘,2}]') = 0i;.
Ainsi, lesu; sont des valeurs propres ded* associées aux? qui constituent une famille ortho-
normale. On compléte les 2 familles par des vecteurs pastitoer des familles orthonormales :
uy,- -, up complétée patyq,- - ,u, — U unitaire.
vy, -,V COMplétée pavy1,--- ,v, — V unitaire.
Regardons enfiV* AV :

U*AV:U*(01u1 e ORUE o --- O)

car Av; = o;u; par définition des:;. Ainsi,

o1 0 0
0
U*AV = Tk
0
o
0 0 0

puisquel est unitaire.

1.3 Théorie Spectrale

Cette section a pour but de donner quelques caractérisatis valeurs propres d’'une matrice.
On s'intéresse dans un premier temps a des matrices fernas.

Définition 21.
Soit A € M,,,(C) une matrice hermitienne ete C™ \ {0}. On noter4(x) le nombre%
appelé quotient de Rayleigh-Ritz.

Théoreme 13. (Rayleigh - Ritz)
SoitA € M,,,(C) hermitienne dont les valeurs propres sont ordees:

)\min:)\l S)\Q < S)\m:)\max
Alors :

)\m X — et )\min = mi .
ax = 102X ra(z) min ra(z)
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Remarque 17.
x = ||z|| & avecz de norme 1. Et ainsiAn) — (Az, z).

(z,2)
On en déduit queup,ccm ;4o ((Amfg)

compact. Le sup et I'inf sont alors atteints.

Démonstration du théoremeiU unitaire telle queA = UDU* et D = diag()\y, - - -

Alors on voit facilement que 4 (z) = rp(y) avecy = U*x.
D’autre part,

m m m
)\min Z |yz|2 S 7"D(y) = Z )‘z|yz|2 S Amax Z |yz|2
i=1 i=1 i=1

Siy vérifie ||y|| = 1 alorsA\pin < 7p(y) < Amaz €t Amin €St atteint pouy = (1,0, - -

Amaz €St atteint pougy = (0,---,0,1).
Enfin, puisqueJ est unitairemax,|—; ra(z) = max, -1 7p(y)-

Corollaire 4.
(Az,z)

= SUPgecm ||z|=1(47, ). Or, {z € C™ [[z|| = 1} est

s Am).

,0) et

SoitA € M,,,(C) une matrice hermitienne ete C™. On posex = o € R Alors

a(A)N] — 0o, # O et o(A) N Ja,+oo[#D.

Théoreme 14. (Caracérisation min-max de Courant-Fisher)
Caractrisation de toutes les valeurs propres :

SoitA € M,,,(C) hermitienne de valeurs propreg < Ay < --- < A,

Soitk € {1,--- ,m}. Alors :

min max ra(z) = A
Wi, Wy €EC™M 20, 2 Lwy, Wk

max min ra(x) = Ag.
wi, e wr—1€C™  x#£0,z Lwy, w1

Démonstration : On diagonalisé€ = UDU* avecD = diag(A1, -+ , A\m).
Alors

m
max rp(U*x) = max E Nilyil?
@70 lyli=1 i=1
o lwy, Wi y LU w))j=1, m—k
m
> max E iyl
lyll=1 i=1
y LU w;)j=1, m—k
y1="=yp—1=0
m
— by 12
- max il
llyll=1 i=k
yJ-(U*wj)jzl,m,mfk
y1="=yp—1=0
m
2
> M\ max E lyil* = M.
lyll=1 i=k
yL(U*wj)j=1,.. ;m—k
ylz"':yk—lzo
Ainsi
min max rp(y) > Mg .

Wi, Wy EC™M
llyl=1
yL(U*wj)j=1,... m—k
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Regardons le cas particulier; = U,;,_;j 41, pourj =1,--- ,m — k.

m
min max rp(y) < max rp(y) = max Z)‘i|yi|2 = .
W1, W €EC™ .
lyll=1 lyll=1 lyll=1 =k
yL(U*w;)j=1,. ,;m—k yL(U*Um—j41)j=1, m—k Yht1==Ym=0

En effet,{U*Um_jH}j:L... m—k = {em_j+1}j:1,... m—k = {el}l:k+1,... m-

Remarque 18.
On écrit aussi :
min max 7r4(x) = A.
SCcCm;dim S=k  z#0,z€S ( ) K
On peut désormais établir un premier résultat de peatioi :

Théoreme 15. (Weyl)
SoientA, B € M,,(C) hermitiennes ei\;(A), \;(B), A\i(A + B) rangées dans l'ordre
croissant. Alors, pourtolt = 1,--- ,m :

Ae(A) + A1 (B) < M(A+ B) < \e(A) + An(B).

Conséquence : I8 a des valeurs propres petites devant celleglda matriceA + B a des
valeurs propres proches de cellesAle
Démonstration : Pour tout € C4, A\;(B) < rp(x) < An(B).

Ainsi
M(A+B) = i
HATE) = G T
= min max (ra(x) +rp(x))

dim S=k  z#0;z€S
> mi M (B)) = M(A) + M\ (B).
z min #rg%(mmw 1(B)) = M\(A) + M(B)

La demonstration de I'autre inégalité se fait a I'aidel'dutre caractérisation.

Corollaire 5.
Soient4, E € M,,,(C) hermitiennes aveE|| < ¢ ou ||-|| est une norme subordoée.
Alors A\, (A+ E) — M\ (4)] <e.

Intéressons nous maintenant a des perturbations noardibeg, cad au cas non hermitien.

Théoreme 16. (Gershgorin)
SoitA € M,,,(C) et A une valeur propre del. Alors

NEUL D ol Di={zeCila— Al £ Y| Ayl).
JFi

Remarque 19.
Les D; sont appelés disques de Gershgorin.

Démonstration du théoreme : Spite C™ tel queAx = Az et|z;| = max;(|z;]).
A!or? Ax; = z;nzl Aijwj d'ou ()\ - A“).%'Z = Zj?gi Aijwj-
AInsi A — Ajillx] < 325, Al

Corollaire 6.
SoitA € M,,,(C) a diagonale strictement dominante, alotsest inversible.

Démonstration ‘A non inversible <= X\ = 0 valeur propre ded — il existe i tel que
|Aii| <375, |4ijl, ce qui contredit 'hypothese sut.
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Remarque 20.
En utilisantA”, on a le méme type de résultat sur les colonnes :

AeUR{z€eC; |z — Aul <) 45l
J#i
Théoreme 17. (Gershgorin péci)
Si I'union dek desm disques de Gershgorin est un ensemble disjoint des auiresk
disques, alors cette union contient exacterkewaleurs propres.

Démonstration : Poson$ = D + B avecD = diag(A) et A, = D + eB. Supposons que les
k disques sont lek premiers pour simplifier I'écriture. On pose alors

Gk(E) = Ule{z e C; |Z — A“| < Z€|A1]|} .
J#i
Pour0 < ¢ < 1, on aGg(e) C Gg(1). D’autre part, pour tout < k, on a\;(4g) € Gr(0) C
Gr(1). Etant donné qug;(Ap) et \; (A1) sont jointes continlment a l'intérieur dg; (1), celui-ci
contient au moing valeurs propres. De méme pour les autres sous ensembigsldonclusion.
En fait, G (0) = UE_, {\;}.

Corollaire 7.
Soit D diagonale et telle que|| E||, < ¢, alors

VAe € 0(D+ E), 3X € o(D) telque|r. — A\ <e
Démonstration :
Ae €URL{z€Cs |z =N — Bl <D |Ejl} CUR {2z €C; 2= N <D |Ejil}.
j#i J

Attention : Ce résultat ne s’étend pas au cas de matricelea@pgues mais il s’étend au cas
des matrices diagonalisables. On le connaissait déja ldacas ouD et F sont toutes les deux
hermitiennes.

Proposition 4.
SoitA € M,,(C) diagonalisable avee = PDP~!. SoitE € M,,(C) telle que||E||, < e.
Alors,
VA. € 0(A+ E), X € o(A) tel que|\. — \| < K(P)e

oll K(P) = ||P| ., ||P7!||, estle conditionnement en norme infiniede

Démonstration A+E = P(D+P~'EP)P~!. Il suffit alors de considérer les valeurs propres
deD + P~'EP. Puis,|-||, étant matricielle|| P~ EP|_ < K(P)e.

Remarque 21.

On a écrit la proposition précédente pour la norme infimés elle est vraie pour toute norme
||I|| vérifiant que||A|| = max;(A;;) pour toute matrice\ diagonale. Elle est donc en particulier
vraie pour toutes les matrices usuelle,.

Corollaire 8.
Si A est normale ef’ telle que|| E||, < ¢, alors

N €0(A+E), INe€o(A) telsquelr. — \| <e.
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Théoreme 18.
Soit4 € M,,(C) diagonalisable aveel = PDP~'; D = diag(\;).
Soitz € C™ et )\ € C. On poser = Az — \z. Alors

71,

1],

I € o(A) tel que|\ — \| < K(P)

Démonstration : Supposons¢ o(A) (sinon, c’est évident).
Alorsr = P(D — AI)P~14. Alors,

2] = HP(D—M)—lp—er

IN

K(P)||(0 = An1| I
1

IN

K(P) |l (minyco(ay A = A

Remarque 22.
On a vu un certain nombre de résultats qui donnent des d&timales valeurs propres d’'une

matrice perturbée. Le cas des vecteurs propres est dinatdé

. 1 ¢
Soit A, = (5 1
de Ay. Mais les vecteurs propres di sont(1 1)7 et (—1 1)7. Les vecteurs propres dé& ne
permettraient pas d’avoir une estimation de ceuxide
Sion prend\ = 1 etz = (1 0)7, onar = (0 £)”. On peut en déduire queest proche dé (A.)
mais on voit bien qu’il serait faux de penser qu’un vecteppe deA est proche dé.

) . Ses valeurs propres sontt- e qui sont proches dg, la valeur propre double

Remarque 23.

Soit A, = 0 1). OnalorsA, — Ag quands — 0, 0(A4.) = {£/c} eto(4y) = {0}.

0

Dans ce casiy = A. + F avec| E||, = . Mais3C tel que|\. — \| < C || E||, équivaudrait a

dire gu'il existe une constanté telle que,/= < ¢, Ve > 0. Ceci est FAUX. Le résultat n’est pas

vrai dans ce cas. L’hypothése non vérifiee est le fait 4y@e soit pas diagonalisable.

On peut aussi regarder de plus prds Elle est diagonalisable, de matrice de passBge=
11 1 (Ve -1 ) e are

<\/g _\/g>’ avec|| P, = 2. EtP-! = - <_\/g ) ) avec||P= 1| = S0z - Ainsi

K (P) tend vers l'infini quand tend vers 0.

1.4 Applications

1.4.1 Imagerie nurrerique

L'imagerie numérique a longtemps été un exemple d'aptibn de la SVD. Maintenant, il
existe des moyens plus élaborés et plus efficaces. Rewaicid'utilisation de la SVD pour le
transfert d'image. Une photo en noir et blanc peut étrendilest & une matricdl dont les éléments
correspondent a des niveaux de gris pour les differemtdgui constituent I'image. Chaqug;
donne le niveau de gris du pixgl, j) de I'image.A;; € [0, 1], avec par exempld;; = 0 pour un
pixel (i, j) blanc et4;; = 1 pour un pixel(z, j) noir.

Dans le livre de Allaire et Kaber, les auteurs présentenated’un portrait noir et blanc avec
une image originale de taillé8 x 768 pixels dont la matriced représentative est générée par un
logiciel de lecture de I'image (via un scanner ou un app3edto numérique). Le résultat ren-
voyé correspond a une matrick de rang555. La matrice admet donB55 valeurs singuliéres
non nulles. Soitr,.« la valeur maximale de ces valeurs singulieres. Saignt- - , o555 Ces
valeurs singulieres. On sait alors qu'il exidte € M;55(C), V' € Mygs(C) tels queA =
Uldiag(o1,- -+ ,0555,0,0,0) Ogsssx210]V .
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En désignant pa; les vecteurs colonnes dé et parv; les vecteurs lignes dg, on obtient
555

qued = Z oiuv.

La colnnlaissance dé elle-méme équivaut a la connaissance de 558x768 norfilre428544
nombres). Si on regarde I'expression de droite, la conaates deA est donnée par la connais-
sance de 555 valeurs singulieres, plus 555 vecteurs tie=5ai8, plus 555 vecteurs de taille 768.
On n'y est pas gagnant.

Par contre, si on regarde de plus prés les valeurs simgsli@on nullessy, - - , o555, ON
constate que nombreuses d’entre elles sont tres petitesitdies autres. On peut alors décider
gue Siof,ix < ¢ (oUe est un filtre choisi par I'utilisateur, exple= 10~3), alorso; est considérée
comme nulle. On réduit ainsi le nombredea conserver dans I'expression deelon la decompo-
sition SVD.

Notonsoy, - - - , 0k les valeurs singuliéres ainsi conservées. Dans I'exermppmposé dans le
livre de Allaire et Kaber, avek = 10, I'image est floue mais on constate aisément qu'il s’agihd’
portrait. Pourk = 40, I'image est déja ressemblante et I'individu reconretis. Pourk = 80, il

est impossible de dire, de I'image obtenue ou de I'imagemalg, laquelle est la plus vraie. Avec
80

k = 80, on a alorsA ~ Z o;u;v; . La connaissance dé est alors donnée par la connaissance de

=1
80 valeurs singulieres, plus 80 vecteurs de taille 558 pluvecteurs de taille 768, soit un total
de 106160 nombres.

1.4.2 La corde vibrante

Déflection d’'une corde tenue en ses deux extrémités-(0 etz = 1). On noteu(t, x) sa
déflection en son point € [0, 1], au tempsg.
On se place dans le cas ou la corde n’est pas soumise a des éxtérieures. Son évolution
dépend donc de sa position au temps initigl, z). Elle vérifie le probleme aux limites :
2 2
{ m%(t,x) — k%(t,x) =0

xr
u(t,0) =0 , u(t,1) =0
ou k etm désignent respectivement la raideur et la masse linélgua corde que I'on suppose
constantes le long de la corde.

On cherche des solutions périodiques en temyis ) = v(z)e™! oliw est appelée frequence
de vibration de la corde et est une inconnue du probleme.
On obtient le systéme an:

{ —v"(z) = mTwzv(x)
v(0)=0 |, v(l) =0

Si k etm sont non constantes et variables selgii est en général impossible de trouver une
solution exacte du probleme. On “discrétise” alorsliation differentielle. On va en fait chercher
une approximation de la solution en un nombre fini de paints - - , z,, € [0,1]. Prenons par
exempler; = % Soitv; la valeur approchée d€x;).

Ensuite, on approche la dérivée seconde di la formule de Taylor :

_U”(I'Z‘) ~ 21)(1'2) - U(.ZZ__;) — ’U(.Z'H_l)

On obtient de la sorte un systeme d’équations :

{w:m vie{l,n—1}

n—2
’UQ:O 5 vp, =0
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. , . 2
ce qui S'écritA, v = v avech = = v = (vy, -+ ,v,)7 et

2 -1 0 0
-1

An=1 0 0

i

0 0 -1 2

La détermination de la frequence de vibratioae ramene ainsi a un probléme aux valeurs propres.
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Chapitre 2

RESOLUTIONS NUM ERIQUES

2.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a des méthodésaletion d'un systeme linéaire
Az = bou A est une matrice donnékun vecteur donné et 'inconnue du probleme.
Sauf mention contraired est carrée inversible de taille x m.
Une premiere méthode d’inversion du systeme est la déreion des formules de Cramer
vuesen L1/L2:
o det (a1 a1 boajpr e am)
L det(A)

En procédant par développement selon les lignes ou lesmes$, le nombre d’opérations pour
calculer un déterminant d’ordre est> m!. On doit ici calculer(m + 1) déterminants. Soyons
généreux et considérons un seul déterminant dans k& aeres déterminants au numérateur
different de celui au denominateur d’'une seule colonmpiétest donc possible de faire certaines
choses une seule fois. Le colt d'une telle méthode est siguierieur an!.

Considérons que notre ordinateur calculeGflops (cad 1 milliard d'opérations a la seconde
— ce qui est déja tres bien). Considérons le cas trétsgame matrice50 x 50. Le temps de calcul
serait, en années :

50!
109 x 60 x 60 x 24 x 365

50 49 48 47 46 x 45 44 x 43 42 x 41
= — X —= X — X — X X X

60 60 24 365 1000 1000 1000
Il s’agit bien d'un petit cas. Aujourd’hui, certaines tea@ures numeériques nous permettent de
considérer la résolution de systémes pleins de taiffex 105. On appelle matrice pleine une ma-
trice dont le nombre d’éléments nécessairement nuls pas important. A contrario, on appelle
matrice creuse, une matrice dont le nombre d’élémentegsairement nuls est grand (exemple :
les matrices tridiagonales comme celle intervenant dadstaétisation du probleme de la corde
vibrante du chapitre précédent). Les matrices creusdasiltke10° x 10° sont assimilables a des
objets de taillel0° alors que les matrices pleines de taill¥ x 10 sont assimilables a des objets
de taille10'2.

% 40! ~ 40! ~ 108.

Les méthodes que nous allons étudier dans un premier teompsles méthodes de résolution
qui ont un colit de calcul em?. Avec la matrice précédente, de taiié x 50, le systéme se résout
alors par ces techniques en quelques dix-milliemes dendeco

Analyse numeérique de la courbe de temps en fonctiom d&i on fait des tests avec plusieurs
valeurs de m (10, 100, 1000, 10000, ...) et que I'on regardeuabe du temps de calct(m) en
fonction dem, la largeur de la matrice, il est utile et recommandé deidénsr des courbes en
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échelle logarithmique lorsque le comportement est du typg = am?”. Lorsque le comporte-
ment est de ce type, le paramétre essentiel est I'exppsé&mt échelle logarithmique, on a

In(t(m)) = pln(m) + In(«a)

On voit queln(¢(m)) est une fonction affine diei(m) et sa représentation est une droite dont la
pente est exactement I'exposantine approximation de celui-ci est donc tout simplemennéen
par :

In(t(Mmpmaz)) — In(t(Mpmin))

In(mmaz) — In(Minin)

On peut utiliser cette technique pour étudier la convergades méthodes itératives de recherche
d’un zéro ou d’un point fixe d’une fonction comme on vous legwse en TP, avec la méthode de
dichotomie.

2.2 Methodes directes pour la esolution de systmes lireaires carres

2.2.1 Methode de Gauss

On veut resoudrelz: = b. A est carrée de tailler x m.
Idée : Se ramener a un systeme triangulaire par combimaisuccessives des équations.

Théoreme 19. (Theoreme délimination de Gauss)
Soit A carrée inversible ou non. Il exist&®f inversible telle quél’ = M A soit triangulaire
Suferieure.

Remarque 24.
Il s’agira ensuite de résoudfB&r = Mb ou M ne sera pas calculée explicitement maisé
obtenu au fur et a mesure de la construction'de

Démonstration du théoreme : On va en fait constrilire M A et Mb de maniere itérative sur
les lignes en construisant une suite de matricés, :42, - - -, jusqu’aA™ = M A = T. On donne
par la méme occasion I'algorithme de constructiorYdet /b sans avoir en fait a connaitid a
aucun moment.

Etape 1:A! = A, on construitA’ = P'A! ou P! est une matrice de permutation telle que
Zil #0:Si A}, #0,0nprendP' = I. Sinon, si il existe tel queA;; # 0, on permute
les lignesi et 1. On fait subir le méme traitement au second mendbre b' = P'b. A},
devientA! ; que l'on appelle pivot def'.

Ensuite, on multiplied® par une matricez! telle queA? = E'A! ne contienne que des

zéros sur la premiere colonne a partir de la deuxiemeelig.ai® ligne de A% est en
fait obtenue par la combinaison d&g et 1°7¢ lignes deA! qui fait apparaitreé) dans la

Al ~ . . . o .
g;’l Al ;)- On fait subir la méme combinaison des lignes
1,1 ’

au second membig — b2 = E1p!.
La matriceE! est de la forme

premiere colonneA? ; = Aj ; —

Al
AL,
: 0o .0
‘Zm,l
- gil 0 0 1



Etape k : A* connue avec que des zéros en dessous de la diagonale Surlds premigres
colonnes. On construit* = P* A¥ ol P* est une matrice de permutation telle q@:@k £
0:Si Ay, # 0, onprendP* = I. Sinon, si il existei > k tel que A, # 0, on permute
les lignesi et k. On fait subir le méme traitement au second menbbre b* = Pkp. A%,
devientAl , que I'on appelle pivot de*.

La matriceP* est définie par

PF.=1sij#ietj#k.
£ pk _
Pk,i = Pz‘,k =1
Tous les autres elements de la matrice sont nuls.

Ensuite, on multiplied* par une matricéZ* telle queA*+! = E* A* ne contienne que des
zéros sur la&“™* colonne a partir de Igk + 1) ligne. Pouri > k, lai®™* ligne deAr+!
est en fait obtenue par la combinaison @&% et k¢ lignes deA* qui fait apparaitre

o
dans lak*™ colonne @f, = A%, — ;”“ Ay ;). On fait subir la méme combinaison des
7 b2 kj’k b2

lignes au second membbk — pE+1 = EFpF,
La matriceE* est définie par :

k .

Ei; =1 Vj.

La k¢ col deF est ( 0 01 Abrr A !
a Coonne eS A —TJG AR —m

Tous les autres elements de la matrice sont nuls.

Apres l'etape(n — 1) : OnobtientA™ etb™ tels queA™x = b™ et A™ triangulaire surpérieure.

A = (En—lpn—l . E1P1)A pn = (En—lpn—l . Elpl)b
M = Enflpnfl . .Elpl.

det(M) = +1 par définition desz’ et P*.

Remarque 25.
Algorithmiquement : On ne calculera jamais B ni les P*. On se contente de faire subir
des échanges et combinaisons de ligndsehb de maniére successive.

Remarque 26.
Larésolution dedz = b se fait par la résolution du systeme triangulaire sz = b" :

bn
Ty = —
an,n
n
n
bg — Z akal
I=k+1 R
T = n+ kallantden — 1 al.
Ak

Notion de stabilite numeérique

Les erreurs d'arrondis se propagent au fil des étapes. DEtape a l'autre, les erreurs sont
amplifiees par un coefficient multlpllcath@ Par conséquent, pour limiter les erreurs, il convient

de prendre pour pivot da*, IeIementAfk, i > k maximal en valeur absolue. On parle alors de

pivot partiel ‘K’gk‘ = max;> ‘Afk
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On peut aussi s’autoriser des permutations de colonneslgaimix du pivot (Attention :
Les échanges de colonnes de la matrice du systeme dolgenbspagner d'échanges de lignes

de I'inconnue et non du second membre.). On peut alors faichdix du pivot total :(Z’,g k‘ =

max; ;> ‘Aﬁj .

2.2.2 Decomposition LU

Rappel : SiA est carrée et si tous ses mineurs fondamentaux sont ngnatais il existe un
unique(L, U) tel queL soit triangulaire inféerieure a diagonale unitétriangulaire supérieure et
A=LU.

Proposition 5.

La condition sur les mineurs fondamentaux implique queéthode de Gauss est applicable
sanséchange de lignes ni de colonnes, cad sans pivot (i.e., drspgaermettre le choixPm ! =
.=Pl=1]).

Démonstration : Par récurrence sur I'étape, supposonsldtion vraie a I'ordré: — 1, alors
A= (EY) ... (EF1~1AF Il est facile de vérifier les identites remarquables :

1 0 - 0 0
0
0
e 0 1
~ly1,k
: 0
0 0 —lx O 0 1
1 0 0 0
0
0
(B = v
g1k
: 0
: : . -0
0 -+ 0 Hle O - 0 1
En notantc® = (EY)~!... (E*)~!, alors :
la1
0
gk — lg—1 1
etk
: 0
: 0
ln,1 lng—1 lpgk 0 0 1



On peut donc écrire la relatiafF A* = A par bloc :

<5f1‘ 0 > <Alf,1‘Alf,2 ) _ <A1,1 Aio )
x| 1dy, AL ‘ AL, Agq | Az

&y = etld;, = _
* 1 0 1

Aq 1 estun bloc de taillé x k, et Az o est un bloc de taillén — k) x (n — k).
L'égalité par blocs nous donne donc la relatiod;;; = £f A} ;. Or £F; est une matrice trian-
gulaire de déterminant égal a 1,4t ; est de déterminant non nul par hypothése sur les mineurs
fondamentaux del. On en déduit que le déterminant JA§1 est aussi non nul. Au regard de la
matrice A*, le bIocA’i1 est triangulaire inférieur. Ses éléments diagonauxalons tous non nuls,
ce qui assure quﬁ’gvk est non nul et que la méthode de Gauss est applicable sars piv

Théoreme 20.
La decomposition LU correspora une néthode de Gauss sans pivot.

Démonstration : La méthode de Gauss sans pivot rendoie LU avecU = A" et L =
(EY)~t...(E"1)~1. U est bien triangulaire supérieure eest bien triangulaire inférieure avec
uniquement des sur la diagonale.

Remarque 27.
detA = det(U) =[]}, wi;. Calcul efficace eifin — 1) produits, une foid/ construite.

L'algorithme num érique

On peut stocker la partie supérieureldelans celle del et la partie strictement inférieure de
L dans celle ded :

Pourk=1an -1 (étapek)
Pouri=k+1an (ligne1)
Gk = g
Pourj =k+1an (nouvelle colonne dé)

A5 = Qij — Qi kAk,j
Fin pourj
Fin pouri
Fin pourk

Estimation du nombre d’opérations
n—1 n n
, . . . . 3
Déterminationde LUD ~ > (1+ > 1), qui vaut asymptotiquemer .
k=11i=k+1 j=k+1
Une fois L et U calculées, on a les colts suivants :
, . , . 2
— Résolution dd.Ux = b, par les résolutions dey = betUz =y : 2 x =-.
— Déterminant de LUdet(U) = 17, wii) : n.
Ainsi, les colts totaux sont :
., . 3
— Déterminant de Ac(et(Ag =det(U) = [TiL; uai) - 5 +n.
— Résolution delz = b: % + n?.
— Inversion de4 : % = %3 +n x n?.
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Calcul pratique de LU
L etU veérifientl; ;, = 0 pourk > i etu ; = 0 pourk > j et A = LU. Ainsi :
n min(z,5)
g =Y ligtg; = i ju -
k=1 k=1
Etape 1 : Onregarde la colonne 1 dé& On détermine ainsi les colonnes 1dest L :

a1 = lijuig Vi

Del;; = 1, on déduitu; ; = a1 puis I'obtention de(l; 1)i=2.... , €St immédiate {; ; =
u1,1 "

Etape j: On connait les colonnes 1ja- 1 deU et deL. On regarde la colonngde A pour
déterminer les colonnesdeU et L :

n
aij =) lipug; =
k=1

min(z,5)
l“guk’j.
k=1
Ceci se récrit pout < 7,
ay; = lyuy;
agj = lau1; + la2us

ajj = liaug +lougj+ -+ 1 juy

Ainsi, le vecteurU; = (uy; --- ujvj)T est solution du systeme linéaire triangulaire
inferieur LO)U; = AW ot A = (ar; -+ ;)" etLl) est la partie déja connue de
lig 0
W) — .
o iy

En écrivant la relation pour> j, on obtient leg,; ; :

1 A

lij = w, (az‘,j - Zh,xﬂ%g) :
’ k=1

Ainsi, si on a déja une fonction de résolution d’'un systetriangulaire inférieur, I'étapg

du calcul del etU se rameéme a la résolution d’'un systeme linéaire tridaige inféerieur de

taille 7 x j et & un simple calcul vectoriel de taille — 7). Cela permet une programmation

élégante et slre de la méthode.

Matrices bandes

A € M,(R) est dite matrice bande, de demi-largeur de bamde N si a;; = 0 pour
li — j| > p, lalargeur de la bande est al@s+ 1.

2 -1 0 0 2 -1 0 0
-1 . 0 0 p s
Ainsi, et ont une largeur de bande égale a 3.
o . -1 0o o0 . -1
o 0 -1 2 0 0 0 2
-5 2 0 0
, 1 - 0 , R
Et la matrice a une largeur de bande égale a 5.
1 . 2
1 1 =5
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Proposition 6.
La factorisation LU conserve la structure bande.

SiA=| - -0 alors la factorisation aboutira a des matrices de la forme :

1 0 0 O * % 0 0
I * 0 ot U — 0 0
0o . .0 0 L%
0 0 < 1 0O 0 0 %

Cela permet d’adapter les algorithmes de facon a ésedificace lorsque les matrices ne sont
pas trés remplies.

Démonstration : Par récurrence sur les élements. fiit slidentifier A et LU selon le calcul
pratique défini plus haut.

2.2.3 Methode de Cholesky

Rappel : SoitA réelle symétrique définie positive. Alors, il existe uméque matriceB trian-
gulaire inférieure a diagonale strictement positivletgue A = BB*. On ne calcule et ne stocke
A 3 . . .
que B. Avec donc un colt ef- au regard des résultats concernant la factorisation LU.

Calcul pratique (comme pour LU)

min(,j

n )
aij =Y bikbir= Y birbik
k=1 k=1

Etape 1 : On détermine laligne 1 dB :

aj1 =0bi,1b1p donc by = . /ai;.

Etapei: On connait les lignes 1@&— 1 de B :

51,1 0
B(l’*l) _ .

bi—11 - bi—1i-1

On écrit
min(i,j)
aj,j = bi bk
k=1

pour toutj afin de détermined; 1, - -- ,b; ;. Enl'écrivant pourl < j <i—1,0na:

a;1 = b;1b11
a2 = b;1b21 + b;2b2 2

aji—1 =bi1bi—11 4+ bii—1bi—1i—1
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Ainsi, le vecteurB; = (bm bm-_l)T est solution du systeme linéaire triangulaire
inferieur B-Y B, = AEQ) ou A?) = (a1 -+ ai,i_l)T.
En écrivant la relation pour = 4, on obtientb; ; :

Algorithme trés pratigue des que lI'on a une fonction deohétion d’'un systeme triangulaire
inférieur.

Structures bande et profil

La décomposition de Cholesky conserve la structure baimde gue la structure profil : les
zéros d’'une ligne figurant avant le premier élément ndrdewcette ligne resteront zéros dans la
matriceB.

2.2.4 Notion de stabilie numérique

On a vu comment améliorer la stabilitt numérique de lshaode de Gauss par un choix ju-
dicieux du pivot. Les méthodes LU, LDU et de Cholesky damivde la méthode de Gauss sans
pivot. Il va donc de soi qu’une telle amélioration de la dibnumérique de ces méthodes n’est
pas envisageable. La stabilite numérique des méthode4 DU et de Cholesky est tres liee au
conditionnement de la matrice du systeme. Plus le comaitment de la matrice du systeme est
grand, plus la solution numérique sera différente de liatiem exacte du systeme.

2.2.5 Factorisation QR

La factorisation QR permet la résolution de: = b par la résolution du systéme triangulaire
supérieurRx = Q*b.

On avu quey et R peuvent étre obtenues par le procédé de Gram-Schmidbiitede calcul
deQ et R est voisin den?, ce qui reste de I'ordre de® mais un peu plus coliteux que la méthode
de Gauss. En fait, le procédgR s'avere intéressant dans le cas des systemes non oartéss
mal conditionnés.

2.3 Sysemes sur-étterminés
On s'intéresse ici au ca$ € R"*P avecn > p. Il s’agit du cas ou le nombre d’équations est
supérieur au nombre d’'inconnues. On ne peut alors passenér On peut par contre toujours

chercher la solution au probleme de minimisation

Trouverz € R? tel que || Az — b|| = m]iRn ||[Ay — b (MCx)
yeRP

En général, on choisit la norme euclidienne. On parle déhode des moindres carrés.
Remarque 28.
(M C*) admet une solution mémelsiZ Im(A). Ce procédé est aussi applicable au caslou

est carrée non inversible.
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2.3.1 Resultats preliminaires
Soit A € R"*P etb € R". On chercher € R? tel que|| Az — b|| = minyery [|Ay — b||.

Lemme 1.
x € RP est solution dg| Az — b|| = minycrr || Ay — b|| Ssiz € RP est solution ded* Az =
A*b.
Démonstration :
b — Az|® < b~ Ay|]® ¥y € R?
b — Az||* < ||b— Az — tAz||* Vz € R? ¥t € R; chgt de vary = z + tz.
b — Az||* < ||b— Az||* + 2 ||Az||* — 2t(b — Az, Az) Vz € RP Vt € R.
0 < t?||Az||* — 2t(b— Az, Az) Vz € RP Vt € R.
tl|Az||* —2(b— Az, Az) > 0Vz € RP Vt > 0.
t|Az||? — 2(b — Az, Az) <0Vz € RP Vi < 0.
(b— Az, Az) = 0 Vz € RP(par passage a la limite poss. Evident pour<=).
(A*b— A*Az,z) =0 Vz € RP.
A*h— A*Ax =0.

11111

Définition 22.

L'équationA*Ax = A*b s’appelle équation normale.
Théoreme 21.

Pour toutA € M,, ,(R), avecn > p, il existe une solution de&quation normale. De plus,
la solution est unique s&er(A) = {0}.

Démonstration :
Existence : lemme précédent. Unicité : gar(A) = ker(A*A).

2.3.2 Resolution de I'equation normale

Siker(A) = {0}, alorsA* A est symétrique définie positive. On peut résoudre Béign nor-
male par la méthode de Cholesky, par exemple. L'avantagettie équation est de se ramener au
cas carré que I'on a déja traité.

Un inconvénient majeur mériterait cependant d'étrééévioutes les méthodes du type de
celle de Gauss (Méthodes de Gauss, LU, de Cholesky, QR Basé& procédé de Gram-Schmidt)
utilisent & chaque étape les résultats des étapeégebtes. Elles propagent les erreurs d'étape
en étape avec un coefficient multiplicateur qui sera diaysbus grand que le conditionnement de
A*A est grand.

Le conditionnement mesure le rapport entre les grandess gidtites valeurs propres de la
matrice. Plus il est grand, plus le rapport entre les grarsddas nombres intervenant dans les
méthodes de résolution sera grand et plus les erreun®ddis seront amplifiées.

Pour fixer les idées sur la stabilité de la méthode, nouss ip@rmettons une comparaison
dans le cas des matrices carrées : Ici, la matrice coneasizl* A dont le conditionnement est
a peu pres le carré du conditionnement AleFinalement, pour une matrice carrdeavec un
conditionnement plutdt grand, les méthodes de réswiusieront deux fois moins stables pour
A*A que pourA. La résolution de I'équation normale n’est intuitiverheas le choix idéal.

2.3.3 Methode de factorisation QR

Soit A € M,, ,(R) avecn > p. On cherche d’abordt € M,, ,(R) triangulaire inférieure
avecr;; > 0, pour touti, et@ € M, (R) orthogonale telles qud = QR. Ensuite on résout le
probleme

r € R tel que ||Q*b — Rz| < ||Q* — Ry|| Yy € RP.
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On suppose&d de rangr. On considere que lespremiers vecteurs colonnes deconstituent
une famille libre (toujours possible modulo un certain noentte permutations de colonnes, cad
modulo la multiplication par une suite de matrices ortha@des — comme celles intervenant pour
le pivot de Gauss).

On applique alors le procédé de Gram-Schmidt a-cescteurs. On obtient une famille ortho-
normée de vecteurs de taille. que I'on compléte pan — r vecteurs afin d’obtenir une matrice
dont les colonnes constituent une base orthonorm&e deotée() = (Ql Qz) avec@, € R™*"
et@Q, € R (") Ennotantd = (4; A,), avecd; € R™" et A, € R™ (=), par le procédé
de Gram-Schmidt, on peut écrirg = (1 R, avecR; triangulaire et donc :

A= m) =@ @) ().

avecR; € R™*" triangulaire (procédé de Gram-Schmidt) gt e R(—)* (=),

D’apres le rang ded et I'organisation de ses colonned, est engendrée pat; au sens :
les colonnes del, sont des combinaisons linéaires des colonneg deCeci équivaut a I'exis-
tence d’une matricd/ ¢ R"*®~") telle queds = A; M. LarelationA; = Q,R; donne alors
Ay = Q1 Ry avecRy = Ry M € R™*(#=7)_ Ainsi, on obtient?, = 0.

Conclusion : Il existeR; € R"*" triangulaire supérieureR, € R™*®") et Q e R"*"
orthogonale telles que

A:Q(}Zl ]?)2>.

Théoreme 22. )

Ry Q")
0
male def| Az — b[|, est|[(Q*b)z[ly gn-r, €N Efinissant(Q*b); € R" et (Q*b); € R"" tels que

(Q*b)1>
b= . .
@v= (G
Démonstration {|-||, étant la norme associée au produit scalaire usu@létnt orthogonale,
@ conserve la normg:||,. Ainsi :

14z — bl = | Rz — Q*bll3n = | Rzt + Rowa — (Q*)llz e + (Q7D)all5 g -

La fonctionz — || Az — bl|, atteint son minimum en = ( ) et la valeur mini-

en posant: = (i;) avecr; € R" etxy € RPT7,
On en déduit qu’une solution du probléme de minimisatisindennée par
1 = R7YQ*b), et zy=0.
Le minimum est dondj(Q*b)z ||, g-—- qui est aussi atteint en towtveérifiant :
z1 = R ((Q*b); — Rawa) et a9 quelconque

On vérifie bien I'existence de la solution quelle que sbjtet I'unicité de la solution pour
r = p, cad rang ded égal ap, cadker(A) = {0}.
Sion prendn = p = r, on retrouve bien le résultat connu.

Remarque 29.

cond(R) est de 'ordre decond(A) (lorsque A est carrée inversible) en comparaison avec
cond(A*A). La détermination d(‘Rfly, poury donné, en est mieux conditionnée. Cependant le
procédé de Gram-Schmidt est instable : Lorsgukevient grand() est numériguement de moins
en moins orthogonale et son inverse de moins en moins agala adjointe.
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2.3.4 Algorithme de Householder - Une autre mise en ceuvre da inéthode de fac-
torisation QR

On va établir, ici, un algorithme de factorisation QR pltebte que celle basée sur le procédé
de Gram-Schmidt. On utilise toujours le méme principe : tiglier A par une suite de matrices
orthogonales simples pour mettdesous une forme triangulaire supérieure. il s'agit des icegr
de Householder.

Définition 23. - Rappel
On appelle matrice de Householder associée au vectgud, la matrice

T 2y
H(?}) =1 — Q—UU 3 cad Hij = 5ij — 2711%?}] 5 -
[[vll3 k=1 |Vk]

Par conventiord (0) = 1.

Remarque 30.

o (v =v(wlz) = (vTx)v puisquev’z € R.
e H(v) est la symétrie orthogonale par rapport a I'’hyperplahagonal &.
e Pour toute unitaire et pour tout # =+ ||v|| e (cadv non colinéaire &), on a :

H(v+ |v[le)v =—|v]e H(v—vlle)v=1]uv]e
va)(va) = ||v||2va

Une conséquence remarguable : On peut transformer unuvectpielconque en un vecteur
n'ayant qu'une coordonnée non nulle en multipliant par ktrine de Householder qui convient,
via le choix du bon vecteur unitaire de la base canonique.

Algorithme de Householder :

Cas des systemes surdétermingés; p, A € M,, ,(R). On construit une suité/* € M,,(R)
et une suiteA**! € M, ,(R), 1 < k < ptelles qued! = A, A*! = gkAk ApHl = R
triangulaire supérieure.

Etape 1: A' = A. Soita! la premiére colonne dd’.

1
ari

0
Sial =] . |, alorsonne faitrien (i.ef! = I = H(0)).

0
Sinon,A? = H'A' avecH' = H(a' — ||a'| e1), olie; est le premier vecteur de la base

canonique d&".
La premiére colonne dd? est donc :

la”]
A’y = H'A'ey = H'a' = H(a' — ||a’|| e1)ar =
0
Etape k: Les (k — 1) premieres colonnes dé* ont des zéros sous la diagonale. Sdit

le vecteur de taillgn + 1 — k) dont les composantes sauff ., ay .- ,ak ., cad les
(n 4 1 — k) derniéres composantes de:&** colonne deA”.
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k
Ak k

0
Sia* = | . |, alors on ne faitrien (i.ef* = I = H(0)).
0
. I 0 .
Sinon, A1 = H* AF avecH* = ( k=1 >,OU€ est le premier vecteur
0 H(a"— HakHel) ! P

de la base canonique @& +1*,
La k¢ colonne ded*t! est donc :

k
ay g
k :
a1k i
a
Kl : k:—kl,k‘
ARl = . = | ¥
i “quk 0
H(a" — Ha | e1)ax :
0
La multiplication parH* ne modifie pas les colonnes précédentes l-a1). Aprésp
etapes :
2 p+1
al,l PEEEY a’17p
0
. p+1
APt — - Gpp
0
o --- 0

etA = QRavecR = AP*letQ = H'" ... HP*.

Remarque 31.

La non modification des colonnes déja triangulariséesirasune meilleure stabiliteé qu'a
I'algorithme basé sur le procédé de Gram-Schmidt. Lesioes H* sont tout & fait orthogonale.
L'orthogonalité del) est numériqguement optimale.

2.4 Methodes ieratives

2.4.1 Principe

Il s'agit de résoudre un systéme matriciel de taillex n avec un colt inférieur &% en se
ramenant & une matrice simple a inverser de maniere guagdiate.

En effet, inverser une matricé revient a résoudre systemesdz = b ou b parcours l'en-
semble des vecteurs de la base canonique. Ce qui se fait aveiitienn® avec une méthode
directe.

Alors, on peut imaginer résoudre un systéme linéaire avecodt de I'ordre de?.

Définition 24. (et principe)

On veut réesoudredz = b, avech € K" et A € K™®*" inversible. On écritA = M — N
avecM facile ainverser. Le couplg\/, N) est dit décomposition (réguliere) de A. (“splitting” en
Anglais) puis on construit la suite :

zo € R™ donné
Mzxj1 = Nxg, +b Vk >0 (%)
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On appelle cette construction méthode itérative basemsiécomposition réguliergy/, N).

Remarque 32.
Si (x)r converge verg alors(x) donne par passage a la limite

Mz=Nz+0b etdonc (M —-N)z=0b Cestadire Az =b.
Ainsi, si (z), converge alors, la suite converge vers la solution du BysiéaireAx = b.

Remarque 33.
En pratique, il est important de savoir quand on peut artateonstruction dyzy), & quel
moment lex;, obtenu est assez proche de la solution exacte (sans aenaaiblution exacte).

Définition 25.
On dit qu'une méthode itérative converge @si); converge quel que saif.

Définition 26.
On rappelle résidu (resp. erreur) a l'itératibrle vecteur, = b — Axy, (resp.ey, = xzp — x);
ou r désigne la solution exacte.

Remarque 34.
On ne connait pas; mais il est facile de calculer, a chaque itération. La méthode est
convergente sgi, — 0 ssiry — 0.
k—o0 k—oo
Remarque 35.
Mz, = Nop +b <= 2341 = M 'Nxj, + M~'b. On appelleM ~! N la matrice
d'itération de la méthode itérative associée a leod@uosition régulier¢ M, N).

Théoreme 23.
La méthode iérative (x) converge ssp(M ~1N) < 1.

Démonstration :
Rappel : Pour une matric®, p(B) < 1 ssid||-|| norme matricielle telle qug B|| < 1.
Soitx la solution exacte, alors, puisqu&/ — N)x = b, on a ausst = M !Nz + M ~'b. Ainsi :

ex =xp —x = (M 'Nxj_1 + M) — (M Nz + M~ 1b)
=M 'N(zp_1 —2) = M 'Nep_y

Il en découle que;, = (M~'N)¥(xg — x). Alors ey, f— 0 ssi3 ||| norme matricielle telle que
—00

HM—lNHkk—> 0, cad sspp(M~'N) < 1.

Un premier exemple : La méthode iterative de Richardson

Le choix le plus facile poul/ est I'identité a un coefficient multiplicatif pres. Laetiode
est:
xg € R™,
{ Tp+1 = T + a(b— Axy) Yk >0

on a alors la recurrencekz 1 = (11 — A)zy, + b. Il S'agit de la méthode itérative associée a
la décompositior(M, N) avecM = 11 etN = 11 — A. Dans ce cas, la matrice d'itération est
M™IN =1-aA.

On reverra cette méthode comme une méthode dite “vamiagite”.
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Regardons maintenant sa convergence : Quand gton ad) < 1?

A€o(l —aA) <= Frtelquer —adAz = Iz
< dzrtelquedAzr = (%) x
= (£2) eaq(A).

D’autre part,
1-X 2 H
22 | .
—-1<A<] <= %<13A<a S.a>0
o < = <0 Sla < 0.
Ainsi, on ne peut choisitv > 0 que si toutes les valeurs propresAlsont positives et dans ce cas
on doit avoirp(A) < % De méme, on ne peut choigir < 0 que si toutes les valeurs propres de

A sont négatives et dans ce cas on doit ap6it) < —2.

Conclusion :

o(A) CRTet0 < a < .
p(M7IN) <1 < ou
o(A) CR™etd > a > ﬁ.

i)

Remarqgue 36. Notion de conditionnement

Si A est normale inversible, son conditionnement est lié aragan spectral par la relation
conda(A) = p(A)p(A~1). Ainsi, plus le conditionnement est grand, plusest petit en valeur
absolue, plus la convergence est lente, et plus la méthoé&ecthardson est coliteuse.

Théoreme 24.

Soit A hermitienne éfinie positive. SoifM, N) une decomposition &guliere deA (A =
M — N avecM inversible). Alors, la matricé/* + N est hermitienne.

De plus, si(M* + N) est aussi finie positive, alorg(M 1 N) < 1.

Démonstration : Cf TD.

Remarque 37.
Il existe plein d’autres résultats de ce type.

Remarque 38.
Apres I'étude de la convergence, il est intéressant giarder les problemes de stabilité de ces
méthodes : comment se propagent les erreurs numériguesieides itérations ?

Théoreme 25.

Soit une écomposition &guliere de A définie parA = M — N avec M inversible. Soit
b € R™ etx € R™ solution du prok@me Az = b. On suppose ga’ chaqueéetapek, la méthode
itérative est affeée d’'une erreue;, € R™ au sens @ x; 1 est don@ par

Tht1 = Mﬁlek + M o+ Ek-

On suppose(M 1 N) < 1 et I'existence d’une norme vectoriellg]| et d’'une constante > 0
telle quevk > 0, |lex| < e.
Alors, 3 ||-||, norme subordorge etdc € R telles que

C2

limsup ||z — z|| < Ke avec K = ——————— .
1—[|M=IN]

— 400

Remarque 39.
Ceci nous donne un résultat de stabilité, mais on n'a @dmlisé inconditionnelle par rapport
a la taille du systeme a résoudre.
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Démonstration :
Soitey, = x, — x. Alors ey = M~ ' Ney, + &. Ainsi :

k-1
e = (M'N)¥eq+ Y (M 'N)ep_iy .
i=0

D’autre part,o(M~!N) < 1. Ainsi, 3|-||, norme subordonnée telle q#jM‘%st < 1. Notons
de méme la norme vectorielle associée. De plus, toutasoleses étant équivalentes, il existe
tel que :

Tyl <yl <cellyll vy eR™
Ainsi
k = i
lexl, < A~V leoll, + 3 [N e
i=0

Par le choix dég|-||,, le premier terme du second membre tend vers 0. Le deuxisnégidemment
majoré parm.

Enfin, puisqud|e || < c|lex| s, On récupere le résultat avét: =

2

e
1=[[M=IN]|,

2.4.2 Methode de Jacobi

Notons A = (A; ;)i<ij<n. POsons alord = (A, ;d; ;j)i<ij<n OUJ; ; est le symbole de
Kronecker.D est la diagonale d4d.

Définition 27.
La méthode de Jacobi est la méthode itérative assadi@elécomposition réguliérg/, N)
avecM = D etN = D — A. On noteJ sa matrice d'itération7 = I — DL A.

Remarque 40.
La méthode a un sens d8iest inversible. Il faut donc veiller a écrire le systenegelle sorte
gue A n'ait pas de zéro sur sa diagonale.

Remarque 41.
Si A est hermitienne, alors la méthode de Jacobi converge eti 2D — A sont définies
positives.

2.4.3 Methode de Gauss-Seidel

NotonsA = (A; ;)i<i j<n. ECrivonsA = D — E — F avec :
D est la partie diagonale dé: D; ; = A; ;6; ;.
—E est la partie triangulaire inferieure de: F; ; = — A, ; sii > j et0 sinon.
—F est la partie triangulaire supérieure de F; ; = —A; ; sii < j et0 sinon.

Définition 28.
La méthode de Gauss-Seidel est la méthode itérativeciagsa la deécompaosition réguliere
(M,N)avecM = D — E et N = F. On noteG, sa matrice d'iterationg, = (D — E)"'F.

Remarque 42.
La méthode a un sens d3iest inversible (comme celle de Jacobi).

Remarque 43.
Si A est hermitienne définie positive, alak$* + N = D est aussi hermitienne positive et
donc la méthode de Gauss-Seidel converge.
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Comparaison algorithmique des n&éthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel
Notons l'itéréxy, = (z¥)1<i<n.

Pour la méthode de Jacobi, & litératibnt- 1, le calcul der® ™ nécessite la connaissance de

b; ainsi que la quasi-totalité de, car celui-ci est multiplié pab — A.

Pour la méthode de Gauss-Seidel, a l'itération 1, le calcul dex* ™ nécessite
ak |,k (calcul deFzy)
it 2Rt eth; (méthode de descentd B — E)xy 1 = Fay, + b)

Algorithme de la méthode de Jacobi :

1
k+1 k k k k
7= {—Am% — = Ay + b = Az - — Ai,nwn]
1,1
Algorithme de la méthode de Gauss-Seidel :
1
k+1 k+1 k+1 k k
2 = —— [~ Auab ! == Al b= Agaaly - — Al
1,7

Pour la méthode de Jacobi, il est nécessaire d’avoir emgueence deux itérés consécutifs.
Pour la méthode de Gauss-Seidel, on peut écraser @npig&réon successeur au fur et a mesure
du calcul.

2.4.4 Methode de relaxation (SOR - Successive Over Relaxation)

Méme écriture ded que pour la méthode de Gauss-Seidél=D — F — F.

Définition 29.
Soitw € R;. On appelle méthode de relaxation, de parametre de telaxa, la méthode
iteérative associée a la déecompositignf, N') avec
D 1l —w

M=—-F et N=——D+F.
w w

On noteG,, sa matrice d'itération

—1
1—
o= (8-5) (50
w w
Remarque 44.

La méthode est bien définie dliest inversible (comme pour la méthode de Jacobi).

Remarque 45.

Siw = 1, il s’agit de la méthode de Gauss-Seidel.

Siw < 1, on parle de sous-relaxation.

Siw > 1, on parle de sur-relaxation.

Lefficacité de la méthode est mesurée pé&y,,) et dépend de. On va donc chercher
minimisantp(G,,). En général, ceb est> 1. D’ou le nom“SOR”".

Théoreme 26.
Si A est hermitienne &finie positive, alors la Bthode de relaxation converge pour toute
10,2].
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Démonstration :

A est hermitienne déf. pos. doiiz aussi et% — F estinversible.
M*+N=2L2_p~y1=2pt F=2%D carA hermitienne impliqueZ* = F. Ainsi, M* + N
est aussi déf. pos. Bi< w < 2. D'ou le résultat.

Théoreme 27.
Soit A € C™*™ inversible quelconque. Alors(G,,) > |1 — w| pour toutw # 0. Ainsi, si la
méthode converge, on &nessairementt < w < 2.

Démonstration :

det(G,,) = det(:=2D + F)/det(g —E)y=(1-w)".
p(Gu)™ > 1T, [Ni(Gu)| = |det(Gw)| = [1 — w|™ ol les);(G,,) désignent les valeurs propres de
G-

2.4.5 Comparaison des rathodes sur des matrices tridiagonales

\oir feuille d’exercices de TD numeéro 3.

2.4.6 Programmation dans le cas@réral

On s'intéresse ici a la résolution du systemie = b par une méthode itérative quelconque
basée sur la decomposition réguli¢id, N) avecM “facilement” inversible.

Critere d'arrét :

Il est nécessaire de définir un critére qui arréte lewtdtrsque la solution approchésg, est
suffisamment proche de la solution exactsachant que est une inconnue.

Un premier critere consiste a définir la précisionlésirée sur le résidu : Le critere d’'arrét
|b — Az|| < e est frequemment utilisé. Il faut cependant garder dfiegu’il peut étre trompeur
dans le cas ofj A~! || serait grand. En effet :

|z — x| < HAAH Ib — Azg|| < e HAAH .

Certains utilisent aussi un critére sur le résidu dittied ”‘Z:ﬁi’g”.

Un deuxieme choix consiste a regarder la differenceeetiux itérés consécutifs : Arrét de
l'algorithme lorsque||z;—1 — zi|| < e. Ce critere est trées simple mais dangereux! La vitesse
de convergence n'est pas réguliere. Il arrive que la cgevee ralentisse séverement avant de
réaccélérer, ce qui a pour conséquence de faire ajeada’s itérés successifs proches méme loin
de la solution exacte.

Algorithme

On veut résoudrelz = b selon la méthode
xo arbitraire et z,,; = M 'Nzjp + M~ 'b.

PuisqueN = M — A, on peut écrirery, | = x + M ~'r; avecr, = b — Axy. Il en découle que
Tk+1 =Tk — AMflrk.

En utilisant ces relations, on met en place l'algorithmevauii ou, a chaque étape, les seuls
calculs faisant intervenir une matrice sgnt M~ 1r;, et Ay.

Choisissons le critere d’arrét portant sur la norme diarine du résidu. L'algorithme s’écrit
(les lignes commencant par un signe “%” sont des lignes dexentaire) :
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%%%%%%%%%% Début de I'algorithme %%%%%%%%%%

Données A, b
Sortie :x solution approchée du systeme = b.

Initialisation : Choisirz € R™, calculerr = b — Ax.
Tant que||r||, > ¢
% A ce momenty = x etr = ry,
1. Calculery € R” solution deMy = r (cad trouvery = M ~'r).
% cette étape doit prendre en compte la forméte
% afin de minimiser le colt de la résolution.

2. Mise ajour de la solutionz = x + y.
3. Calcul du résidur = r — Ay.

% A ce momenty = xg1 €tr = rgyq.
Fin tant que

%%%%%%%%%% Fin de I'algorithme %%%%%%%%%%

Remarque 46.
En pratique, on ajoute une condition dans le critere dtagtii consiste a limiter le nombre
d'itérations & un nombré&ermax afin d’éviter de boucler sans fin dans un cas de non convezgenc

Remarque 47.
Le colit de calcul est a chaque itérationsen Si la matriceM est triangulaire (resp. diago-
nale), le colit d’une itération est & peu pie (resp.n?)

Remarque 48.

Dans le cas de la méthode de Gauss-Seidel, il est prédédaltiliser I'algorithme énoncé
lors de son étude et qui s’appuie sur la forme triangulagréVd L'algorithme que I'on vient de
donner ne prend pas en compte cette particularité.

2.5 Methodes variationnelles

Soit A € R™ ™ symeétrique. Nous présentons ici une série de méthdéestives pouvant
certaines aussi étre vues comme des méthodes directescdtamines demonstrations, nous ren-
voyons le lecteur & la bibliographie.

2.5.1 La methode du gradienta pas fixe

The steepest descent method (méthode de la plus grands).pent

Définition 30.
La méthode itérative du gradient est définie par la dgumusition réguliere(M, N) avec
M = (1/a)l, etN = (1/«a)I,, — A ou« est un parametre de*. Il s’agit de calculer :

o donné dan®"
Tpp1 =xp +ab— Azxg) k>0

Remarque 49.
Déja vue sous le nom de méthode de Richardson.
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Théoreme 28.
Soit A diagonalisable de valeurs propreg < --- < \,,.
(i) SiA <0<\, laméthode diverge quelque seit
(i) Si0 < A1 <\, laméthode converge quelque sk a < %

(i) Si0< A < Ay, alors agy,: qui minimisep(M ~1N) est :app = ﬁ et
ming p(M~'N) = ﬁz;ii
Remarque 50.
A condg(A)—1

Si A est normale inversiblesonds(A) = 42 et donc ‘min, p(M~IN) = conda (M) TT" Plus
le conditionnement est proche deplus la méthode converge vite. Plus le conditionnement es
grand, plus la méthode est lente.

2.5.2 Interprétation graphique

Remarque 51. (Rappel)
Soit f une fonction d&R™ dansR. On appelle gradient d¢ enzx, la quantité

of 0 of \7*
v = (22 MY

6351 ’ 8.%'2 ’

Désignons désormais p#r la fonction deR™ dansR définie par
1
f(ac):§<Ax,x>—<b,x> .

La résolution dedz = b correspond alors a la minimisation de la fonctionnelledyatique f.
Son gradient esV f (z) = Az — .

Il faut imaginer que I'on visite une fosse sous-marine etltpreveut atteindre le point le plus
bas de cette fosse, en suivant les fonds marins et par itssitétuite. La direction de descente a
choisir localement est alors celle de la plus grande pemgeledas.

Proposition 7.

(i) Si A est syrétrique cfinie positive, alorsf admet un unique minimum ery solution
unique du systme lireaire Ax = b.

(i) Si A est syrdtrique positive non &finie, et sib € Im(A), alors f atteint son minimum
pour tout et seulement tout vecteur solution duéyst lireaire Ax = b.

(iii) Si A n'est pas positive, ou $i ¢ Im(A), alors f n"admet pas de minimum, c’edtdire
gue son infimum estoo.

Théoreme 29.
SoitA € R™*" synétrique cfinie positive, ef : = — % < Az,x > — < b,z >. Alors
(i) = € R” minimisef ssiV f(z) = 0.
(i) Siz e R verifie Vf(x) # 0, alorsVa €]0, 55, f(z — aVf(z)) < f(=).

On retrouve, dans ce theoréme, des valeurs critiquesrdétlaode du gradient a pas fixe.

Dans la section précédente, on avait défini; en fonction der;, par un déplacement dans la
direction deb — Ax;, avec un pas fixe égal@ La direction choisie correspond a la direction du
gradient def enzy, V f(zy), c'est a dire la direction de plus grande variationfden ce point,
direction orthogonale en; a la courbe de niveau gépassant pat;. Une question devient alors
légitime : Pourquoi ne pas choisir undifféerent a chaque étape ? Cela permet d'introduire une
variante : la méthode du gradient & pas variable pour legae s’autorise des valeurs differentes
pour «, au cours des itérations de la méthode. Mais alors, pedigice encore mieux ? Peut-on
choisir, & chaque itération, unqui serait optimal dans la direction de déplacemeérf{x;) ?
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2.5.3 Meéthode du gradienta pas optimal

A chaque itération, le parametreest choisi de fagon a minimiser la valeur fisur la droite
xp + Vec{V f(xx)}. On cherche ainsi & minimisey, : o — f(xzx + a(b — Axy)) par rapport &
.

La recherche du minimum dgésurR"™ devient donc une suite de problemes de minimisation
surR que I'on peut résoudre de maniere exacte : la fongjjoest en fait polynomiale de degré 2,
et de coefficient de plus haut degré positif. En effet,

2
1
gk(a) = f(zg + a(b — Axy)) = ... = % <Arp,rp > —a <1, rp >+ < §A£Ck —b,xp >

en posant;, = b — Axy,.
Elle atteint alors son minimum au point uniqug vérifiant g; (o) = 0, ce qui nous ameéne a
I'expression suivante :
ap = < Tk, Tk > _ HTkHQ
< Arg,ri > |4

ou ||-|| , désigne la norme associée a la matrice symétriqueiegiasitive A.

On obtient alors le nouvel algorithme :

o donné dan®R"
1, =0b— Axp.
_ <rg,rE>
Pourk >0 = Zhs
Th4+1 = Tk + QT

Interpr étation graphique

On gravit une montagne, au cceur d’'une forét dense, avgediibd’'en atteindre le sommet.
A chaque étape, on se rapproche du sommet selon le choixdieetdion de plus grande pente
au point d'arrét de la précédente étape. Et on suit cliftéetion jusqu’a ce que la pente devienne
nulle. Au dela de ce point, on reperdrait I'altitude gagnéque la. Puis on passe a I'étape suivante
... Le choix du pas est optimal, localement a chaque épsg,la direction choisie. Cette méthode
est tout de méme limitée. En effet, le caractére d’oplittnde la méthode n'est que local en chaque
pointz;. A chaque instant, on oublie d’ailleurs les choix précéigeOn ne peut d’ailleurs a priori
pas établir de résultat de convergence vers le sommetrgsténi.

Si on se place maintenant dans le cas d’'un montagnard aeéstddin fort sens de I'orienta-
tion, on a envie de choisir un déplacement (certes toujdans une direction montante) qui pren-
drait aussi en considération le chemin déja parcourbajément. C’est le principe de la méthode
du gradient conjugué, basée sur la considération desespmle Krylov introduits ci-dessous.

2.5.4 Espaces de Krylov

Définition 31.
Soitrg un vecteur d&R™. On appelle espace de Krylov associ& det a A), et on noteky, le
sous-espace vectoriel @& engendré par lek + 1 vecteurs{rg, Arg, - -- , A¥rg}

K}, = Vect{rg, Arg,- - ,Akro}

Proposition 8.
Soitry # 0. Alors (K},),<o est croissante au sens de l'inclusiofy, C Kjy1.
De plus, il existéy tel qued < kg <n — 1 et:

dim K, =k+1si0<k<ky et dimK,=ky+1siky<k.
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Proposition 9.
zg € R™

Soit une rathode du gradien{
Tht1 = Tk + Oék(b — Awk)
On c&finit le résidur, = b — Axy. On a alors le ésultat :

() r € K4, espace de Krylov ass@a rg = b — Axy.
(i) Tk+1 € xo + K.

Démonstration : Par récurrence gur

Remarque 52.
La méthode du gradient a pas optimal impliqu#&; < ;11,7 >= 0. En effet,

< Th41,TE > = <b—A.%'k+1,b—A1'k>

< Axyp + OékA(b — A.%'k) —b,Axy — b >

= <Axk—b,Aack—b>—ozk<A(A:Uk—b),Axk—b>

= <Axp—bAry —b>— < Axp — b, Axp, —b>=0
par définition dey,,

La méthode du gradient & pas optimal consiste a chejsif minimisantgy () = f(xy + ary)
(c’est a dire, minimisanf sur la droitex;, + Vect{rx}), ou encorery_ tel query,, orthogonal
ary.

2.5.5 Meéthode du gradient conjugwe

La méthode du gradient a pas optimal optimise le choix dugrafonction de I'étape précé-
dente uniquement. Ici, il s’agit de mettre en place une odshqui optimise le choix du pas et
de la direction de descente en fonction de I'ensemble @eatibhs précédentes. Dans la fosse
sous-marine, la pente optimale globalement (celle quirsgedvers le fond), n’est pas forcement
celle de plus grande pente localement. En comparaison aveethode du gradient a pas optimal
(voir remarque 52), la méthode du gradient conjugué stasi chaque itération, a choisig, 1
minimisant f sur zy + K}, avecK; I'espace de Krylov associé &, ou encorery; tel que
rr+1 € T + Kj orthogonal &Kjy.

Théoreme 30.
Soit A € R™*" synétrique dfinie positive. La @hode du gradient conju@converge en au
plusn itérations.

Idée de la démonstration : La méthode a convergé lorkxguespaces de Krylov s'arrétent de
croitre. Ainsi, sikg > n — 1, on a nécessairemeht,,_; = R" etkg = n — 1.

Proposition 10.
SoitA € R™*" synetrique cfinie positive. Soitxy)o<k<» la suite construite par la &thode
du gradient conjugé. Notons, = b — Axy, di = xj11 — o). AlOrs:
() K = Vect{rg, Arg,--- , AFrq} = Vect{rg,r1,--- ,r} = Vect{do,dy,--- ,d}}
(i) (rx)o<k<n—1 €storthogonale.
(ii)) (dr)o<r<n—1 €St “conjuglee par rapportx A”, c’est a dire qu’elle est orthogonale pour
le produit scalaire assoéia A : < Ady,d; >=0sik # 1.

Démonstration : admise

Remarque 53.

La méthode du gradient conjugué est a priori compliquéisqu’elle consiste en une suite
de probleme de minimisation sur un espace dont la dimeresbimcrémentée a chaque étape.
Cependant, les résultats admis ici permettent de monieetagméthode se rameéne a un algorithme
trés simple, comparable a la méthode du gradient a pamalpgpar ses colts calcul et mémaoire.
Ceci fait I'objet de I'exercice 7 de la série de TD3.
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Algorithme de la méthode du gradient conjugte :

Initialisation :

o € R"™,  précision souhaitée sur le résidu.
ro =b— Axg;po=10; 00 =< po,r0 >}

[teérations successives::> 0,

o = «x;i# (pas dans la directiop®)
Th+1 = Tk + QkPk
Tht1 = Tk — QpApg (résidu a l'iterationk + 1)

Arrét des itérations gjry1]| < e.

Or+1 =< Tht1, Tht1 >

B = 5

Pi+1 = Tkt1 + Br+1Pk (prochaine direction de descente)

Colt de I'algorithme et convergence

La partie la plus coliteuse de l'algorithme est le produitrivervecteurAp, de chaque itéra-
tion. Les autres calculs sont vectoriels ou scalaires et gen significatifs devant ce produit. Le
co(t total est donc de I'ordre dg;.,n>.

En théoriepn . estinférieur &. On peut ainsi définir une méthode a priori directe, atteig
la solution exacte avec un codt d’un ordre inférieur oal&y:3. Cependant, la convergence de
la méthode et le résultat théorique sur la convergenderaps fini dépend fortement de la fagon
dont les résidus numériques ne constituent pas vrainmnfamille orthogonale. Ceci dépend du
conditionnement de la matrice. On peut énoncer le réssuigant :

Théoreme 31.
La vitesse de convergence est deampar la relation :

k
do(A) —1
o — ¥l < 2y/condy(A) (VR Z 1)y,
condy(A) + 1

ou z* désigne la solution exacte du systeAx = b.

Ainsi, dans la pratique, on rencontre parfois des matriceBnie denses) tres bien condi-
tionnées pour lesquelles la méthode du gradient corjudt€int une précision suffisante apres
nier ~ In(n) itérations, ce qui fait de la méthode, une méthode avecain de I'ordre de
n?1n(n), ce qui est trés agréable. A contrario, on trouve aussiussices symeétriques définies
positives mal conditionnées pour lesquelles la méthedeonverge pas en des temps acceptables.
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Chapitre 3

APPROXIMATION SPECTRALE

3.1 Introduction

3.1.1 Motivations

On a mentionné au dernier paragraphe du chapitre 1 unecappti du calcul des valeurs
propres d’'une matrice de grande taille. On peut en citer debneuses, en mécanique des struc-
tures comme il a été vu, mais aussi en chimie quantiqueylcaé niveaux d’énergie), en économie
(détermination d'un taux de croissance dans un modelem@bilité nationale), etc. Les problé-
mes se divisent en deux catégories :

— la détermination de toutes les valeurs propres (et,téetement, de tous les vecteurs

propres) d’'une matrice,

— la détermination des quelques plus grandes valeursggapune matrice (ou des quelques

plus petites, ou encore des quelques plus proches d’'un eatobrplexe donng).
Ces deux types de problemes conduisent a des méthotfaeuliés, le premier cas étanpriori
plus coliteux que le second.

3.1.2 Analyse de sensibilé

On rappelle ici le résultat énoncé dans la propositiom 4lwhpitre 1 : sid est diagonalisable
telle queA = PDP~! avecD diagonale, e est une matrice de perturbation telle dug||., <
e, alors

Vi €o(A+E) Ineo(A) |AN—A| < K(P)e,

ol K (P) = || P||oo||P~!|lso désigne le conditionnement en norme infiniefleAinsi, le facteur
d’amplification des erreurs est lié au conditionnementadenhtrice de passage, et non a celui
de A comme c’était le cas pour la résolution d'un systemedirg. De la sorte, on dira qu’un
probleme aux valeurs propres est mal conditionné quantataice de passage a un condition-
nement important (alors qu’un systeme linéaire est madlitmnné lorsque la matricd a un fort
conditionnement).

3.2 Meéthodes de la puissance

3.2.1 Methode de la puissance

La méthode de la puissance vise a approcher la valeurgdwpplus grand module (supposée
unique) d’une matrice complexe donndec C**?, Elle s’appuie sur le constat suivant, montré
au chapitre 1 : pour toute norme subordonnée, on a

|A™||*/™ — p(A), lorsquen — co.
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Ainsi, la matriceA™ se comporte asymptotiquement compgel)™, c’est-a-dire une matrice sca-
laire. Plus précisément, la méthode de la puissancesters construire la suitéx™),, & partir
d’'un vecteur initialz® € C? par la relation de récurrence

" = Az™.
Pour des raisons de stabilité numérique (on ne souhastejyz la suitéz™) soit non bornée, ou
gu’elle tende ver$), on normalise a chaque étape :

Ax™

n+l _ )
| Az™||

X

Notons que la convergence ne peut avoir lieu lorsque plisiealeurs propres sont de module
maximal, comme le montre I'exemple suivant :

(30 (8)

La convergence est fonction des propriétés spectralées matrice A, comme le précise le théo-
reme suivant.

Théoreme 32.

On suppose que la matrickadmet une unique valeur propre de module maximahote) ;
on notep, le second plus grand module. Pour presque tdutle C?, la méthode de la puissance
converge, au sendidl existe un vecteur propre € C% de A assocg a la valeur propre\ tel que

n def. [M]" "

S lorsque .
N g T ORHER e

De plus, la vitesse de convergence est é@anpar

n
P2

o flg"—z =0 (|2

) si \ est non éfective, ainsi que toute valeur propké
telle que|\'| = pa.

P2

o lg"—al =0 (w2

n
) si A est non éfective, et est la dimension du plus grand
bloc de Jordan assogia une valeur propre de module
égala ps.

o [lg"—z|=0(2) si \ est cfective.

n

Rappel : une valeur propre\ est dite @fective s'il existe un bloc de Jordan asoai) de taille
strictement su@rieurea 1. De manére équivalente, cela signifie que les sous-espaces propre et
caraceristique assoéisa la valeur propre) sont distincts.

PREUVE. En réduisant la matricél sous sa forme de Jordan, le probléme revient a étudier les
puissances d’'un bloc de Jordan. En effetdsi P.7P~!, avec7 composée de tels blocs, I'étude
du vecteurz” = A"z° se rameéne a celle du vecteyr = P~ 12", qui satisfaity” = J"¢°.

Soit doncJ € C™ " un bloc de Jordan de taille associé a la valeur propge écrivant la
matriceJ comme somme del, et d'une matrice nilpotente, on obtient via la formule dudie,
I'expression

‘un n‘un—l . (rﬁl)‘un—r-i—l
=]’ : . (3.1)
. .. .. nunfl
0 0 u"



Notons que le coefficient dominant (quame- co) de la matrice/™ est(,",)u" "' ; les termes
d’ordre directement inferieur étaqt”,) " "

Revenant a I'etude de la suitg™), siy” est générique, alors le vecteyit = 7"4° satisfait
lorsquen tend vers l'infini,

yn ~ Z (ril))\nirJrly?Q—i—s[—leSw (32)
l

avec
— A estlavaleur propre de plus grand moduleAje
— r lataille du plus grand bloc de Jordan associ a
— achaque indice, correspond un bloc de Jordan assock&d tailler, situé entre les indices
sg ets; + r — 1 de la base canonigues, ..., ey).
Ainsi, lorsquen — oo, le vecteurg™ défini dans I'énoncé converge vers le vecteur

_ 0
T = szﬂrszflesz’
l

gui est bien un vecteur propre deassocié a la valeur propre de module maximal
Pour I'etude de la vitesse de convergence, on reprenddemaément qui a conduit a I'équi-
valent (3.2) : le terme suivant dans le développement amtigpe dey™ provient
— soit du second coefficient dominant d lorsquer > 1, & savoir(,",) ™", cf.(3.1),
— soit du coefficient dominant d&™ lorsquer = 1, ou.J’ est le bloc de Jordan associé a une
valeur propre de module;, de taille maximale-’.

Dans le premier cas, on obtiept = (" YA\ Tlz + (" )A"TE + o((,",) A7) ol
est un vecteur d€?. Ainsi, la difference;” — « prend la forme

¢ o= B T tal] v o (RS,

Il apparait donc que la vitesse de convergence'deersx satisfait

1
I =all =0 (5).
n
Dans le second cas, on a

P =Xt () D T e o () e

|l=p2
)
Quelques remarques s'imposent :

— Il est possible de préciser I'expression “pour presque 48" en indiquant que les com-
posantes de’ relatives aux directions principales doivent &tre noliesu En pratique, on
choisit souvent le vecteur initial® au hasard, auquel cas la condition est presque stirement
satisfaite.

— Dans le cas ou plusieurs valeurs propres partagent leem@dule maximal, on peut parfois
utiliser la méthode de la puissance avec astuce. En dffghosons que = —\ soient les
deux seules valeurs propres de module maximalddlors la méthode de la puissance
associéee a2 converge et permet d’obtenir une approximatiom\dget donc deh.

La vitesse de convergence est donc fournie par

P2

an . xH -0 <7”LT/1
P1
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— La méthode peut étre utilisée pour calculer d’autréswra propres dans le cas ou la matrice
A est symétrique. En effet, notons < Ao < --- < \; les valeurs propres dé, supposées
distinctes. La méthode de la puissance conduit a une sippaton de),, notee),, as-
sociée au vecteur,, approximation du vecteur propig. Si l'on applique la méthode de
la puissance avec® € {v;}+, alors elle converge théoriquement vers la plus grandauval
propre deA restreinte au sous-espace stalg} -, c'est-a-dire)\;_;. Malheureusement, on
n'a acces numériquement qu'a une approximationdet cette remarque ne s’applique pas
en pratique car les erreurs vont s’accroitre dans la dredev,. Toutefois, il est possible
de projeter a chaque étape sur le sous-espage", ce qui revient & appliquer la méthode
de la puissance a la matric&( — 9,407 ). Cette technique porte le nom de&thode de
déflation On peut réitérer cette méthode pour approcher, mais il faut garder a I'esprit
gue les erreurs s’accumulent, si bien que la méthode nastrps efficace pour calculer
toutesles valeurs propre de la matriee

3.2.2 Methode de la puissance inverse

La méthode de la puissance inverse revient a appliqueréade de la puissance a l'in-
verse de la matricel. Elle permet donc d’obtenir sa valeur propre minimale enutedien sar,
on n’'inverse pas explicitement la matrige mais on résout, a chaque étape de I'algorithme, le
systeme linéaire
Az™ = 2",

(de méme que pour la méthode de la puissance, on normélgehaque itération). Il est utile de

remarquer gque seul le second membre change dans les sydidpadres successifs, et que I'on a
intéerét a calculer la decompositidALU (par exemple) de la matricé une fois pour toutes et a

résoudre seulement deux systemes triangulaires a el&gpe.

3.2.3 Methode de la puissance inverse avec translation

Il s’agit ici d’approcher la valeur propre (et le vecteur pm® associé) la plus proche d'un
nombre complex@ donné. On applique donc la méthode de la puissance atecenat — 1)1,
et chaque étape nécessite la résolution du systemairn”

(A — ply)z"tt = 2",

avec les mémes remarques que précédemment. Un paradokéessurgir : plus le nombre est
proche d’une valeur propre, plus le systeme linéaire edtoanditionné. Ainsi on pourrait croire
gu’il est néfaste d’avoir une trés bonne approximatiomedealeur propre qu’on recherche. Il n’en
estrien car les erreurs dues au mauvais conditionnemeatndatticeA — 111,; sont principalement
dans la direction du (ou des) vecteur(s) propre(s) as®cdiela valeur de plus petit module de
A — uly, direction gu’'on cherche justement a approcher. De cedtgiéne, loin d’étre pénalisant,
le mauvais conditionnement du systeme linéaire favdasmnvergence.

3.3 Meéthode de Jacobi

Il s'agit d’'une méthode itérative de diagonalisation mBumatrice symétrique basée sur des
changements de base associés a des matrices de rotat@iveths. Partant de la matrice symeé-
triqgue A, on construit une matrice orthogondlg comme produit de matrice de Givens, telle que
QF AQ,, converge lorsque: tend vers linfini vers une matrice diagonale contenant Eswrs
propres deA. Les colonnes d€),, convergent vers une base de vecteurs propreg dés que
toutes les valeurs propres desont distinctes.
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3.4 Methode de Givens-Householder

Cette méthode s’appuie sur les propriétés remarqual@egpolyndmes caractéristiques des
matrices tridiagonales symétriques. Tout d’abord, ontmeoque toute matrice symétrique peut
étre mise sous forme tridiagonale par un procédé alguitjue simple.

Proposition 11.
Soit A € R*4 une matrice sy#trique elle. Alors on peut construire une matrice orthogo-
nale 2 € O(d) telle queQ” AQ soit tridiagonale syrétrique.

PREUVE. On utilise les matrices de Householder, déja rencestdans le chapitre précédent. La
matrice A peut s’écrire par blocs

a | XT
X | B

aveca € R, X € R* ! et B ¢ R(A-Dx(d-1)

On sait qu'il existe une matrice de Householdet O(d — 1) telle queh X n’ait que sa premiere
composante non-nullé.(= H(v) avecv = X/|| X|| £+ e; oue; désigne le premier vecteur de la
base canonique d&?~1). Ainsi, on a l'identité par blocs

al B | 0
1‘0 a‘XT 1‘0 a‘XThT _
O‘h X‘B O‘hT hX‘hBhT L
ol x| A

Il suffit alors d'itérer le procédé avec la matrice deléafi — 1) x (d — 1)

v | XT
X| A
n

On est désormais ramené au cas ou la matfigest tridiagonale symétrique. Notonk la
matrice

al b1
b1 a9 b2
A; = by
bi—1
bi—1  a;

Pouri < d, on notep;, = det(A; — AI) le polyndbme caractéristique dé& (par convention, on
posepy = 1).
Proposition 12.
La famille (po, . .., pq) €st une suite de Sturm, c’estdire
1. lim, oo pi(p) = 400, pouri =1,2,...,d,;
2. pi() =0=pi—1(w)piy1(pn) <0,pouri =1,2,...d— 1.
PREUVE. Le coefficient dominant dg; est(—1):X?, ce qui implique directement le point 1.

D’autre part, par développement par rapport aux lignesleinoes, on détermine la relation
de récurrence suivante :

i = (ai - )\)pifl - bzzpzfz. (3.3)
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Soit alorsyu tel quep;—1(x) = 0. Sip;—1(u) = 0, alors de proche en proche on déduit que
po(p) = 0, ce qui estimpossible. Ainsi le produif_»(u)p; (1) est strictement négatif, qui prouve
le point 2. |

Propri été 7.
Soit(pg, p1, . - ., pq) Une suite de Sturm. Powr € R, on note

_ [ signe dep;(n) sipi(n) # 0,
sgmy(p) = { sgn,_ (1) sinon.

Le nombre de changements de signes dadsuglet

(seno(p), .- -, sgna(p))
estégal au nombre de racines gg qui sont strictement igfieuresa ..

PREUVE. On montre tout d’abord que les racines des sont emboitées : le polyndmsg est
donné pamp;(A\) = a; — A, si bien quil admet\} = a; comme unique racine. Vu la relation
po(AD)p2(A) < 0, il vient po(A1) < 0. Comme, d’autre part, le polyndme tend vers+oo en
+o0, il admet exactement deux racing® < A} < A3, En réitérant le procédé, on obtient que le
polyndmep; admet exactemeritracines réelles, ..., A! qui satisfont

Mo X e < XS < < N < AT <AL
Par ailleurs, d’aprés le point 2. de la définition d’unetesue Sturm, la définition degn, est
correcte. Montrons, par récurrence sugque le nombre de changements de signes dans la suite
(sgno(u), . ,sgni(u)) est égal au nombre de racinesgeajui sont strictement inférieures a
Pouri = 0, le résultat est clair; supposons-le acquis au rangl. On considere alorgs € R.
Par hypothése de récurrence, le nombre de changemerighdedans(sgn, (1), . . ., sgn; (1))
est égal au nombrk de racines de;_; strictement inférieures a. D’aprés ce qui précede, on
en déduit que; admet au moing racines strictement inférieuresiaet au plust + 1. Il reste a
considérer le changement de signe éventuel eptre ; (1) etsgn;(u). Tout dépend de la position
relative dey, avec la racine\; ;. :

— sip = A\, alorssgn;(u) = sgn,;_ (u) par définition, il n’y a donc pas de changement de

signe etp; admet bien exactemehtracines strictement inférieures.a
—Siu < )\iﬂ’ alors le point 2. permet de montrer qug 1 et p; sont de méme signe sur

lintervalle (X", Aj_}) donc on n'ajoute pas de changement de signe ;

— sip > A, C'est la situation inversep; etp;_; sont de signes contraires st A\~ ') et
donc on ajoute un changement de signe esgne_; (1) etsgn;(u),
ce qui achéve la preuve. -

Grace aux propriétés des suites de Sturm, on peut metpéaee une méthode dichotomique
d’approximation des valeurs propras < X\ < --- < )\ de la matrice tridiagonale symétrique
A = Ay,. En effet, fixons un entierentrel etd ; voici comment approchey;.
© on détermine tout d’abord un intervalle,, by] contenant le spectre dé (on peut choisir
bp = —ap = ||A]|, ou|| - || désigne une norme subordonnée quelconque, par exemple la
norme 1 ouwo pour faciliter de calcul, ou bien encore utiliser les disgjde Gershgorin).
© 0N posecy = “OT“’O et on noteNy le nombre de changements de signes dans la suite
(sgng(co); - - -, sgng(co))-
— si Ny > i, alors au moing valeurs propres sont inférieureg@ donc; € [ag, col,
— sinon)\; € [Co,bo].
¢ on recommence avec l'intervalle de taille moitié ainsievht.
L'algorithme obtenu converge de fagcon géométriquec awvee raison égale§
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Remarque 54.

— Insistons sur le fait que I'évaluation des polyndmeseffeictuée a I'aide de la formule de
réecurrence (3.3) et non par sommation des mondémes dareséadanonique, ce dernier
calcul se révélant souvent instable numériquementuigoréfere le schéma de Horner dans
le cas général).

— La méthode permet d’obtenir une approximation de to@ssdleurs propres de la matrice
A. Sil'on souhaite obtenir les vecteurs propres correspusdan peut utiliser une méthode
de puissance inverse avec translation (qui améliore daossi dapproximation de la valeur
propre obtenue).

3.5 Meéthode QR

Cette méthode est trés simple a mettre en ceuvre, etdrémmante (c’'est celle qui est uti-
lisee — a quelques optimisations prés — par la commandede matlab). Elle est basée sur la
décomposition R d’une matrice quelconque. Solt € R%*?, on construit la suit¢A,,) comme
suit :

— onnoted; = A et@q, R, telles qued; = Q1 R, avec() orthogonale eR; triangulaire
supérieure a diagonale positive ;
la matriceA, est définie comme le produity = R1Q);.

— si A, est construite, on notd,, = @Q,, R,, et on définitd,, . ; commeR,Q,,.

Remarquons qu’'a chaque étape, on reste dans la classeititede de A. En effet,A,, 1 =
R,Q. = QLA,Q,. De la sorte, si la matricel,, prend une forme pour laquelle les valeurs
propres sont facilement accessibles, on aura détermeifesaeA. En fait, la suite( A,,) devient
triangulaire supérieure, comme le montre le résultatasi(dont les hypotheses ne sont malheu-
reusement pas minimales au regard de la convergence ebsamiériguement).

Théoreme 33.
SoitA € R%*4 une matrice diagonalisable inversible. On ndtg . . ., \; ses valeurs propres
sur lesquelles on fait I'hnypoéise

(A1 > [Ag| > -+ > |Aql-

On suppose, de plus, ques’écrit A = PDP~!, avec une matric& admettant une@composition
LU et D la matrice diagonale telle qu®;; = A;.
Alors la méthode@ R définie plus haut converge, au sens o

hm(An)” =)\ et hm(An)Z] =0, pourz > j.

PREUVE. D’apres la remarque préliminaird,,,; = Q1 A,Q,.. Par une récurrence immédiate,
on obtient
Api1 = QL AQ,, avecQ, = Q1Q2- - Qn. (3.4)

Aussi le comportement asymptotique de la stitg) est-il lié & celui de la suite orthogondl@,, ).
Pour étudier ce dernier, on va écrire la decomposifjgiide la matrice puissancé™ (unique, car
A —doncA™ — est inversible) de deux manieres différentes.
o On écritA™ = (Q1R)" = Q1(R1Q1)" 'Ry = Q1A 'Ry, dont on déduit immeédia-
tement par récurrencd,” = (Q1Q2--- Qn)(R, - - - R2Ry), qui n’est autre que la décompo-
sition QR de A™. Ainsi, Q,, apparait comme le facteur orthogonal de cette déconipuosit
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o On diagonalised™ en PD"P~!, et si on noteP = QR etf’:1 = LU les décompositions
QR et LU des matrices de passaBest P~!, on obtient, siQ,, R,, désigne la decomposition
QR de la matriceRD"LD "R~ 1,

— QRD"LU = Q(RD"LD "R YRD"U = QQ,R,RD"U.

La matriceQ@n est orthogonale et la matride, RD"U est triangulaire supérieure. C’est
donc presque la décompositighk de la matriced™, a ceci pres que la matrice triangulaire
n'a pas nécessairement tous ses coefficients diagonactestent positifs. Il existe donc
une matrice diagonal4,,, dont toutes les entrées sont de valeur absb|telle que

= [QQnAL[A; 'R, RD"U].
¢ Par identification des deux decompositi@pg il vient

Etudions & présent le comportement asymptotique de fa &j,). Par définitionQ,, est le
facteur orthogonal de la decompositiQR de la matriceRD"LD~"R~!. Or, L étant triangulaire
inférieure a diagonale unité, la matrié® L D~"™ converge vers l'identité : en effet,

1 sii=j,
(DnLD_n)U = 0 Sii < 7,

(noter que|\;| < |A;] sii > j). En conséquence, la matriéeD" LD~ R~ tend vers l'iden-
tite. D’autre part, la swtéQn) étant compacte, elle admet une sous-suite convergﬂé};;,g) de
limite Q. Mais alors la swte(Rnk) converge elle aussi (car le prodl@n Ry, converge vers
l'identité). La limite R de(R,,) est trlangulalre supérieure a diagonale posmve doitest la
décompositionQ R de la matricel;. Ainsi Q = I4. Ainsi, la suite compactéQn) n'a qu’'une
valeur d'adhérence, donc converge vers l'identité.

On déduit de I'égalité (3.5) que la suit®,,A,,) (noter que\, = AL = \-1) converge vers la
matrice(, facteur orthogonal d&. Ainsi

X' A A" — QTAQ = QT(PDP™1)Q = QT(QRDR™'QT)Q = RDR™',

cette derniere matrice étant triangulaire supérievee éa diagonale comportant les valeurs pro-
pres deA. |

Remarque 55.
D’apres la deémonstration précédente, la vitesse deecgance est géométrique, de raison

Ai
i1’
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