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Probabilités classiques Formulation de Kolmogorov

Décomposition spectrale

Théorie des probabilités et physique classique

e Formulation de Kolmogorov
o Espace de probabilité: (Q, F,P)
o Espace mesurable: (R, B(R))
e Variable aléatoire réelle: X : Q — R, measurable
e Loide X:

Px(B) =P({w € Q: X(w) € B}) =P(X € B), B € B(R).

@ Quelle signification?
o Kolmogorov: Ensemble de propositions expérimentalement
vérifiables = o-algebra booléenne
o Théoréme de Loomis-Sikorski: toute o-algebra booléenne est
image o-homomorpe d'une tribu F des parties d'un Q

non-vide. wvens i o Y
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Probabilités classiques Formulation de Kolmogorov

Décomposition spectrale

Dictionnaire probabilités-physique classique

Dictionnaire
Probabilités Physique

Q Univers Espace des phases
w € Q | réalisation microétat

X variable aléatoire observable

P probabilité (macro) état

Px loi de X fonction d’'état de X dans état P
(we)e | trajectoire flot dynamique
X(w¢) | processus stochastique | évolution temporelle de X
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Probabilités classiques .
q Formulation de Kolmogorov

Décomposition spectrale

Approximation par des fonctions simples
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Probabilités classiques .
q Formulation de Kolmogorov

Décomposition spectrale

Une approche différente

@ Continue, bornée X : Q — R;
m = inf X(w); M = sup X(w); spec(X) = [m, M].
@ Objets importants: F, B(R). (Convention: 1lr = F.)
© Mesure a valeurs indicatrices I1: B(R) > B — lLx-1(g)(€ F).

ZXJ W)l <e.

lim xiN(;) = [ xN(dx) =
Ej: G /

Novembre 2007 Probabilités quantiques



Probabilités classiques .
q Formulation de Kolmogorov

Décomposition spectrale

Décomposition spectrale

EX

|
—
X
&
=
Q
&

_ /Q(/Mxl'l(dx)(w))IP’(dw)Z/ xPx (dx).

m spec X
e M =11, N(BNC)=N(B)N(C); suppMN = spec X = imX.

@ [1 est la mesure spectrale de X. Contient la méme information
que X.

e En mécanique quantique de nouveau: X = [ xI(dx) mais I
projection a un sous-espace hilbertien. N—— .\
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Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel

Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats

Logique quantique standard

Echelles des grandeurs physiques

Tichelles:

© Masse: 1073'kg  10°'kg

e Longueur: 10~ m - 102"m

© Temps: 10~23s - 10'7s

Constante de Planck: h= 1.05457 x 10~34] . s

Vitesse de la lumié: c = 2.99792458 x 108m/s.
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Evolution de la technologie informatique
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Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Postulats de la mécanique quantique

... et leur interprétation

@ Postulat 1: Espace des phases = espace hilbertien complexe
séparable H; rayons ¢» € H : |[¢)|| = 1 correspondend a des
états (purs).
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Postulats de la mécanique quantique

... et leur interprétation

@ Postulat 1: Espace des phases = espace hilbertien complexe
séparable H; rayons ¢» € H : |[¢)|| = 1 correspondend a des
états (purs).

o Exemple H = C?:

19]1? = 1|2 + |¥2|?> = 1. Composants de v correspondend a
des amplitudes de probabilité.
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Postulats de la mécanique quantique

... et leur interprétation

@ Postulat 1: Espace des phases = espace hilbertien complexe
séparable H; rayons ¢» € H : |[¢)|| = 1 correspondend a des
états (purs).

o Exemple H = C?:

19]1? = 1|2 + |¥2|?> = 1. Composants de v correspondend a
des amplitudes de probabilité.

e Postulat 2: Evolution temporelle d’un systéme quantique
isolé dérive d’un opérateur unitaire sur H.
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Postulats de la mécanique quantique

... et leur interprétation

@ Postulat 1: Espace des phases = espace hilbertien complexe
séparable H; rayons ¢» € H : |[¢)|| = 1 correspondend a des
états (purs).

o Exemple H = C?:

19]1? = 1|2 + |¥2|?> = 1. Composants de v correspondend a
des amplitudes de probabilité.

e Postulat 2: Evolution temporelle d’un systéme quantique
isolé dérive d’un opérateur unitaire sur H.

@ ¢ rayon; ¢ = U¢ est encore un rayon i.e. un état pur.
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Postulats de la mécanique quantique

... et leur interprétation

@ Postulat 1: Espace des phases = espace hilbertien complexe
séparable H; rayons ¢» € H : |[¢)|| = 1 correspondend a des
états (purs).

o Exemple H = C?:

19]1? = 1|2 + |¥2|?> = 1. Composants de v correspondend a
des amplitudes de probabilité.

e Postulat 2: Evolution temporelle d’un systéme quantique
isolé dérive d’un opérateur unitaire sur H.

¢ rayon; @ = U¢ est encore un rayon i.e. un état pur.

¢ = U*1): I'évolution temporelle est réversible. A
[IVERSITE DE £
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Logique quantique standard

Meécanique quantique

Postulat de la mécanique quantique

.. .et leur interprétation (suite)

Postulat 3: Observables physiques associés a des opérateurs
auto-adjoints bornés sur H. Mesure (physique)de X dans état ¢
signifie de déterminer mesure (borélienne) dur R induite par mesure
spectrale de X.

Val. propres Vec. propres Projecteurs
x u(x) N({x})
_ (1 2 - 3 [ = 1( 1 -2
X_<72i z) 3 ﬁ(z) 5<2i 4
N o (2 1 4 2
VAR s\ —2i 1
X = Y sxp
x€{—-3,2}
1 1 -2i 1 4 2
= (*3)g< 2 4 +2g( —2i 1
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Postulats de la mécanique quantique

.. et leur interprétation (suite)

v = a_zu(—3)+ au(2).
(WIXy) = > akaex{u(x) | N{x'}u(x"))

XXX

= D b

x€espec(X)

ou ax|* = (¢ [N({x})v). ExX = (¢ | Xy).
Observables élémentaires: 1 questions “oui-non”.
Nouvel état aprés mesure M({x}): u(x). B
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Résumé de la mécanique quantique

@ La mécanique quantique peut &tre vue comme une extension non-commutative
des probabilités.
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Résumé de la mécanique quantique

@ La mécanique quantique peut &tre vue comme une extension non-commutative
des probabilités.
o

n
EX = Z Xk Pk

= (Pl

X1
- )
Xk
P1
= tr
Pn Xn
n n

= 3 VBB = > V/Pre Ckxiy/Brel
k=1

k=1
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Résumé de la mécanique quantique

@ La mécanique quantique peut &tre vue comme une extension non-commutative
des probabilités.

o
n
EX = Zxkpk
x1
= (pr - Px)
Xic
P1
= tr
Pn Xn
n n
= Z\/kak\/Pk = Z\/Pke iy /pre’®
k=1 k=1
N S :%
x1
@ i.e. classiquement, EX = (¢ | ), ot &C" with || =
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Résumé de la mécanique quantique (suite)

En quantique,
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Résumé de la mécanique quantique (suite)

En quantique,

@ variables aléatoires réelles = opérateurs auto-adjoints bornés
généraux sur espace de Hilbert approprié.
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Résumé de la mécanique quantique (suite)

En quantique,

@ variables aléatoires réelles = opérateurs auto-adjoints bornés
généraux sur espace de Hilbert approprié.

@ Plus précisément, espace de probabilité quantique: (2, o), ou
A une C*-algébre et o un état provenant d'un opérateur
auto-adjoint positif o(a) = tr(pa).
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Calcul propositionnel

@ Chercher description unifée pour systémes classiques et
quantiques.
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Calcul propositionnel

@ Chercher description unifée pour systémes classiques et
quantiques.

o Il suffit d’examiner seulement les mesures spectrales I1.
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Calcul propositionnel

@ Chercher description unifée pour systémes classiques et
quantiques.

o Il suffit d’examiner seulement les mesures spectrales I1.

@ Trouver carctéristiques communes entre ensembles mesurables
de F et sous-espaces fermés de H.
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Calcul propositionnel

@ Chercher description unifée pour systémes classiques et
quantiques.

Il suffit d’examiner seulement les mesures spectrales I1.

@ Trouver carctéristiques communes entre ensembles mesurables
de F et sous-espaces fermés de H.

Intérét théorique: unification du formalisme
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Calcul propositionnel

@ Chercher description unifée pour systémes classiques et
quantiques.

o Il suffit d’examiner seulement les mesures spectrales I1.

@ Trouver carctéristiques communes entre ensembles mesurables
de F et sous-espaces fermés de H.

@ Intérét théorique: unification du formalisme

o Intérét pratique: I'extraction de I'information comme opération
géométrique a partir de logiques conditionnelles, floues,
quantiques.
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Calcul propositionnel

Chercher description unifée pour systémes classiques et
quantiques.

Il suffit d’examiner seulement les mesures spectrales I1.

Trouver carctéristiques communes entre ensembles mesurables
de F et sous-espaces fermés de H.

Intérét théorique: unification du formalisme

Intérét pratique: |'extraction de I'information comme opération
géométrique a partir de logiques conditionnelles, floues,
quantiques.

= treillis de propositions
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Treillis des propositions

Définition: A est un treillissi0 € Aet1l e Aet
(1] idempotence: aNa=a=aVa,
@ commutativité;: aAb=bAaandaVb=vVag,
© associativité: aA(bAc)=(aAb)Acet
av(bvc)=(avb)Ve,
Q identité: aAl=aand aVv 0 =g,
@ absorption: aA(aVb)=a=aV(aAb).

@ a < b< aAb=a: Treillis = ensemble partiellement ordonné
(poset).
@ 2’ orhtocomplément de asiaAa =0etaVva =1. S
A S £ N
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Treillis de propositions

@ Distributivité: aV (bAc)=(aV b)A(aVc) (et duale).

@ Modularité: a<c: aV(bAc)=(aVb)Ac

e Orthomodularité: a < c: aV(a'Ac)=c
Définition: Orthocomplémentation L: A 3 a+— at € A, vérifiant
pour a,b € A:

© L injective,

Q@ a< b= bt <at,

Q (ah)t =4

Q@ anat=0.

Novembre 2007 Probabilités quantiques



Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Logique

Définition: Une logique A est un treillis orthocomplémenté t.q.
@ pour toute suite dénombrable (a,)pcn d'éléments de A,
Vpenan et Apen existent dans A,
Q siaj,ay € Net ay < ap, alors il existe b € A, tel que b < alL et
bV a; = an.
Spg orthomodularité avec a’ = a*.
Si distributivité vraie alors logique = o-algebre (tribu).
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Reformulation (systéme)

Postulat 1': Dans tout systéme physique (classique ou quantique),
I’ensemble des propositions expérimentalement vérifiables forme une
logique (classique ou quantique standard).
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Reformulation (observables)

Définition: Soit A une logique. Une observable réelle est une
application
x:B(R) — A, t.q.

Q x(0)=0;x(R) =1,
Q@ BiNBy=0= x(B1) L x(By).
© Si (Bs), mutuellement disjoints alors
X(UnenBn) = Vaenx(Bn).
Ensemble des observables sur A: O(A).

spec(x) =Nc¢ fermé:x(C)=1 C.

Postulat 2': Ensemble des observables d'un systéme physiquev e Ay
(classique ou quantique), décrit par logique A est donné par O(A).
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Reformulation (états)

Définition: Un état sur la logique A est une application
p:N—]0,1] t.q.
9 p(0)=0;p(1) =1,

@ si (ap)n propositions mutuellement orthogonales et a = V,a,

alors p(a) = >, p(an).
Ensemble des états noté S(A). Une fonction d’état est une
application

o : O(N) 3 x — a(x) € M{ (R, B(R)).
o)
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Reformulation (états)

Théoréme: S(A) est convexe (mais non nécessairement un
simplexe de Choquet.)
Théoreme: Soit p € S(A).

O Siop: O(N) — M (R, B(R)) défini par

op(x)(B) = p(x(B)), VB € B(R),

alors o, est une fonction d'état.
@ Si o fonction d'état, alors I!p € S(A), t.q. Vx € O(A) et
VB € B(R),
o(x)(B) = p(x(B))-
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Reformulation (états)

Ep(x) — /s,,ec(x) top(x)(dt)

— / tp(x(dt)).
spec(x)

Postulat 3': Ensemble des états de tout systéme physique est
S(N).

Postulat 4’: Measurer physiquement une observable x signifie de
déterminer sa fonction d’état p(x(-)).
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Reformulation (automorphismes et symmeétries)

Lemme: Soit Aut(A) I'ensemble d'automorphismes de A et
a € Aut(A). Application induite & sur S(A) par

a(p)(a) = pla~'(a)),a € A, p € S(N),

est un automorphisme convexe de S(A).
Définition: G groupe topologique localement compact.
L'application 7 : G — Aut(S(A)) est une représentation si
Q 7(g18) = 7(g1)m(g2) pour tout g1, 8 € G,
@ Vac A Vpe S(A), I'application g — 7(g)(p)(a) est
B(G)-mesurable.
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Logique quantique standard

Reformulation (automorphismes et symmeétries)

Postulat 5’: Evolution temporel de systéme isolé engendrée par
représentation du groupe abelien (R, +) sur I'ensemble des
automorphismes convexes de S(A).

Toute symétrie physique correspondant a G localement compact,
induit une représentation sur les automorphismes convexes de S(A).
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Logique quantique standard

e Logique: A = {sous-espaces fermés du séparable H}.
Identifier A > M avec projection Iy,.
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Logique quantique standard

e Logique: A = {sous-espaces fermés du séparable H}.
Identifier A > M avec projection Iy,.

@ Observables: mesures spectrales, i.e. projections x. Identifier
opérateurs auto-adjoints X avec x via X = [ tx(dt).
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Logique quantique standard

e Logique: A = {sous-espaces fermés du séparable H}.
Identifier A > M avec projection Iy,.

@ Observables: mesures spectrales, i.e. projections x. Identifier
opérateurs auto-adjoints X avec x via X = [ tx(dt).

o Etats purs: correspondend aux rayons 1) € H en définissant

N3 M = py(M) = (¢ Nyep) = Myl
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Logique quantique standard

e Logique: A = {sous-espaces fermés du séparable H}.
Identifier A > M avec projection Iy,.

@ Observables: mesures spectrales, i.e. projections x. Identifier
opérateurs auto-adjoints X avec x via X = [ tx(dt).

o Etats purs: correspondend aux rayons 1) € H en définissant

N3 M = py(M) = (¢ Nyep) = Myl

o Définition: Un opérateur p sur H est une matrice densité s'il
est borné, auto-adjoint, positif, de classe trace avec trp = 1.

Novembre 2007 Probabilités quantiques



Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Logique quantique standard

e Logique: A = {sous-espaces fermés du séparable H}.
Identifier A > M avec projection Iy,.

@ Observables: mesures spectrales, i.e. projections x. Identifier
opérateurs auto-adjoints X avec x via X = [ tx(dt).

o Etats purs: correspondend aux rayons 1) € H en définissant

N3 M = py(M) = (¢ Nyep) = Myl

o Définition: Un opérateur p sur H est une matrice densité s'il
est borné, auto-adjoint, positif, de classe trace avec trp = 1.

@ Ensemble des matrices densité noté D(H). s e o N
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Logique quantique standard

e Exemple 1: Soit ¢) € H. Alors I, projecteur sur Ct est une
matrice densité.
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Logique quantique standard

e Exemple 1: Soit ¢) € H. Alors I, projecteur sur Ct est une
matrice densité.

e Exemple 2: Soit (¢,), suite arbitraire de rayons dans H.
Alors p = 73", cally, avec > ¢, =1,c, > 0 est une matrice
densité.
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Logique quantique standard

e Exemple 1: Soit ¢) € H. Alors I, projecteur sur Ct est une
matrice densité.

e Exemple 2: Soit (¢,), suite arbitraire de rayons dans H.
Alors p = 73", cally, avec > ¢, =1,c, > 0 est une matrice
densité.

o Définition: Soit p € D(H). Alors p, défini par
N> M = p(M) = tr(plMpy),
est un état, appelé état tracial. Nous avons E,(X) = tr(pX).
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Logique quantique standard

o Symétries: (U| Uth) = (¢|), Vo, = UU* = U*U = 1
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Logique quantique standard

@ Symétries: (Ug|Uy) = (¢|v), Vo, = UU* =U*U =1
e Automorphisme o € Aut(A): a(M) = UM
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Logique quantique standard

@ Symétries: (Ug|Uy) = (¢|v), Vo, = UU* =U*U =1
e Automorphisme o € Aut(A): a(M) = UM

@ Induit automorphisme convexe & sur états traciaux par:

a(p)(M) = p(a™t(M)) = tr(pU Ny U) = tr(UpU*Myy).
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Logique quantique standard

e Symétries: (Uo|Uyp) = (¢|v), Vo, = UU* = U*U =1
e Automorphisme o € Aut(A): a(M) = UM
@ Induit automorphisme convexe & sur états traciaux par:
a(p)(M) = p(a™t(M)) = tr(pU Ny U) = tr(UpU*Myy).
@ Se traduit par la transformation réversible
p— UpU*
sur matrices densité. SR\
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Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Logique quantique standard

o Etat aprés mesure de I'observable X = 7, A\;M;:
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Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Logique quantique standard

o Etat aprés mesure de I'observable X = 7, A\;M;:

o Classiquement:

P(:) — P(|X =)j), avec filtage

P(-) ZIP’(~|X = Xj)P(X = Aj), sans filtrage.
J
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Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Logique quantique standard

o Etat aprés mesure de I'observable X = 7, A\;M;:
o Classiquement:
P(:) — P(|X =)j), avec filtage
P(-) — Y P(|X =)\)P(X = ))),sans filtrage.
J
e Quantiquement:

M;pM;
tr(pM;)’
M;p , o .
Z tr (pM;), (irréversible) sans filtrage.
j

,avec filtrage

B
1
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Postulats de la description hilbertienne
Calcul propositionnel
Meécanique quantique Logique quantique
Reformulation des postulats
Logique quantique standard

Mesures a valeurs oprérateurs positifs

Transformation la plus générale MVOP:
®:D(H) > p+— > ;s SipS;, avec (S;); isometries partielles
vérifiant ) ., 5;S5F < 1L.
Connexion avec C*-algébre de Cuntz rencontrée en

@ Espaces de décalage non-commutatif

@ Chaines de Markov topologiques

@ Graphes orientés

Ondelettes

o
@ Pavages
o
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.

o |'algébre est commuative si ab = ba;
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.
o |'algébre est commuative si ab = ba;
@ I'algébre est unifére s'il existe e € A = 1L = Ly tel que
ae =ea=a.
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.
o |'algébre est commuative si ab = ba;
@ I'algébre est unifére s'il existe e € A = 1L = Ly tel que
ae =ea=a.
Définition: Une algébre munie d'une involution, i.e. une opération
x 1 A — A vérifiant
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.

o |'algébre est commuative si ab = ba;

@ I'algébre est unifére s'il existe e € A = 1L = Ly tel que

ae =ea=a.

Définition: Une algébre munie d'une involution, i.e. une opération
x 1 A — A vérifiant

o (A\a+ pb)* = Na* + b,
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.

o |'algébre est commuative si ab = ba;

@ I'algébre est unifére s'il existe e € A = 1L = Ly tel que

ae =ea=a.

Définition: Une algébre munie d'une involution, i.e. une opération
x 1 A — A vérifiant

o (A\a+ pb)* = Na* + b,

o (ab)* = b*a* et
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.

o |'algébre est commuative si ab = ba;

@ I'algébre est unifére s'il existe e € A = 1L = Ly tel que

ae =ea=a.

Définition: Une algébre munie d'une involution, i.e. une opération
x 1 A — A vérifiant

o (A\a+ pb)* = Na* + b,

o (ab)* = b*a* et

o (a%)" =a,
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

x-algébres

Définition: Un C-espace vectoriel, 2, muni d’une opération interne
A x A — A est appelé algebre.
o |'algébre est commuative si ab = ba;
@ I'algébre est unifére s'il existe e € A = 1L = Ly tel que
ae =ea=a.
Définition: Une algébre munie d'une involution, i.e. une opération
x 1 A — A vérifiant

o (Ma+ ub)* = Aa* + b,
o (ab)* = b*a* et
o (a%)" =a,

est dite *-algebre ou involutive. N—— .\
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques
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Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit

*

@ normal si aa* = a*a,
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit
@ normal si aa* = a*a,

@ isométrique si a*a = llgy,
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit
@ normal si aa* = a*a,
@ isométrique si a*a = llgy,

@ unitaire si a*a = aa* = 1y,

Novembre 2007 Probabilités quantiques




C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit
@ normal si aa* = a*a,
@ isométrique si a*a = llgy,
@ unitaire si a*a = aa* = 1y,
o

auto-adjoint si a = a*.
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit
@ normal si aa* = a*a,

isométrique si a*a = g,

unitaire si @*a = aa* = lg,

auto-adjoint si a = a*.

positif s'il existe un b € A tel que a = b*b.
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

C*-algebres

Soit 2 une *x-algébre. a € 2 est dit

@ normal si aa* = a*a,

isométrique si a*a = g,

unitaire si @*a = aa* = lg,
@ auto-adjoint si a = a*.
@ positif s'il existe un b € A tel que a = b*b.

Définition: Une algébre involutive, normée de Banach est dite
B*-algébre. Si en outre elle vérifie ||a*a|| = ||a||? elle est dite
C*-algebre.
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

Exemples

Exemple 1:
@ X espace topologique compact de Hausdorff,
o C(X)={f:X— C, continue},
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

Exemples

Exemple 1:

@ X espace topologique compact de Hausdorff,

o C(X)={f:X— C, continue},
C(X) est une C*-algébre commutative pour f* = f et
1]l = sup{If(x)], x € X}.
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

Exemples

Exemple 1:

@ X espace topologique compact de Hausdorff,

o C(X)={f:X— C, continue},
C(X) est une C*-algébre commutative pour f* = f et
1]l = sup{If(x)], x € X}.

Exemple 2:
o H espace de Hilbert,
e B(H)={T:H—-H, tq. ||T] < oo}
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

Exemples

Exemple 1:

@ X espace topologique compact de Hausdorff,

o C(X)={f:X— C, continue},
C(X) est une C*-algébre commutative pour f* = f et
1]l = sup{If(x)], x € X}.

Exemple 2:
o H espace de Hilbert,
o BH)={T:-H—-H, tq. | T| < oo}
B(H) est une C*-algébre non-commutative dés que dimH > 1,,....... A
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C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
Probabilités quantiques Espérance conditionnelle

Chaines de Markov quantiques

Représentations d'une C*-algéebre

Définition:

@ 2 une C*-algébre,

@ H un espace de Hilbert,
Un *-homomorphisme® 7 : 21 — B(H) est appelé représentation de
2, notée (7, H,).
Exemple: (X, X, 1) un espace de probabilité, ot X espace
topologique compact de Hausdorff et X' sa tribu borélienne. Soient

o A= (C(X),

o H=L2(X,X,pn).
7 A — B(H) définie par

m(F)Y(x) = f(x)Y(x), f € A, € H,x € X

Lr(ab) = w(a)w(b) et w(a*) = w(a)*.

Novembre 2007 Probabilités quantiques
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Chaines de Markov quantiques

Etats sur une C*-algébre

Définition: Une fonctionnelle linéaire o : A — C telle que Va €
on ait o(a*a) > 0 est appelée état. Si I'algébre est unifére et
o(1) =1 alors I'état est normalisé (probabilité).

VacA,3Ibb eA, : a=b+ib
= a'=b—it
= o(a*)=o0(a)

4

a(a) e R,Va € Ap.
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Chaines de Markov quantiques

Théoréme de Gelfand-Neumark-Segal (GNS)

Proposition: Si 7 : 2 — B(H) une représentation et 1) € H avec
||| = 1 alors

A>sa—o(a)=(y[n(a)p)eC

est un état sur 2.

Théoréeme (GNS): Tout état s’écrit sous cette forme.



C*-algébres

Chaines de Markov classiques

Lien avec formalisme hilbertien
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Chaines de Markov quantiques

Foncteurs covariants et contravariants

P
(Xo, X)) —— Xp,&) ——
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Chaines de Markov quantiques

Foncteurs covariants et contravariants

(Xo, &) — (X&) ——
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Foncteurs covariants et contravariants

(Xo, &) — (X&) ——
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Chaines de Markov quantiques

Foncteurs covariants et contravariants
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Chaines de Markov quantiques

Chaine de Markov classique

o H; = L2(X;, &, i;), i =0, 1.
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Chaines de Markov classiques
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Chaines de Markov quantiques

Chaine de Markov classique

o H; = L2(X;, Xi, pi), i =0,1.
@ Vag € 2y, considérer la représentation Xp : 2o — B(Hp) et sa
décomposition spectrale Xy = [ xolx, (dxo).
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C*-algébres
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Chaines de Markov quantiques

Chaine de Markov classique

o H; = L2(X;, Xi, pi), i =0,1.
@ Vag € 2y, considérer la représentation Xp : 2o — B(Hp) et sa
décomposition spectrale Xy = [ xolx, (dxo).

e Tt € Hp, tel que I'état p sur QA vérifie:

w(ao) = (a0 Xov)
= (¥]ao(Xo)v)

_ /ao(xo)wynxo(dxo)w)-
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Chaines de Markov quantiques

Chaine de Markov classique (suite)

o H = [%(Xg x Xy, X ® &1, P).
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Chaine de Markov classique (suite)

o H = [%(Xg x Xy, X ® &1, P).
o
E(ay®a1) = / 1(d0) a0 (x0) Pat (xo)

= (1|ay o Xiag o Xotp)
(¢ | (Pa1)ag o Xot))

= /Pal(xo)ao(Xo)(wl”Xo(dXO)W-
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Produit tensoriel

Définition: Soient V et V' deux espaces vectoriels. Leur produit
tensoriel est

@ un espace vectoriel, noté V@ V’,
@ et une application bilinéaire notée @ : VxV - V@V

tels que pour tout espace vectoriel W et toute application bilinéaire
B:VxV — W, il existe une unique application linéaire
f: VeV — W verifiant: g(v,v') =f(v® V).

Si(eij,j =1,2,...) base orthonormale de Hj;, i =1,...,n, alors
(a1 @ - ®enj, 1 =1,2,...,...,Ja=1,2,...) base
orthonormale de ®7_, Hi.
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Opérateurs sur le produit tensoriel

Proposition: Si T; € B(H;) pour i =1,...,n, il existe un unique
T € B(H), ou H = ®@7_,Hj, tel que

T®?:0 1/),' = ®7:0 T,'i/},',VI/J,' eH;, i=1,...,n.

On écrit T = @7, T;.

Proposition: Soit 7 € T(H; ® Hy). Il existe un unique opérateur
T1 € T(H;) tel que

tr(T1X) =tr(TX ® 1), VX € B(H,).

Si T est une matrice densité, alors Ty I'est aussi. wvens i o Y
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Espérance conditionnelle

Proposition: Soient H;,i = 1,2 et H = H; ® Hb.

© Pour tout opérateur p € T(Hy), il existe une unique
application linéaire E, : B(H) — B(H;), érifiant:

(VIE(X)W') =tr (X(|¢' (¢ |®p)), Vo, ¢ € Hy, X € B(H),

p(X) < llpll1X]]-
© Si p est un état, alors [, est I'espérance conditionnelle de
B(H) sur B(H;). Elle vérifie:
o Ey(1) =1, E,(X*) = (E,(X))", [[E,(X)]| < [[X]]
o E, ((A® 1,)X(B & 1)) = AE,(X)B,
VA B € B(H;), X € B(H).
° X i<ijek VI EL(XIX)Y; = 0,vX; € B(H), Y; € B(H,).
Propriété de compléte positivité. En particulier: wvens i o Y
X >0=E,(X)>0.
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Filtrations quantiques

Proposition: Soit (H,),>0 une famille d’espaces de Hilbert. Noter:
Hn] =Hy® ---®H,n=1,2,...

et
Hipy1 = Hpp1 @ Hpy2 @ --- ,n=1,2,....
On définit
o la filtration du passé: la suite croissante de x-algébres
’Bn] ={X® ]l[n+1,X € %(Hn])} et
o la tribu du présent: B, = B(H,)) et Boo = limp—oo B

Il existe une unique famille d’applications linéaires E ) : B, — B,
vérifiant pour X € B -

£
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Filtrations quantiques (suite)

] En]]-l-[O B ]-l-n]v
o E,j(AXB) = AE,(X)B, pour A, B € B,
o sim<nalors, EE; =E Ep =Eqy).

Définition: Une suite (X,), avec X, € B est

o adaptée a la filtration (B), si X, € By, pour tout n.
e une martingale si E,_1;(Xn) = X,—1 pour tout n > 1.
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Chaines de Markov quantiques

Soient H et 8 = B(H) la tribu des observables bornées sur H. On
introduit, pour tout n, la famille de x-homomorphismes

Jn:B =1, @B L

Une application bilinéaire £ : B ® B — B est une espérance
conditionnelle si elle est complétement positive et préserve
I'identité. Un état o sur ®,cnB est dit markovien s'il existe un
état initial p sur B tel que:

o(jo(a0) - - Jn(an)) = p(€(a0@E(a1 @ - ®E(an-1®E(an @ 1)) - -).

La famille d’homomorphismes (j,) est appelée chaine de Markov A5
quantique. RENNES
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