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Convention : Plusieurs énoncés d’exercices, durant toute 1’année universitaire, poseront simplement la ques-
tion “Vrai ou faux”. Il sera toujours sous-entendu que la réponse doit étre justifiée soit en donnant une breve
démonstration ou en rappelant I’énoncé précis d’un théoreme soit en donnant un contre-exemple.

Tous les exercices ne seront pas nécessairement traités en séance de travaux dirigés.

1 Rappels

1.1

Résultats élementaires de convergence

. Soit (f,) une suite de fonctions f,, : R — R. Supposons que la suite converge simplement vers f. Vrai ou

faux ?
(a) sitoutes les f,, sont croissantes alors f est croissante
(b) si toutes les f;, sont bornées alors f est bornée
(c) sitoutes les f,, sont continues alors f est continue
(d) sitoutes les f; sont dérivables alors f est dérivable

. Vrai ou faux ?

(a) La convergence uniforme entraine la convergence simple.

(b) La convergence uniforme est équivalente a la convergence simple.
Soit (f,) la famille d’applications f, : X — C définies par la formule f,(x) = x". Est-il vrai ou faux que
la suite converge uniformément sur X pour

(@) X=1[0,1]

(b) X= [Oa 1[

(c) X=10,a],pour 0 <a <1

(d X={zeC: || <1}

() X={zeC: |z <1}

() X={ze€C: |z <a},pour0<a<l

. Soit X un intervalle non-vide de R. Supposons que la suite (f,) converge simplement vers f et que la

famille (f,) soit équicontinue en xy € X. Montrer que f est continue en xj.

Soit (f,) une suite d’applications X — Y qui converge uniformément vers f sur X, ou X et Y sont
des parties de R ou de C. Supposons que a est un point adhérent a X et que pour chaque n € N, on a
lim, f,,(x) = 1,. Montrer que la suite numérique (/,) converge et, si on note / sa limite, on a lim, f(x) = [.

Etudier si les suites (fn), n € N, définies par les formules suivantes, convergent uniformément
(@ x— f(x)= ﬁ, sur |0, 00|
(b) x+— fu(x) =xexp(—nx), sur [0, 0]
©) x— fulx)= % sur [0, o] pour & > 0

. Montrer que la fonction f : R — R définie par

1
fx=Y% 2

neN*

est indéfiniment dérivable.

. Soit & > 0. Montrer que

/lﬂ 1 1 N 1
o 1+x a a+1 a+2""
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1.2 Opérations sur les ensembles

1. On considere I’application f : [—1,1] — [0, 1] définie par f(x) = x.

(a) Montrez que f est surjective. Est-elle injective ?

(b) Soit [a,b] un intervalle inclu dans [—1, 1] ; calculez f([a,b]).

(c) Soit [c,d] un intervalle de [0,1] ; calculez f~!([c,d]).

(d) Que peut-on dire de I’'image d’un intervalle par une application continue ?
2. On considere I’application g : [—1,1] — [—1, 1] définie par g(x) = x — x°.

(a) Est-elle injective ? Surjective ?

(b) Soit [a,b] un intervalle inclu dans [—1, 1] ; calculez g([a,b]).

(¢) Soit [c,d] un intervalle inclu dans [—1,1] ; calculez g~ ! ([c,d]).

(d) Que peut-on dire de I’'image réciproque d’un intervalle par une application continue ?
3. On considere I'application g : [—1,1] — [—1, 1] définie par g(x) = 1/_; 5 1 /) (x).

(a) Est-elle injective ? Surjective ?

(b) Soit [a,b] un intervalle inclu dans [—1, 1] ; calculez g([a,b]).

(¢) Soit [c,d] un intervalle inclu dans [—1,1] ; calculez g~ ! ([c,d]).

4. Soient X et Y deux ensembles et g : X — Y une application injective. Montrez que pour tous sous-
ensembles A et Bde X,ona: g(ANB) =g(A)Ng(B).

5. Donnez un exemple de fonction continue g : [—1,1] — [—1,1] pour laquelle il existe un intervalle in-
clu dans [—1, 1] dont I’image réciproque par g n’est pas une union finie d’intervalles. A quoi est égal
g '([=1,1])?
6. Soient X et Y deux ensembles et f une application de X dans Y.
— Montrer que pour toute partie Y C Y,ona f~'(Y¢) = (f~'(Y)). Donner des exemples d’applications
f et de partie X C X telles que

(i) f(XO) C(f(X)) (i) £(X) D (f(X))S; (iii) aucune inclusion n’est satisfaite.
— Soit (Y;);e; une famille de parties de Y. Montrer que
N Uiers) = Uierf ' (Y); £ (NierYs) = Dierf " ()5 f(UierYy) = Uier f (%) f(NierYs) € Nier f(Yi).

Montrer que la derniere inclusion est en général stricte et qu’il y a égalité si f est injective.

7. Donnez un exemple de suite d’ensembles fermés A; C R, i € N, inclus dans R et décroissants pour
I’inclusion :
Ag DAL DAy DA3...Ay DAyt -,

tels que les A; soient non vides, et ﬂA,- =0.
i=0
8. Déterminez les ensembles suivants :

UJo,1=1/n), ([0,1/n], |J[1/n.1+1/n],

neN* neN* neN*
() [1/n*10/n], |J () [k—1/nk+1/n].
neN* keN* neN*
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9. Soient (f,) et f des applications de X dans R. Interpréter 1’ensemble suivant :

.

S| =

Mnens Urens N2 pd{x € Xt |fi(x) = ()] <

10. Soit f: R — R un fonction croissante.
— Montrer que f admet des limites a gauche lim,_,,- f(y) et a droite lim,_, .+ f(y) finies en tout point.
— Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable. Indication : considérer, pour
n > 1, les ensembles

o= {ve Lmals lim 1)~ tim 10> 1}

y—x~ n
11. Soient (a,) et (b,) deux suites de R minorées par une constante. Montrer que limsup(a, +b,) < limsupa, +
limsup b,,. Donner un exemple de suites bornées pour lesquelles 1’inégalité ci-dessus est stricte.

12. Soit A un sous-ensemble dénombrable de [0, 1]. Montrez que son complémentaire n’est pas dénombrable.
Soit X un ensemble et pour chaque i € N, des sous-ensembles dénombrables A; et B; de X. Montrez que
I’ensemble | J;cyA; X B; est dénombrable.

13. Montrez que tout ouvert de R? est une union dénombrable de pavés ouverts.

14. Soient Iy, D, ...,1I, des intervalles dont la réunion recouvre Q, i.e. tels que Q C Uj_; I;. Montrez que
" 11(I;) = oo, ot [(-) représente la longueur.

2 Théorie de la mesure

2.1 Tribus

1. On considere un ensemble a trois éléments X = {a,b,c}. Décrire I’ensemble &2 (X), puis toutes les tribus
de X.

2. On considere I’ensemble des parties A de R qui satisfont la propriété suivante :
x € A implique —x € A.
Montrez que cet ensemble de parties est une tribu. Parmi les ensembles suivants, quels sont ceux qui

appartiennent a cette tribu N, Z,[0,1],Q, {x € R: x® —9x> + 1 = 0},0,] — 2,2[,{ —v/2/2,1/v/2}?

3. On considere les parties du plan R? qui peuvent s’écrire comme une union de cercles centrés a 1’origine.
Montrez que cet ensemble de parties est une tribu. Parmi les ensembles suivants, quels sont ceux qui
appartiennent a cette tribu {(0,0)},[—1,1] x [=1,1],{(x,y) € R? | | < x> +y? < 4},{0} x R?

4. Soit X un ensemble, f : X — R une application.

(a) Montrez que I’ensemble des parties de X de la forme f~!(B), avec B partie quelquonque de R, est
une tribu.

(b) Quelle est la tribu ainsi obtenue lorsqu’on considére I’application f : R — R donnée par f(x) = x> ?

(c) Montrez que les éléments de la tribu définie plus haut sont exactement les parties de X qui sont
union de lignes de niveau de f.

5. Soit X un ensemble, n un entier, Aj,A,,...,A, des parties de X disjointes deux a deux telles que X =
L A;. Quelle est la plus petite tribu contenant tous les A; ?
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6. On consideére une tribu de parties de R? qui contient les pavés ouverts. Montrez qu’elle contient tous les
sous-ensembles ouverts de R?, ainsi que tous les sous-ensembles fermés de R?. Donnez des exemples de
parties de R qui appartiennent i cette tribu et qui ne sont ni ouvertes ni fermées.

7. Soit X un ensemble et .2 une tribu de parties de X. Considérons un sous-ensemble A C X, et définissons
un ensemble 2 de parties de A comme suit :

Za={BNA:Bec Z'}.

Montrez que 2 est une tribu de parties de A. C’est la tribu induite par 2 sur le sous-ensemble A.

8. Soit o7 I’ensemble des parties A de Z telles que, pour n > 0, 2n € A si et seulement si 2n+ 1 € A. Montrez
que &7 est une tribu de parties de Z.

2.2 Algebres de Boole, tribus, théorémes de classes monotones

1. Soient X un ensemble non-vide arbitraire et 2~ C (X)) une classe de parties de X. Alors 2~ est un
n-systeme, une algebre de Boole ou une tribu selon que les propriétés suivantes sont vérifiées :

m-systeme algebre de Boole tribu
XeZ XeZ XeZ
Z stable par intersections finies Z stable par intersections finies Z stable par intersections
dénombrables
Ac X =AceX Ace X =Aed

— Montrer que tribu = algebre de Boole = 7-systéme.
— Fournir quelques exemples explicites de chacune des classes dans la définition précédente.
— Soient 27 ={A € Z(X) : A dénombrable ou A° dénombrable } et 2> ={A € Z(X) : A fini ouA® fini}.
De quel type sont-elles les familles 27 et 25 ?
2. Soient X un ensemble non-vide arbitraire, 2" C &(X) une famille de parties de X et (A4,), une suite

d’éléments de 2. Alors 2 iest une classe monotone, un systéme de Dynkin ou un A-systéme selon
que les conditions suivantes sont vérifiées :

classe monotone systeme de Dynkin A-systéeme
XeZ Ve ¥

A TA=Ace & A CAy = A\A e A CA = A\A e X

Ay lA=Ace X A, mutuellement disjoints A, CAp,Vn=UA, € &
= UA € X

Soit X un ensemble non-vide _# une famille arbitraire d’indexation d’une famille de classes (27) e z,
avec 2 € & (X) pour tout j € _Z. Montrer que si pour tout j € ¢, la classe 2 est du type : algebre
de Boole, tribu, classe monotone, systeme de Dynkin, 7-systeéme ou A-systéme, alors la classe N je s Z;
est du méme type.

3. Soit & C Z(Q) une classe arbitraire non-vide de partie de X. Nous appelons cloture de type ¥, pour
ye{a,o,m,2,A}, et nous notons y(&), les ensembles :
—o(&)={Z:E6CZ CP(X); Z estune algebre de Boole},
-0(&)={Z:8&CZ CP(X); Z estune tribu},
-m(&)={Z :&C X C P(X); 2 estune classe is a monotone},
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2.3

24

- 9E)={2 :&CZ C P(X); Z estunsysteme de Dynkin},

- AE)={Z:&CZ C P(X); Z estun A-systeme}.

Soient y I’opérateur de cldture défini ci-dessus et & C 22 (X). Montrer que

— 7Y estisotone,

— si & est une algebre de Boole, alors 6(&) = m(&),

— si & est stable pour des intersections finies, alors 0 (&) = (&),

— si & estun 7-systéme, alors 6(&) = A(&),

— si & est une class monotone et un systeme de Dynkin system alors & est une tribu,
— si & est un m-systéme et un A-systéme alors & est une tribue.

Fonctions d’ensemble, additivité, c-additivité, mesures

. Soient (X, 2", ) un espace mesuré et A et B deux sous-ensembles mesurables de X. Montrez que :

W(AUB)+u(ANB) = u(A)+ u(B).

. Soient X un ensemble et x un élément de X. La mesure de Dirac au point x, notée Jy, est définie pour tout

A C X par:
1 sixeA,

O(4) = { 0 sinon.
(a) Montrez que &, est bien une mesure définie sur & (X).

(b) Quels sont les ensembles qui sont de mesure nulle pour cette mesure ?

. Soit (X, 2, 1) un espace mesuré. Montrer que les deux conditions sont équivalentes :

— M est une mesure de Dirac.
- u(Z)={0,1}etn{A:Ac 2, u(A) =1} #0.

. Soient X un ensemble et u la mesure de comptage définie sur & (X) par

card(A) siA est fini,
A) :{ +°°( ) sinon.

Montrez que U est bien une mesure. Quels sont les ensembles qui sont de mesure nulle pour cette mesure ?

. Soient X un ensemble et 2" une tribu de parties de X. Soit (L )ren une suite de mesures définies sur 2.

Montrez que Y 4~ U est une mesure sur 2.

. Soient X un espace topologique, 2" une tribu de parties de X qui contient les ouverts et I une mesure

sur 2. On suppose que pour tout ouvert non vide U de X on a u(U) > 0. Soit A un élément de 2~ dont
le complémentaire est de mesure nulle : ©(A¢) = 0. Montrez que A est dense dans X. Indication : un
ensemble est dense si et seulement si il intersecte tous les ouverts non vides.

Mesures extérieures, mesure de Lebesgue

1. Donnez des exemples de sous-ensembles ouverts non bornés de R? dont la mesure de Lebesgue est finie.

. Montrez qu’un sous-ensemble de R ou de R? est dense s’il intersecte tous les ouverts non vides. Montrez

qu’un sous-ensemble A C [0, 1], tel que Ar([0,1] \A) = 0, est dense dans [0, 1]. Que dire de plus si A est
fermé ?

. Montrez qu’un ouvert de R¢, de mesure nulle, est vide. Soit £ > 0; donnez un exemple d’ouvert dense

dans R? dont la mesure est inférieure 2 €.
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10.

11.

. Soit (Uy)4eq une famille d’ouverts de R tels que g € U, pour tout g € Q. On sait que Q est dense dans R ;

est-il vrai cependant que UyeqU, = R ? Peut-on construire une famille d’ouverts tel que A (U,eqU,) =07

. Soit A un sous-ensemble de R de mesure nulle pour A, et B un sous-ensemble quelquonque de R.

Montrez que A x B est un sous-ensemble de R? tel que Az2(A x B) = 0.

. Le but de cet exercice est de construire un sous-ensemble fermé de [0, 1] qui est de mesure nulle, mais

qui n’est pas dénombrable.

— On considére 1’ensemble des réels de I’intervalle [0, 1] dont la premiére décimale est égale 2 0 ou a 1.
Dessinez cet ensemble, calculez sa mesure.

— On considere une suite finie aj,ay,...,a, d’entiers égaux a 0 ou a 1. Montrez que 1’ensemble des
réels de [0, 1] dont le développement décimal commence par la suite de chiffres 0,ajaza3---a, estun
intervalle ; calculez sa longueur.

— On considére ’ensemble des réels de [0, 1] dont les n premiéres décimales en base 10 sont égales a 0
ou 1. Majorez la mesure de cet ensemble.

— Montrez que le sous-ensemble de [0, 1] composé des nombres réels dont le développement en base 10
ne comporte que des O et des 1 est de mesure nulle. Montrez que cet ensemble n’est pas dénombrable.
Est-il fermé ? Est-il dense ?

. Donnez une suite d’ensembles A; C R,i € N, inclus dans R et décroissants pour I’inclusion :

A) DAL DA DA D ...LA; DA D ...

tels que Ag(A;) = +oo, mais (ZgA; =0.

. Soit A un sous-ensemble de RY. Montrez qu’on peut trouver des ouverts U;,i € N, tels que : A C (;ey U

et Aga(A) = Apa (ﬂieN Ui) :

. On considére deux vecteurs de coordonnées (a,b) et (c,d) dans R?. Calculez la mesure de Lebesgue du

parallélogramme dont deux des c6tés sont donnés par ces vecteurs.

La notion de mesure extérieure (*, introduite en cours en termes d’une fonction d’ensemble u définie sur
une algebre de Boole, peut-étre généralisée de la facon suivante : une fonction d’ensemble m : Z(X) —
[0, ++oo] est une mesure extérieure de Carathéodory si,

- m(0) =0,

— m est isotone,

— m(Upen+An) < Y en m(Ay) pour toute suite (A4,) de Z2(X).

Soient X un ensemble et m une mesure extérieure définie sur #(X). Considérons des sous-ensembles
A;,i € N, de X et notons E I’ensemble des éléments de X qui appartiennent a une infinité de A;.

(a) Montrez que pour tout 7 € N, E C {J;>, A;. Supposons que Y ;e m(A;) < e. Montrer qu’alors alors
m(E) = 0.
(b) Soit {x,},cn une suite de réels. On considere la série :
Z 1
n 3" ’Xn - X’ '
Que peut-on dire de I’ensemble des points ol cette série converge ? Indication : on pourra considérer
Ai={xeR||xi—x| <27} etm = Ag.
On considere ’application m : Z(R) — R définie, pour tout A € Z(R), par :

m(A) = 0 siA est dénombrable,
| 1 siAn’estpas dénombrable.

Montrez que m est une mesure extérieure. Montrez que les intervalles non vides, différents de R, ne sont
pas des ensembles mesurables relativement & m.
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2.5 Quelques compléments en théorie de la mesure

1. Soient 2" une algebre de Boole de parties de X et m une fonction d’ensemble m : 2~ — R additive.
Démontrer la formule suivante due a Poincaré :

mULA) =Y mA) — Y mAanA)+ Y mAnANAD -t () (A,

i=1 iji1<i<j<n ijk1<i<j<k<n

2. On introduit une relation d’équivalence sur R, notée ~, définie par x ~ y < x —y € Q. En utilisant
I’axiome de choix ', construire un ensemble A C [0, 1] qui contient exactement un point dans chaque
classe d’équivalence. En supposant que A soit mesurable de mesure de Lebesgue A (A) = o, montrer que
- sir;ge Qetr#s,déterminer (A+r)N(A+s) (QUA+x={y+x;y €A});

— montrer que [0, 1] € U,eqr-1,1)(A+7) C [-1,2];
— utiliser la o-additivité de A pour établir que a =0 et & > 0.
Conclure par I’absurde que A ne peut pas étre mesurable.

3. [Théoreme d’Egorov] Soit (X, .2, u) un espace mesuré, avec | (X) < co. On considere la suite des
applications f et (f,)qen, de X dans R, telles que f, — f U-p.p.

(a) Pour n € Net € >0, soient G, e = {x € X: |f,(x) — f(x)| > €} et E, ¢ = Up>nGp e. Déterminer
H(Ny Umzn G g) et en déduire que limy, o t(E, ¢ ) = 0.

(b) Déduire de la question précédente que pour tout €,8 >, il existe un ng € Netun B, 5 € 2 tels que
U(Bg s € Z7) < 6 et que pour tout x € BS 5 et tout n > ng on ait |f,(x) — f(x)| < €.

(c) Soit ov > 0; pour tout entier p > 1, on pose €, = 1/p, §, = /2P, A, = Be, 5,. puis A = Up>14,,.
Montrer que (t(A) < a et que f, — f uniformément sur A€.

4. Supposons que (2, )nen est une suite de tribus de X telle que pour tout n, 2, soit strictement contenue
dans Z,+1. Montrer que U, N2, n’est pas une tribu.

5. Soit C I’ensemble de Cantor dans [0, 1]. Montrer que
C+C:= {Cl +cric1,0 € C} = [0,2], C-C:= {6‘1 —C2:C1,C2 € C} = [—1,1].

6. [Théoreme d’Ulam] Soit X un ensemble de cardinal X; et 2" = Z(X). Si une mesure u : " — R,
est nulle sur les singletons de X alors elle est nulle sur 2.

3 Intégrale de Lebesgue

3.1 Fonctions mesurables

Dans les exercices suivants, (X, 2", i) est un espace mesuré.

1. On suppose que u(X) = 1. Soient A,B € 2" tels que u(A) > 1/2, u(B) > 2/3. Montrez que AN B est
non vide. Si u est la mesure de Lebesgue sur I’intervalle [0, 1], que peut-on dire de plus sur ANB?

2. Soit f une fonction intégrable. On suppose que pour tout E € 2, [ fdu = 0. Montrer que f est nulle
presque partout.

1. Soit A un ensemble non vide. Il existe une application f : (A) — A dite « fonction de choix », telle que pour tout B € Z(A)
non-vide, f(B) € B.
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3.

10.

Soit f: X — R, une fonction positive mesurable. Pour tout entier K > 0, considérons I’ensemble :
Ex = {xeX: f(x) > K} = f([K, +oo]).

(a) Calculez la mesure de Lebesgue des Ex pour les applications suivantes :
- f:[-1,1] — R, définie par f(x) = 3x%;
- f:]0,1] — Ry, définie par f(x) = 1/x;
- f:R?2—{(0,0)} — R, définie par f(x) = 1/(x*>+?);
(b) Montrez I’inégalité de Markov :
1
u(Eg) < E/fdu.

(c) Qu’en déduit-on si [ fdu < oo?
(d) Donnez un exemple de fonction pour laquelle p(Eg) # 0.

(e) Montrez que si il existe un Ky pour lequel p(Ek,) < 4o, alors u(Ex) — 0 quand K — +oo. Indi-
cation : a quoi est égal NEk ?

. Soit f: X — R une fonction mesurable strictement positive : Vx € X, f(x) > 0. Montrez que | fdu > 0.

Soit f,g deux fonctions intégrables telles que [ fdu > [gdu. Montrez qu’il existe un x € X tel que
f(x) > g(x). Donnez un exemple d’espace mesuré (X, 2", u) et de fonctions f,g pour laquelle cette
inégalité stricte ne se produit qu’en un seul point.

. Construire une application f: R, — R, telle que

— f est continue sur R,
— [fdA < Hoo,
~VaeRy, sup{f(r), t > a} = 4o

. Soit f: X — R une fonction mesurable. Pour tout entier n, on définit f,, = min(f,n). Montrer que pour

tout n la fonction f,, est mesurable et déterminer lim,, . [ f,dUl.

. Soit (Y,%) un espace mesurable et ¢ : X — Y une application mesurable. Pour tout B € %, on pose

v(B) = (¢~ (B)).

— Montrer que V est une mesure ; cette mesure est appelée mesure image de  par f.

— Soit f: Y — R mesurable. Montrer que f est v-intégrable si et seulement si f o ¢ est (-intégrable et
dans ce cas [y fdv =[x foddpu.

— Application : X =R,, Y =N, u est la mesure de Lebesgue et ¢ 1’application « partie entiere ». Qui
estv?

Soit (f)nen une suite décroissante de fonctions mesurables positives sur X.

— On suppose que [ fodlt < —+eo. Montrer que lim,, [ f,du = [lim f,d .

— Montrer que ce résultat peut étre faux si [x fodu = +oo.

— Quel résultat retrouve-t-on si 1’on choisit f, = 14, avec A, € 2" (et (A,), décroissante) ?

Soit u la mesure définie par & = Y52 ; p(1 — p)*~ '8 pour un p €]0, 1[. On définit la suite des fonctions

(fu)n=1 par fu(x) = (1+ ﬁ)”]l[o,n] ().

— Pour tout x > 0, déterminer la limite de la suite (f,,(x),).

— On note g, la fonction définie par g,(x) = (In f,+1(x) —
duire que (f,), est une suite croissante.

— Montrer que la suite ([ f,d), converge vers une limite que ’on déterminera.

Inf(x)) Lo, (x). Monter que g, > 0. En dé-

Soit f: X — R une fonction .2 -mesurable. Montrer que f est p-intégrable si et seulement si elle vérifie
le critere d’intégrabilité suivant :

Y u({2" <[f] <21} < oo

nez
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Soient o > 0 et fu(x) = x “Lyrsyy. A quelle condition sur o, avons-nous fy € % (1), out A est la
mesure de Lebesgue ?
11. Soit f: X — C une fonction 2 -mesurable.
— Vérifier que Y7y g s> = [|f]], ol [] désigne la partie entiére.
— Montrer que si f € .2 (u) alors Yo, u({|f] > n}) < +oo.
— Supposons que la mesure  est finie. Etablir que si Y, u({|f| > n}) < +eoalors f € £ (u). Peut-on
se passer de I’hypothese de finitude de 1t ?
12. Soit f € L (u).
— Montrer que pour tout € > 0, il existe A € 2" tel que l(Ag) < +oo, la fonction f soit bornée sur A; et
Jac |fldp < €. Indication : on pourra considérer les ensembles B, = {27" < [f| < 2"} et appliquer le
théoréme de Beppo Levi aux fonctions |f|1z, .
— En déduire que

Ve >0,38: (A€ 2, u(A) §5):>/\f]du§£.
A

3.2 Quelques compléments en théorie de I’intégration

Dans la suite on se place dans le cas ol —co < a < b < oo. Toutes les fonctions considérées sont supposées
[a,b] — R. La mesure de Lebesgue est notée A.

1. Montrer que toute fonction croissante sur |a, b] est mesurable et bornée (par conséquent intégrable).

2. Montrer que si f : [a,b] — R est croissante, tout point de discontinuité est de premiere espece.

3. Montrer qu’une fonction croissante sur [a,b] a un ensemble au plus dénombrable de points de disconti-
nuités.

4. Soient x1,x7,...,X,,... une famille dénombrable de points de [a,b] et hy,hy, ..., h,,... une famille dé-

nombrable de réels positifs tel que Y, cn/, < oo. La fonction définie par S(x) = Y, -, est appelée
fonction de sauts. Si en outre x| < xp < ... <x, < ..., lafonction S est appelée fonction en escalier.

(a) Montrer que S est continue a gauche.
(b) Montrer que tous les points de discontinuité de S sont de premiere espece.
(c) Monter que le saut de S en x,, est /.

5. Montrer que si f : [a,b] — R est croissante et continue a gauche alors elle peut se décomposer comme
f = ¢+ y avec ¢ continue et croissante et ¥ une fonction de sauts.

6. Soit f € C([a,b]). On dit qu’un point xg € [a,b] est invisible du cété droit de f s’il existe un point & avec
xo < & < btel que f(xp) < f(§). (Faire un dessin !) Montrer que si f € C([a,b]), ’ensemble des points
invisibles du c6té droit de f est réunion d’une famille au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints.

7. Pour f : [a,b] — R, on note

ly(xo0) = hfclrlxifff( ))c:)]:()(XO)
Ly(xo) = limsup f(x) — f(xo)
x]xo X—X0
la(xo) = liminff( )~ f(x0)
x|xo X — X0
Ly(xo) = limsup f(x) = f(x0)
x]xo X — X0
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Soit f € C([a,b]). Soient c,C, p des constantes avec 0 < ¢ < C < ooetp =c/C;onnote E, = {x:[,(x) <
¢,Lq(x) > C}. Montrer que A (Ep,N]a, B]) < p(B — o) pour tout intervalle ouvert |a, B[C [a,b].

8. Montrer qu’une fonction monotone sur [a,b| posseéde presque partout une dérivée finie.

9. Montrer que si f € L'([a,b]) alors
d X
= [ sy =),

pour presque tout x € [a, b].

4 Espaces L”

4.1 Normes |- ||, ; inégalités fondamentales

1. Soit f(x) = x~(1+]In(x)|)~2. Montrez que :
— feL'([l,e])et f ¢ LP([1,00]) sip < 1.
— feLl([o,1]) et £ ¢ LP([0,1]) si p > 1.
— feL'([0,e]) et f & LP([0,e0[) si p # 1.

2. Soit ||x|| la norme euclidienne d’un élément de R” et soit p €]0,o0|. Pour quelles valeurs de o a-t-on
x— 1/(14[]x||*) € LP(R",dx) ?

3. Soit p € [1,0[. Sous quelles conditions sur &, f} a-t-on x — m € LP(R,,dx) ? Donnez un exemple
d’application dans LP(IR,dx) mais pas dans LY(R,dx), Vg # p, ainsi qu’une application dans tous les L?,
p € [1,o[, mais pas dans L*.

4. Soient (X, 2", 11) un espace mesuré, p € [1,00[, (f,)nen une suite de L”(X) convergente en norme L

vers une fonction f. Montrez que si f,, converge presque partout vers une fonction g, alors f = g presque
partout.

5. Déduire I’inégalité de Holder de 1’inégalité de Jensen.

6. Soient (X,.2", 1) un espace mesuré avec i (X) = 1 et f, g deux fonctions positives mesurables sur X. On
suppose que fg > 1. En déduire que [ fdu [gdu > 1.

7. Soient p,q € [1,o0[telsque 1 /p+1/q=1,g € LP(R, ,dx) et G(x) = [ g(t)dt. Montrez que lim,_..x~ /4G (x) =
0.

8. Soient (X,.2", 1) un espace mesuré et f : X — C une fonction mesurable.
— Montrer que {p €]0,00[: || f||, < oo} est un intervalle.
— Montrer que les applications p +— In||f||;/, et p+— [/ f||, sont respectivement convexe et continue sur

I'intérieur de leurs intervalles de définition.

— Montrer que si f € L"(X) pour un r €]0,00], alors || e = lim,—.c || f]|p-

9. Soit (X, 2, 1) un espace mesuré tel que 1 (X) = 1. Soient p €]0,0[ et f € L”(X). Montrez que lim,,_¢ || f||, =
exp(/ Inf]).

10. Soit X C R? un borélien de mesure de Lebesgue p égale & un, n un entier positif, A;,i = 1,...,n des
boréliens de X. On se donne ¢ tel que Vi, [1(A;) > c. Montrer qu’il existe , j, i # j, tels que (L(A;NA;) >
nczfc

n—1 °

11. Soient f € LP(R,dx) et F(x) = [y f(t)dt. Montrer que limy,_,o “'”p{‘F(xT:‘),fan)l’XER} = 0. Soit g une

fonction C! intégrable telle que g’ € LP pour un certain p € [1,0[. Montrez que g tend vers 0 quand x
tend vers I’infini.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

4.2

Soient f,g € L!([a,b],dx) et F(x) = [ f(t)dt, G(x) = [ g(t)dt. Montrer que :

b b
/a F()G(t)dt = F(b)G(b) — / F(1)g(t)dr.

Soient p € [1,o0] et f € LP(R,dx). Montrer que limy,_o [ | f(x+ &) — f(x)|Pdx = 0. Soit A un borélien de
R de mesure strictement positive. Alors {x —y : x,y € A} contient un voisinage de 0. En déduire qu'un
sous-groupe borélien de R différent de R est de mesure de Lebesgue nulle.

Soient p,q € [1,00] tels que 1/p+1/g =1, f : R — C une fonction de période un dont la restriction a
[0, 1] appartient a L”([0, 1],dx), et g € L9([0, 1], dx). Montrer que

1 1 1
lim [ f(nx)g(x)dx = / f(x)dx/ g(x)dx.
n—.J0 0 0
Soient (X, 2, 1) un espace mesuré tel que p1(X) < oo et (f,) une suite de fonctions mesurables sur X qui
converge presque partout vers une fonction f : X — C. Montrez que pour tout € > 0, on peut trouver un
ensemble mesurable E C X tel que u(X\ E) < € et f, converge uniformément vers f sur E. Indication :
On pourra s’intéresser aux ensembles {|f; — f| < 1/k} et appliquer le théoréme d’Egorov.

Soit (X, 2", 1) un espace mesuré, f, € L”(X) une suite de fonctions qui converge presque partout vers
une fonction f € L”(X). Montrer que si || f,||, — || f|| . alors || f, — fll, — 0.

Soient M un réel positif, (f,) avec f, € L*>([0,1],dx) une suite de fonctions telles que ||f,|l,2 = 1,
Vx, | fa(x)| < M et soit (a,) une suite de nombres complexes. Montrez que si Y a, f,(x) converge presque
partout, alors lim,, . a, = 0.

Soit (X, 2", 1) un espace mesuré tel que p(X) < oo et f,, : X — C une suite de fonctions mesurables qui
converge presque partout vers une fonction f : X — C. On suppose que la suite f,, est équi-intégrable :
Ve>0,30>0telque VE € 2 avec u(E) < §,onaVn, [;|f,|du < €. Montrer que f est intégrable et
que f, converge en norme L' vers f (théoréme de Vitali). Montrez que ce résultat implique le théoréme
de convergence dominée pour les espaces de mesure finie.

Complétude ; résultats de densité

Notation

On note (X, 2", i) un espace mesuré arbitraire ; lorsque X est un espace métrique (ex. R"), la tribu correspon-
dante sera la tribu borélienne. On note B un espace de Banach arbitraire, toujours considéré comme mesurable
(muni de sa tribu borélienne) et on note || - ||p sa norme.

Pour tout p € [1, 40|, on note

et

LP(X, 2, 1,B)={f:X—B| f—mesurable et ||f]|, < +oo},

171 = ([ 17 llan(@n)! 7 si1 < p <o

1]l = inf{a € R: pu({x € X+ | f(x)[ls > a}) = 0}.
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Pour des mesures & qui ne sont que o-finies, les espaces de fonctions localement intégrables sont intéressants.
On note (en omettant (X, .2, u;B) pour alléger I’écriture)

P ={f:X—B| f—mesurable t.q. pour tout compact K, f|x € £"}

et =P

loc loc

%y

1. Montrer le théoréme de Riesz-Fischer : Pour tout p € 1,400, I’'espace L? (X, 2", u;B) est un espace de
Banach.

2. Soient p,q avec 1 < p < g < +oo. Montrer que :

(a) Siu(X) < oo alors
rmcyicerc el

Les mémes relations d’inclusion restent valables pour les espaces LP.

(b) Si u est o-finie alors

loc loc

cz

loc

1
g "%OC
et les mémes relations restent valables pour les espaces sz)c.

3. On rappelle qu’une fonction f : X — B est étagée (par rapport a 2") si elle peut s’écrire comme f =
Yicr filla,, ou I est fini, f; € B pour tout i € [ et la famille (A;);c; est une partition finie 2 -mesurable de
X. On note

EX,Z5B)={f:X—B| fest 2 —étagée}

la classe de fonctions étagées et
ENX, 23B) = {f € E(X, 273B) | || flli < +oo}

la classe de fonctions étagées intégrables.
Montrer que pour tout p € [1,4oo[, f € &' si, et seulement si,f € (&N.ZLP).

4. Montrer que pour tout p € [1,+oo[, &' est dense dans .Z” et &' /2%, est dense dans L?.

5. Dans la suite, on se limite au cas X = R", 2" = #(R") la tribu borélienne et u la mesure de Lebesgue
n-dimensionnelle et B = R. (L’espace R" est métrisée par la distance euclidienne.)

C(R™;R) = C°(R™;R) est I’espace de fonction réelles continues, C"(R"; R) 1’espace de fonctions m fois
continliment dérivables et C*(R";R) I’espace de fonctions indéfiniment dérivables. On note

Cp(RR) = {f € C(RYR) | sup [[f(x)]| < +ee},

xeR?

Co(R™R) = {f € C(R"R) | lim f(x) =0}

e} oo

et C.(R";R) I’ensemble des fonctions C(R";R) qui s’annullent a I’extérieur d’un compact.
Pour m € NU {40} on note C}}', Cj' et C" les espaces correspondants pour des fonctions m fois contind-
ment dérivables.
Montrer que pour tout m € NU {4}, on a les inclusions C" C Ci' C C}". L’espace des fonctions indéfi-
niment dérivables a support compact, C2*(R";R), est parfois aussi not¢ Z(R";R).

6. L'espace C, est dense dans L” pour tout p € [1,+oo[. (En d’autre termes, le complété de C, par rapport a

lanorme || ||, p € [1,00] est L. Noter que son complété par rapport a la norme || - || 7’est pas L™ mais
Co.)
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4.3

. Une fonction f : R — C est dite a décroissance rapide si pour tout p € N, on lim|y_, ;. |x” f(x)[ = 0.

On appelle espace de Schwartz, .’(R), I’ensemble de fonctions f € C*(R) telles que f ainsi que toutes
ses dérivées sont a décroissance rapide.

Montrer que pour tout p € [1,+oo[, on a les inclusions
CZ(R)=2(R) C /(R) CLP(R)

c

et Z(R) est dense dans L”(R). (A fortiori I’espace .’ (R) est dense dans L”(R) pour p € [1,00].)

Dualité

. Soit C*(R) I’ensemble de fonctions indéfiniment différentiables a support compact sur R

(a) Montrer que si A est un intervalle ouvert, alors 1 4 est limite simple de fonctions de C2°(R), majorées
par 1.

(b) En déduire que o(C(R)) = Z(R).

(c) Conclure qu’une mesure u sur Z(IR) est caractérisée par la donnée de [, fdu pour toute fonction

feCZ(R).

. On considere I’espace mesuré ([0, 1],2([0,1]), 1) et les espaces fonctionnels L! et L. Nous avons mon-

tré en cours que L= C (L')*, cette inclusion étant stricte. En fait, nous avons les inclusions strictes :
c([0,1]) c L= c (L")*.

(a) Montrer que la masse de Dirac & € C([0,1])* en associant par dualité la forme linéaire A(f) =
(B[ 1) = Jio.i f(x)A (dx).

(b) Déterminer la norme de A.

(c) Par le théoréme de Hahn-Banach, montrer que 1’on peut prolonger A sur L.

(d) Montrer que la forme A n’est pas dans (L')*.
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