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Mesure de figures
Motivation

Mesure de figures canoniques

e Si h = [a1, bi1], avec —o0 < a1 < by < o0, alors
)\1(/1) = bl — ai.

bo A
o Si a alors \o(h) = (b1 — a1) x (b2 — a2).

a1 bl
o Plus généralement, si Iy = xf’zl[a,-, b;] avec a; > b; pour tout
i (parallélépipéde canonique), alors Ay(ly) = H7:1(bi — aj).
Remarquer que
@ les points ont une longueur nullle, car A;({a1}) =0 et
@ les segments (canoniques) de droite ont une aire nulle car
)\2({31} X [32, bz]) =0.
Conséquence : TG,
M([a, b)) = Mi(Ja, b)) = Mi(]a, b]) = Ai([a, b]) = 0.



Mesure de figures
Motivation

Mesure de figures élémentaires

Figure élémentaire J = réunion finie de parallélépipédes canoniques
disjoints (J;)i=1,...» de RY.
o Additivité disjointe :

n

J=Uydi = A(d) =D Aa(dh).
i=1
@ Invariance aux translations :
Aa(J) = Ag(J + x),¥x € RY.

@ Invariance aux inversions :

Ad(—J) = Aq(J). SR\
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Mesure de figures
Motivation

Mesure de figures plus compliquées

@ Utiliser les régles précédentes pour se ramener a des figures
élémentaires.

@ Exemple :

No(A) = %)\2(@) _ %)\2(@) _ %)\2(:])

LS
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Mesure de figures
Motivation

Le probléme de la mesure

@ Pour des figures encore plus compliquées, la régle d'additivité
doit &tre étendue en additivité dénombrable disjointe (ou
o-additivité) :

J=0U2Ji = A(d) =D Ml dh).
i=1

@ Idée : approcher une figure arbitraire par de réunions
dénombrables de figures plus simples dont on sait calculer le
volume.
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Mesure de figures
Motivation

Des questions lancinantes

Le probléme de la mesure : Existe-t-il une application
non-triviale m : P(RY) — [0, +o0] t.q.

m(0) =0,

® m(Unen) = D peny M(Jn), ot Jy C RY, pour tout n € N,
@ invariante aux translations et

o vérifiant m([0,1]9) =17
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Il'y a 4000 ans . ..

40 siécles d'histoire en ...une demi-heure
Il'y a 2200 ans . ..

Le papyrus de Rhind

...ou la quadrature du cercle selon Ahmés

En 1858, Henry Rhind achéte a Louxor un papyrus de 5mx32cm,
découvert a Thebes sur lequel le scribe Ahmeés (-1680 — -1620)
consigne 87 problémes résolus d'arithmétique, de géométrie et
d'arpentage. Ahmés indique que ces résultats remontent au Moyen
Empire (-2000).
Problémes 48 et 50 particuliérement intéressants :
D(d) : disque de diamétre d, C(c) : carré de coté ¢, Ahmés
prétend que

A2(D(9d)) = X2(C(8d)),

et conclut que

S WL
TP Tt et
En effet, si on admet la premiére relation,
(9d)? 256 1 1 1
: + 4=+

= (8d)2 =T =
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http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Ahmes.html

Il'y a 4000 ans ...

40 siécles d'histoire en ...une demi-heure

Quelle est la méthode utilisée par Ahmes?

o)

UNIVERSITE DE 1
118 rouges; 120 bleus. RENNES




. e . . Il'y a 4000 ans ...
40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

Quadrature de la parabole selon Archimede

Archiméde de Syracuse (-287 — -212)
o perfectionne la méthode d’exhaustion introduite par Eudoxe de
Cnide,
@ utilise un double raisonnement par I'absurde,

@ introduit un axiome (aujourd’hui connu sous le nom de
« propriété archimédienne du corps de réels »),

pour calculer I'aire de figures non-triviales comme une calotte
arbitraire d'une parabole. Il démontre que I'aire de la calotte
parabolique p vérifie :

ath
2

p = A2 I *)\2 )- S
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Archimede

Il'y a 4000 ans ...

40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

La méthode

A2(T10) = A2(T1,1) = A2(Top0)/8.

Plus généralement,

Ao(Tisrn) = Aa(To0) /8L k€N, n=0,..., 2K — 1.
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Il'y a 4000 ans

40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

Fin de la démonstration

Notons t = A2(To0). On aura pour tout k > 1 :

2k_1

t
Z )\2(Tk,n) = 477
n=0

par conséquent

—t(1—|—1—|—1—|—1+ )—4t
Py T T )T
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. e . . Il'y a 4000 ans ...
40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

Un sous-produit de la démonstration

...et un encadrement de 7

@ Premiére sommation d'une série infinie de |'histoire, en se
servant d'une construction géométrique pour la détermination
(4/3) de la limite.

@ Par méthode d'exhaustion pour des polygones inscrits et
circonscrits

O 0O 0O 0O O

hexagone dodecagone 24-gone 48-gone 96-gone

10 10
3141 ~3 4 o0 <m <34 ~3.14D.
THSTST g
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Il'y a 4000 ans ...

40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

Histoire du manuscrit d'Archiméde sur la méthode

o Palimpseste découvert en 1906 par Johan Ludvig Heiberg qui
le déchiffre A la loupe et qui disparait de nouveau pour
réapparaitre en 1998 dans une vente aux enchéres; acquis par
le Walter Arts Museum de Baltimore.

@ En train d'étre re-déchiffré a I'aide des technologies modernes
par une équipe pluridisciplinaire d'historiens des sciences,
archéologues, physiciens et mathématiciens.
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http://www.archimedespalimpsest.org/index.html

. e . . Il'y a 4000 ans ...
40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

Digression historique

Sur les systémes de numération

@ Les grecs ne disposaient pas de systéme efficace de représentation
de nombres.

@ Ce sont les indiens qui, vers 500, découvrent |'écriture positionnelle
décimale;

@ Brahmagupta (598 — 668) dans son livre Brahmasphutasiddanta de
628 la compléte et fait pour la premiére fois référence au 0;

@ Abu Ja'far Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (790 — 850) traduit
en 825, lors de son séjour a Bagdad, le livre de Brahmagupta en
arabe;

@ Version qui passe en Espagne et est traduite en latin Algoritmi de
numero Indorum;

@ qui est ensuite popularisée par Leonardo Pisano Bigollo, dit
Fibonacci (1170 — 1250); e 0 S

@ qui ne commence 3 étre largement répandue en occident qu'aprés
L OL
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http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Brahmagupta.html
 http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Al-Khwarizmi.html
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fibonacci

Il'y a 4000 ans

40 siécles d'histoire en ...une demi-heure Il y a 2200 ans . ..

Digression historique

Sur les notions d’infini, de limite, de réels

@ Sans les notions de I'infini, de la limite, des réels.

@ Pour cela, il faut attendre Sir Isaac Newton (1643 — 1727) et
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716).

Septembre 2010 Mesure et intégration


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Newton.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html

19e siécle

20e siecle
Les temps modernes

Aire et intégrale

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) clarifie la notion
d'intégrale qui porte son nom, donne sa construction et relie
I'intégrale d'une fonction avec |'aire sous son graphe.

La construction qu'il donne est encore utilisée pour |'approximation
numérique des intégrales.
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http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Riemann.html

19e siecle

2 iecl,
Les temps modernes UefSiec

Peano, Jordan, Borel : fondements de la mesure

Les précurseurs de la nouvelle intégrale

Giuseppe Peano (1858 — 1932) donne une définition de
mesurabilité sur laquelle se base Marie Ennemond Camille Jordan
(1838 — 1922) pour en donner une meilleure :

Définition (Jordan, 1892) : Soit £ un ensemble borné de RY.
Alors E est [J-mesurable si |'étendue intérieure et I'étendue
extérieure sont égales.

Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 — 1956) améliore encore la
notion de mesurabilité. Cette notion sera vue ultérieurement dans le
cours.
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http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Peano.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Jordan.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Borel.html

19e siecle

2 iecl,
Les temps modernes UefSiec

Lebesgue

Le mot de la fin?

Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941) dans son livre Lecons sur
I'intégration et la recherche des fonctions primitives de 1904 lie la
théorie de la mesure avec la théorie de I'intégrale.

L'objet principal de ce cours.
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http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Lebesgue.html
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