UNE DESCRIPTION DE LA COHOMOLOGIE DU
COMPLEMENT A UN DIVISEUR NON
REDUCTIBLE DE P?

par David Lubicz

RESUME. — Dans cet article, nous étudions la topologie du plongement d’une courbe
algébrique dans ]P% en donnant des bases effectives pour la cohomologie a coefficient
complexe de l’espace complémentaire. Nous obtenons en particulier une majoration de
l'ordre des poles d’une telle base qui est meilleure que celle décrite dans les travaux
fondamentaux de P. Griffiths. Nous traitons quelques exemples qui illustrent certains
résultats de comparaison entre la filtration par 'ordre du pole et la filtration de Hodge
de la cohomologie & coefficient complexe.

ABSTRACT. — In this paper, we study the topology of the complement of an algebraic
curve in P2 by giving an explicit basis for the cohomology with complex coefficients. In
particular, we obtain a upper bound for the pole order of such a basis which is better
than the one describe in the works of P. Griffiths. We provide some examples in order to
illustrate some results of comparison between the pole filtration and the Hodge filtration
of the cohomology with complex coefficients.

1. Introduction

L’objet de cet article est 'étude du plongement d’une courbe algébrique dans P%
par une description de la cohomologie a coefficients dans C de I’espace complémentaire.
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Dans [7], P. Griffiths définit une filtration par 'ordre du pole P, sur le complexe de
de Rham algébrique du complément a un diviseur D lisse de P" I'espace projectif
complexe. Il montre que toute classe de cohomologie peut étre représentée par
une forme dont le pole est d’ordre au plus n le long de D. De plus, il exhibe une
base du groupe de cohomologie de degré n.

La majoration de l'ordre du pole a été généralisée dans [3] au complément a une
hypersurface de P" non nécéssairement lisse.

Nous nous proposons dans cet article d’améliorer la majoration de 'ordre du pole
pour des diviseurs réductibles de P2. Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. — Soient C1,...,C, n courbes de P? définies par les équations
irréductibles f; = 0,..., f, = 0. Alors H?(P*\U" , C;) est engendré par les formes

PQ
f’hfiing7

1 <y,19,73 < n,

ot ) est la contraction de la forme volume de 'espace affine A® par le champ
de vecteurs d’Euler. Sauf mention du contraire, les groupes de cohomologie sont
toujours a coefficients dans C.

Si 'on pose U = P?\ U, C;, alors U est une variété affine, donc d’apres [10], U
a le type topologique d'un CW-complexe de dimension 2. Donc b, (U) = 0, pour
tout k > 2, b (U) étant le k-ieme nombre de Betti de U.

Comme U est connexe, by(U) = 1 et nous savons, d’aprés [4] que b;(U) =
1, 5(C) = n(C) — 1 ot n(C) est le nombre de composantes irréductibles de
la courbe C. Si 'on décompose g en ses facteurs irréductibles g = g1 ... gz, il est
facile de voir que les formes :

wi = (dgi)/g; — (ni/n)(dg/g)

oun; = deg g; et n = d, engendrent H'(U) et ont pour unique relation : Y w; = 0.
Le reste de cet article est donc dévolu a 'étude de H*(U).
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2. Cas de deux courbes

Nous commencons par étudier le cas de deux courbes : C; et Cs. Si I'on note
U, =P? - C; et Uy = P? — (5, on peut écrire la suite exacte longue de Mayer-
Vietoris :

— HX(U,Ulh) S HYU,)® H*(Uy) — H* (U, N L)
i) HS(Ul U Ug) — 0

En effet, comme U; et U, sont des surfaces affines complexes, d’apres [10], U; et
U, ont le type topologique d'un CW-complexe de dimension 2 et donc H3(U,) =
H3(Uy) = 0. Si 'on pose A =P?\(U; UU,), A est fini donc la suite exacte :

(1) Hy(A) =0 — Hy(P?*) = C — Hy(P? A) —
donne H?*(U; U Uy) = C par la dualité d’Alexander. Pour finir, on écrit :
(3) HY(Uy) @ HY(Up) — H'(Uy N Uy) & HA(Uy UU,) —

avec H*(U; UU,) = C et

- b(Uy) =n(Cy) — 1,

- b1(Uy) =n(Cy) — 1,

- bl(Ul N UQ) = TL(Cl) + TL(CQ) — 1.

ou n(C;) désigne le nombre de composantes irréductibles de la courbe C; et donc
0" est un épimorphisme. Le fait que ¢’ soit un épimorphisme implique que a = 0.

Les résultats de [7] dans le cas lisse et [3] s’appliquent & H?(U;) et H%(Uy). Pour
décrire H*(U; N Uy), il suffit donc de trouver une caractérisation de H*(U; U Us).

3. Cas de deux courbes

On a la suite exacte suivante :
H3(P?) — H3(P2\(Cy N Cy)) — HY(P2P\(Cy N Cy)) 5 HY(P?)

ot H3(P?) = 0, H*(P2,P?\(C, N Cy)) ~ CI"Cl par la dualité d’Alexander,
H*4(P?) ~ C et ¢ est donnée par :

w((ab .. 7a‘01002‘) = Z (0%;
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C‘CIHCQ

On peut donc voir H?(U;UU,) comme le sous-espace de | donné par keri.

Le morphisme de connection § de la suite de Mayer-Vietoris peut alors s’écrire :

§: HX U NUy) — ClO% 5 53U, ulh)

w = (Respiw)piECHﬂCz

D’apres le théoreme des résidus [5] pp.656, > o, ¢, Resy, (w) = 0, done I'image
de 4 est bien contenue dans H3(U; U Us).

Dans tout ce chapitre C4[ X7, ..., X, ] designera ’espace des polynémes homogenes
de degré d en les variables X1, ..., X,, a coefficients complexes.

Nous pouvons définir une application :

¢: Carays|X,Y, 2] — H3(U,UU,) = ClO1"C2I=1

p (R PQ)
— €S, ———
b f1f2 pi€C1NCo

ot ) est la contraction de la forme volume de 'espace affine A? par le champ
de vecteurs d’Euler. De maniere plus explicite, si (X,Y,Z) est un systeme de
coordonnées de I'espace affine A3 alors :

Q=XdY NdZ -YdX NdZ + ZdX NdY

THEOREME 2. — L’application ¢ est surjective.

Nous proposons deux démonstrations de ce théoreme. Une démonstration élémentaire
et une démonstration avec la théorie de Hodge. On peut trouver une version plus
générale de ce résultat dans [8] pp.373 (valable pour n diviseurs positifs sur une
variété de dimension n).

Démonstration. — (élémentaire) La démonstration se fait en deux étapes. On
considere tout d’abord le cas ol les courbes ont une intersection transverse. Dans
ce cas, nous pouvons calculer simplement le noyau de ¢ :
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kergf) = {h S (Cd1+d2_3[X,}/, Z]/ Respih =0 p; € Ci N 02}
= {he€Cyia,3[X,Y, 7)) he(fg). VreP?}
ou (f,g). désigne 'idéal engendré par f et g dans 'anneau local en z. Donc

d’apres le théoreme de Max Noether [5] pp.703, le noyau de ¢ est I'intersection de
l'idéal de C[X, Y, Z] engendré par (f, g) avec Cy, 14,—3X, Y, Z], que nous noterons

(fa g)d1+d273-

¢ : Caqay3[X,Y, Z] — H3(Uy UU,) = ClOiNI=1 ge factorise donc par une
application injective
9?) : (Cd1+d2—3[X7 Y, Z] - (C|Clr702\—1
(f7 g)d1+d2—3
Pour montrer que ¢ est surjective, il suffit de montrer que

Cd1+d2—3[X7 Y7 Z]
(f7 g)d1+d2—3
Comme (f, g) définit une intersection complete de P2, [?] pp.109 nous donne le

dim

=dydy — 1.

polynome de Hilbert associé a une telle intersection. On peut donc vérifier le
résultat en calculant le (d; + dy — 3""¢) coefficient du développement de Taylor
a 'origine de la fraction rationnelle :

(¢ — (e - )

PO =—1"9p

Soit maintenant A I’espace des courbes dont I'intersection en un point de P2 n’est
pas transverse :

A={(f,9,7) € C4[X,Y, Z] x C/[X,Y, Z] x P*/1u,(Cy,C,) > 1}

ou pu,(Cy,C,) est la multiplicité d’intersection des courbes C et C; muni d’'une
projection p; sur C; x Cg et py sur P2, Toutes les fibres de p, ont la méme
dimension. En dehors d'un fermé de Zariski, d’apres le théoreme de Bezout, p;
a une fibre finie. Donc A est une sous-variété de C4[X,Y, Z] x Cy[X,Y, Z]| x P?
. . d+d +1
de dimension ( + 5 +
une sous-variété de Cy[X,Y, Z] x Cy[X,Y, Z].

) donc comme P? est une variété complete, p;(A) est

Soient (f,g) € A deux polynomes de degrés respectifs d; et do. Les courbes
associées ont pour intersection les points pq,...,p, d’ordres oq,...,0,. D’apres
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le théoréme de Bezout, on a > 0; = dijdy. Comme p;(A) est une sous-variété de
CylX,Y, Z] x Cy[X,Y, Z] , il existe une déformation (f;,g;) de (f,g) avec des
courbes lisses transverses pour ¢ # 0.

Pour n > 0 petit, de > 0 tel que la boule de centre p;, ¢ = 1...n de rayon
7 contienne exactement o; points de Cy, N Cy,, 0 < t < €, que 'on notera

On se donne maintenant une norme quelconque sur ’espace des polynomes de
degré dy + dy — 2. Soit (ay,...,an_1) € C" ! et pour 0 < t < ¢, soit V' l'espace
des polynomes P, de degré dy + dy — 2 qui vérifient :

Res ; 1=1...n
Z p”ftgt

Pour chaque ¢ soit P le polynome de NV, de norme minimale.

Supposons que limy_q || P?|| = +o00. Cela veut dire que pour un iy € {1,...,n},
on a lim;_ o d(0, V;"*) = 4o0.

Si P € Cyy14,-2[X,Y, Z], ou bien Z Respizoﬁ = 0, ou bien il existe \; € C tel

0' .
que A ;2 Res; f? = q;, et d’apres ce qui précede, lim; .|\ = +00. Dans
0

les deux cas, on obtient : limtﬂo Z;Z 1 Res j ro 0 donc d’aprés le princjpe de
Pii ig f gt
continuité des résidus [5] pp.657, pour tout P € Cy,1a,-2[X,Y, Z], Res,,, % =0,

ce qui est une contradiction.

Donc il existe un polynéme P € Cgy 14,-2[X,Y, Z] tel que P = lim P, ou les P,

s . P, . . ez , .
vérifient lim,, .., Res,, 7 = Qi Le principe de continuité des résidus permet de

conclure. O

La deuxieme démonstration de ce théoreme utilise la théorie de Hodge. Rappelons
brievement comment on peut définir la filtration de Hodge sur la cohomologie
de U = P?\(C; U Cy) et plus généralement sur la cohomologie de toute variété
algébrique d’apres [2]. Nous savons qu’il existe un morphisme birationnel 7 : X —
P? avec X une variété projective D = 7~ 1(C; U Cy) un diviseur & croisements
normaux de X. Le morphisme 7 induit un isomorphisme X\D ~ U. Soit j
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I'inclusion de U dans X. On a
H*(U) = H (X, Rj.Cy) = H* (X, Q% (logD))

ou Q% (logD)) désigne le complexe logarithmique. Rappelons que l'on définit
Q% (logD)) comme le sous-O-module localement libre de 7,8 engendré par Q%
et les ‘ii ou z; est une équation locale d’'une composante irréductible locale de

7

D, et :

0% (logD)) = /\ Q% (logD))

La filtration de Hodge sur H*(U) est la filtration induite par la filtration béte
(o) sur le complexe logarithmique :

FPHY(U) = Timage de H*(X,05,Q%(logD)) dans H*(U)

Rappelons que si K* est un complexe dans une catégorie abélienne, alors la
filtration béte o>, K est par définition le sous-complexe de K* : (05,K)" = K* si
1>pet0sii<p.

La premiere suite spectrale d’hypercohomologie du complexe de faisceaux Q% (logD)

coincide avec la suite spectrale d’hypercohomologie du complexe filtré (€% (logD), o> ) :
EP = HI(X, 0% (logD)) = HPT9(X, Q*(logD))

Cette suite spectrale dégénere en F; d’apres [2]. En particulier :

F*H?*(U) ~T(X,Q*(logD))

La démonstration du théoreme 2 utilise le point 2 du lemme suivant :

LEMME 1. — 1. F{(H*(U, NUy)) = H*(U; N Us)
2. Fz(Hg(Ul U Ug)) - H3(U1 U UQ)

Démonstration. — 1. D’apres [2] pp. 39, il suffit de montrer que h%?(H?(U; N
Usy)) = 0. Le résultat de [6] montre que les nombres de Hodge se comportent
bien pour la dualité d’Alexander :

hO’Z(HQ(Ul N Ug)) = hQ’O(]P)Q, Cl U 02)
La suite exacte longue :

— HY(CLUCy) — H*(P?,C,UCy) — H?*(P?)



8 DAVID LUBICZ

o H?*(P?) est de type (1,1) et h*°(H'(C; U Cy)) = 0 ce qui permet de
conclure.

2. En utilisant la premiere partie et [2] pp. 39, il suffit de montrer que h'?(H3(U;N

Uy)) = 0. On procéde de la méme maniere que dans la démonstration
précédente.
O
Preuve du théoreme 4.. — D’apres le lemme, nous avons la suite exacte :

(4)  F2HXU)) @ F2(HX(Uy)) & F2(HX(U, N Us)) > H3(U, UU,) — 0

Cela veut dire que, pour n’importe quelle classe de cohomologie o de H3 (U UUs),
on peut trouver une forme différentielle w telle que d(w) = v et ol 7*(w) est une
forme du complexe logarithmique de degré 2. En particulier, 7*(w) a des poles
simples le long de 771(C; U Cy) donc w a des poles simples le long de C; U Cy
car 7 est un isomorphisme en dehors d’un ensemble de codimension 2 (étant une
composition d’éclatements de points). O

COROLLAIRE 1. — Si 'on pose U = U; N Uy, nous avons :
1. dim GrL, H*(U) = dim GrLH?*(U,) + dim Gry. H*(Us),
2. dim Gri H*(U) = dimGriH*(Uy) + dimGri.H?*(Uy) + |C; N Cy| — 1.

Démonstration. — Nous avons les suites exactes suivantes :

(5) 0 — FY(H*(U) @ FY(H*(U,)) — F'H*(U) — F*H*(U, U U;)

(6) 0 — F*H*(U,) ® F*H*(Uy) — F?H*(U) — F?H*(U; U Hy)

La premiere partie du corollaire découle immédiatement des deux suites exactes
précédentes et de I'égalité :

F'H*(U,uU,) = F?H*(U; U Hy).

La deuxiéme partie provient de la deuxiéme suite exacte et du fait que dim H?(U;U
U2)2‘01ﬂ02|_1 ]
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4. Cas de n courbes

THEOREME 3. — Soient C1,...,C, n courbes de P? définies par les équations
irréductibles f; = 0,..., f, = 0. Alors H?(P*\U" , C;) est engendré par les formes

PO G e e <
fiq fig fig? 1 <iy,02,03 <.

Démonstration. — Nous allons faire une preuve par récurrence. Le théoreme est
vrai pour

1. k =2 d’apres le théoreme 1.
2. k = 3 en appliquant le théoreme 1 aux courbes d’équations (fifa, f3).

Pour poursuivre la démonstration nous aurons besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 1. — Soient P, ..., P, les points d’intersection des courbes C', ..., C,
et solent Ry, ..., R, tels que > R; = 0 alors il existe une forme fermée w engendrée
par les % telle que Resy,w = R;.
iJj
Démonstration. — On considere le graphe dont les sommets sont les points Py, ..., P,.

Deux points sont reliés par une aréte s’ ils sont sur une méme courbe.

Soient les points (P;, A;) munis de poids tels que > \; = 0. Si Py et P, sont sur
une méme aréte, on considere les transformations :
71 ((Pr, Ae), A) = (P, Ax + A),
T (P, M), A) = (P, A= A),
Tet((Poy Am)s A) = (P, M) m# kL.

On a le lemme :

LEMME 2. — Il existe une suite finie (k;,[;, \;) € N> x C,i € {1...p}, telle que
Vie {1l...p}, Py, et P, soient sur une méme aréte et

o7k, (A) ((P1,0), ..., (Pn,0)) = ((P1, Ry),...,(Pn, Rn))

PQ
if5 fx
alors pour tout triplet (k;, l;, \;) permis, il existe une forme wy telle que ¢p(w+wy) =

Thili ()‘) (¢(w)) :

Considérons 'application ¢ qui a une forme w = fait correspondre (( Py, Resy,w),

.. (Pn, Res,u
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Démonstration. — Deux cas :
)q 1. Si P, et P, sont traversés par deux courbes alors wy est de la
forme fP J?l en utilisant le théoreme avec k = 2.
2. Si P, et P, sont traversés par trois courbes alors wy est de la
forme A ;D f} — en utilisant le théoréme avec k = 3.
Cela permet de conclure. O

fin de la démonstration. On a la suite exacte :

H*(P\Ciy1) © H2(PP\ UL, Ci) — H*(P\UE) —° HP(P\Cpyt N (U Ch)) — 0

Soient Pi,..., P, les points d’intersection de Cj 1 N (UleCi). Le morphisme §
s’écrit :

5 H2(P2\ UM ©) — CN !
w — (Respw, ..., Res,,w)
I’hypothese de récurrence et le théoreme permettent de conclure. O

La théorie de Hodge donne des informations supplémentaires que nous allons
utiliser dans les exemples qui suivent.

On considere "application :

j . Cd1+d2—3[X7 Y, Z] — HQ(PQ\(Cl U 02))

b . { h{) ]
fif2

Soient

‘/O:{he(cd1+d2—3[X7KZ]/ j(h) Elmp}
ol p a été défini dans la suite exacte (4).

V ={h € Cyta—3[X.Y. 2]/ j(h) € F*(H*(UiNUs))}

Alors on a Vo =V N (f1, f2). En effet, V est I'ensemble des h tels que 7*(j(h)) €
(2 (log(X)) ot (m, X) est une résolution de P?\(C; U Cy). Si par exemple, w €
F?(H?(U,)) alors 7*(w) ne peut avoir de poles qu’au dessus de 7~ !(C}) et ces
poles sont simples. Donc w ne peut avoir de pole que le long de C' et ces poles
sont simples. Donc h € (f5).
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Ainsi si I'on pose V = V/V; alors j définit un isomorphisme de §(V) dans Imd.

5. Exemples

Rappelons tout d’abord les résultats de 'article [7] dans le contexte dans lequel
nous allons les utiliser. Si C' est une courbe lisse de P? donnée par une équation
f € Cy[X,Y, Z], nous pouvons définir une filtration par 'ordre du pole (P) sur le
complexe de de Rham algébrique du complément U = P?\C a la courbe C' par :

PPIT(QUU))) ={w e T(QUU);ordc(w) < qg—p+ 1}

Cette filtration induit une filtration sur la cohomologie de U et nous avons les
inclusions :

0= P*(H*(U)) € P*(H*(U)) € PY(H*(U)) = H*(U))
Nous avons les isomorphismes suivants :
Cis[X,Y, 2] — PXH*(U))
h — classe de % dans P?*(H*(U))

or 9f o )) Crh ()

((C[X7 Y, Z]/(a—X, ' 52

Q
h — classe de hl dans Grip(H*(U))

72
ou (C[X,Y, Z]/(%, g—gﬁ, g—é))%_?) désigne la composante homogene de degré 2d—3
de I'anneau gradué (C[X,Y, Z]/(g—{(, g—{i, g-;)).

De plus, Grp(H*(U)) et P?(H*(U)) ont la méme dimension qui correspond au
genre de la courbe C.

Si maintenant, C' est réunion de deux courbes lisses C; et (5 données par des
équations f; = 0 et fo = 0 de degrés respectifs d; et dsy, grace aux résultats de
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cet article nous pouvons écrire :
H*(Uy) @ HX(Uy) @V ~ H*(U, N Us)

Et les résultats de [7] nous donnent pour i = 1,2

0f; 0fi 9%,
0X’' oY’ 0z’ %3

(7) H2(Uz) :(Cdi—?)[X?}/?Z] @(C[X7Y7 Z]/(

Pour avoir une base de H 2(U1 N Us), il nous suffit donc d’obtenir une base de
I’espace vectoriel V' ce que nous faisons dans les exemples suivants.

REMARQUE 1. — La propriété qu'une forme w soit dans F?(H?*(P?\(C; U (Cy)))
se vérifie localement en chaque point singulier p en calculant une désingularisation
locale de C7 U Cs. Si p est une singularité de type A; c’est-a-dire si C; et Cy se
coupent transversalement en p alors il n’y a aucune condition a vérifier.

Pour les singularités de type A3 on obtient une condition tres simple et indépendante

des coordonnées locales : si w = ;Ll—% alors il suffit que h(p) = 0.
EXEMPLE 1. — On considere les courbes C et C5 données par leurs equations
homogenes :

C: X°+XY*+72°=0
02 . X + Z =0
CiNCy={(1:0:—-1),(0:1:0)}. Nous cherchons une base de l'espace vectoriel
V.(1:0:—1) est un point double et (0: 1:0) est un point simple d’intersection

entre les courbes C et (5. Donc la courbe C7 U C5 a une singularité de type Az
en (1:0:—1) et une singularité de type A; en (0:1:0).

w = % c F*(H*(P*\(CLUCy)) = h((1:0: 1)) =0

d’apres la remarque qui précéde. Une base de V est donc {Y}.

Et une base de H?(P*\C} U Cy) est donc donnée par les classes des formes :

(g hess(f1)Q YQ)
h Ak

ou hess(f1) est le Hessien de fi.
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EXEMPLE 2. — On considere les courbes C; et (s donnée par leurs équations
homogenes :

Ci: XY+YZ+ZX=0
Co: XAXA+Z2)+YAX+2)+ 22X +Y)=0

Ces deux courbes s’intersectent en trois points A, resp. B, resp. C de coordonnées
homogenes (1 :0 :0), resp. (0 :1 :0), resp. (0 :0 :1) qui sont singuliers de type A
pour la réunion C U Cy. D’apres la remarque :

W= Jil—g; € F?(H*(P*\(C, UCy))) = h(A) = h(B) = h(C) =0
1/2
Une base de V est donc : XY, Y Z car
(XZ] = —-[XY]-[YZ]

dans V.

Et une base de H?*(P?\C; U Cy) est donc donnée par les classes des formes :
(g hess(f2)2 XY Q YZQ)
L2 W fife

EXEMPLE 3. — On consideére la courbe de 'espace affine C? donnée par son
équation (f =0)

f=f+...+faq

que 'on décompose en somme de composantes homogenes. On suppose que les

conditions suivantes sont vérifiées :

~ la courbe C' de P? définie par 'homogenéisée de f : f(X,Y, Z) = foZ%+.. .+ fq4
est lisse.

— Soit Ly : Z = 0 la droite a l'infini. Alors [L NC| =d

On veut calculer §(H*(P*\{C' U L.})). D’apres le théoreme de Bezout tous les

points d’intersections de L., avec C' sont simples. On peut donc prendre pour

base de V, (XY d-2-1)422,

Comme H?*(P*\Ly,) =0, on a

HEN(CU L) ~ CaalX. Y A0 (SN 2 (G G 5 ) - o

X oY’ 07 v



14 DAVID LUBICZ

6. Cohomologie de la fibre générique

Dans cette section, nous donnons une méthode pour exhiber une base explicite
de la cohomologie de la fibre générique.

Nous avons la suite de Gysins suivante :

0

H'(U\F) ™ H'(F) & H*(U) — H(U\F) "5 H'(F) % H*(U)

ol res désigne le morphisme résidu.

On peut maintenant comparer cette derniere suite avec la suite de Mayer-Vietoris :
0— H*(U)E H*(P*\F) — H*(U\F) S C*' -0

ol f désigne le cardinal de F N C.

Les résultats du premier chapitre nous permettent de calculer des bases expli-
cites pour H*(U\F'). En prenant le résidu, cela donne des bases explicites de la
cohomologie de de Rham de H'(F).

EXEMPLE 4. — Nous considérons donc les deux courbe C} et Oy de P? d’équations
respectives :

(8) Cirixy+a®+y>+2°=0,

(9) Cy:2?+y*+22=0.

Les points d’intersection de ces courbes sont solutions du systeme :

Cy - 2 4y 422 =0
(10) {1 zy+ 22 +y2+ 2 ,

Co:x?+y*+22=0.
Nous avons 4 points d’intersection de coordonnées homogenes :
(0:1:4),(0:1:—=4),(1:0:4),(1:0:—0)
En reprenant les notations de la premiére section, une base de V est : {X,Y, Z}.
Donc une base de H*(U\F) est :
{XQ YQ ZQ}
h’' h’ h
ot h= (XY +X2+V2+ 7% (X?*+Y?+ Z?).
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EXEMPLE 5. — Nous considérons maintenant les deux courbes C; et Cy de P?
d’équation respectives :
(11) Cy: fi=uayz
3 3 3
Tty +z
(12) Cy: fo=—"——
TYz

Une base pour H?(P?\(C} U Cy)) est donnée en mettant ensemble :

1. une base pour H?(P*\(C}), par exemple
Q XYZQ
R
2. une base pour H?(P?\Cy) = H?*(A*\{XY = 0}), par exemple :
ax , av
X Y
en écriture affine sur A% ou bien

d¥ d¥ 0
x VY
Z

v =T,
, > ([ C[X,Y,Z]
3. une base pour 1 espace V= < (f1,f2)

C différents de XY Z et de X3.

Ce calcul nous donne 11 formes différentielles. La forme f—% est dans le noyau du

) donc les 8 monomes de degré 3 dans
résidue et donc les 10 autres résidus forment une base pour H'(F).
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