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HESSIEN DE LA FORME MÉTRIQUE
SUR LES ESPACES DE TWISTEURS

Noël Le Du

Résumé. � L'objectif principal de la thèse est de calculer le Hessien (id′d”ω)de la
forme métrique ω d'un espace twistoriel associé à une variété riemannienne M orientée
de dimension 4, lorsque la métrique est anti-autoduale. Ces notions seront dé�nies ou
rappelées selon le cas, au �l du document. Pour y parvenir, il est nécessaire d'étudier
en détail les champs de vecteurs sur un tel espace, ce qui constitue la préoccupation
principale du document.
Accessoirement, on revisite les propriétés conformes des espaces twistoriels, surtout la

correspondance bijective existant entre les classes d'isomorphies des espaces twistoriels
et les classes d'équivalences de métriques conformes sur M . Plus directement liée à notre
problématique, on étudie la relation entre les métriques anti-autoduales et les structures
presque complexes intégrables sur M .
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PANORAMA



Dans cette thèse, j'étudie les espaces twistoriels. Une des justi�cations à l'introduction
de tels espaces est la recherche de conditions pour munir des variétés réelles de structures
de variétés complexes, compatibles avec la structure réelle sous-jacente.
Il n'y a que le dernier chapitre (calcul du id′d”ω) qui est nouveau, les chapitres

antérieurs étant développés pour rappeler le contexte. Ils sont néanmoins le prétexte
dans certains cas à la recherche de démonstrations personnelles se voulant optimisées.
Dans ces chapitres, je m'appuie essentiellement sur [B-N] et [D].

Ce calcul peut être motivé par les considérations suivantes :
Sur l'espace twistoriel τ(M) = τ(M, g) associé à une variété riemannienne (M, g) de
dimension réelle 4, on considère V l'espace des cycles (courbes complexes compactes de
dimension complexe 1) tracées dans τ(M). Comme exemple d'élément de V , on peut citer
les �bres de τ(M), considéré comme �bré sur M . On note ω la forme de kähler sur τ(M).
On considère la forme ψ : V → R :

∑
i niCi →

∑
i ni
∫
Ci
ω. (sommes �nies, avec ni ∈ Z)

Le hessien de ψ, id′d”ψ se calcule en fonction du hessien id′d”ω, et la positivité de ce
dernier (par exemple sur les surfaces K3) implique que ψ est une fonction d'exhaustion
pluri sous-harmonique.

D'une manière générale, pour un espace vectoriel euclidien E et selon les notations
usuelles, SO(E) désigne le groupe des endomorphismes orthogonaux directs ; de même
so(E) désigne l'espace vectoriel des endomorphismes de E, anti-symétriques. Si E = Rn,
on notera SO(n) et so(n) les espaces de matrices associés.
Pour une variété di�érentiableM , connexe, orientée de dimension paire 2n, munie d'une

métrique riemannienne g, on note TM son �bré tangent ; on dé�nit le �bré twistoriel
(τ(M, g), π,M) (=τ(M) en abrégé) comme le �bré sur M , où π : τ(M) → M est la
projection telle que la �bre en x ∈M s'écrit :

π−1(x) = {u ∈ SO(TxM), u2 = −Id, u >> 0}.

La propriété u >> 0 sera précisée (endomorphisme à chiralité positive). τ(M) est une
variété réelle de dimension n(n + 1). Les �bres ont de multiples propriétés : ce sont des
variétés réelles de dimension n(n− 1), connexes, compactes, kählériennes.
En un point a ∈ τ(M), on dé�nit l'espace des vecteurs tangents verticaux en a comme

l'espace tangent à la �bre π−1(x) en a : Va = Taπ
−1(x) ⊂ Taτ(M) , avec π(a) = x. On

montrera que l'on peut écrire un élément de Va de deux façons :

Va = {u ∈ End(TxM), u ◦ a+ a ◦ u = 0 et u+ u∗ = 0}

Va = {u ∈ End(TxM, ∃v ∈ so(TxM) tel que u = [a, v]}

On peut aussi décrire la version opérateur di�érentiel d'un élément de Va de la manière
suivante : dans un repère local R, un point a est repérable par deux coordonnées x et X



avec X ∈ SO(R2n), X2 = −Id et X >> 0. Un élément V de Va peut alors s'écrire :

V =
∑
i,j

[X,S]ij
∂

∂Xij

= ([X,S]• symboliquement)

où S ∈ so(2n). En considérant PSOM , �bré des repères orthonormés directs sur M et la
connexion riemannienne sur M , en un point a ∈ τ(M) on montre l'existence d'un espace
horizontal Ha privilégié tel que Taτ(M) = Va ⊕Ha, tel que π∗a soit un isomorphisme de
Ha sur TxM . Si θ ∈ TxM , on dé�nit et on note θ̂a l'antécédent horizontal de θ par cet
isomorphisme (donc π∗aθ̂a = θ), que l'on appelle le relevé horizontal de θ en a. Lorsqu'il
n'y a pas d'ambiguité , on ne note pas l'indice a. Le point a étant �xé de coordonnées
(x,X), je montre que pour tous champs θ et θ

′
sur M (champs basiques)

[θ̂, θ̂′] = [̂θ, θ′] + [X, Ω̃(θ, θ′)]•

ou Ω̃ est la 2-forme de courbure de M (à valeurs dans so(2n)).
Puis on dé�nit une structure presque complexe Ja ∈ End(Taτ(M)) de la manière

suivante :
• sur Ha : Ja(θ̂a) = â(θ)

a
, (relevé horizontal en a de a(θ)).

• sur Va : J(u) = a ◦ u (selon la forme des éléments de Va donnée plus haut).
Désignant par θ̂, θ̂′ des éléments de Haet par u, u′ des éléments de Va, on dé�nit une

métrique G sur τ(M) comme suit :
G(θ̂, θ̂′) = g(θ, θ′) , G(θ̂, u) = 0, (Ha et Va sont donc orthogonaux par dé�nition),
G(u, u′) = −1

2
Trace(u◦u′). En général, on omet a dans les notations, sachant néanmoins

que a est représenté par ses deux coordonnées (x,X). On véri�e du fait des propriétés de
a que J2=-Id et que J est G orthogonal. La forme de kähler relative à J et G est dé�nie
pour tous U et V ∈ Taτ(M) par :

ω(U, V ) = G(U, JV ).

On suppose J intégrable. Alors il existe une seule structure de variété complexe sur
τ(M), compatible avec J. Alors on a les deux décompositions, Taτ(M)c = Hc

a ⊕ Vca =

Taτ(M)
′ ⊕ Taτ(M)”, avec la notation c=complexi�é, le deuxième membre désignant les

champs holomorphes et anti-holomorphes, c'est à dire : (Taτ(M)
′

= {U, JaU = iU} et
(Taτ(M)” = {U, JaU = −iU}.
On montre qu'il existe un isomorphisme Φ : so(TxM)→ ∧2TxM , dé�ni par ĝ(Φ(u), X∧

Y ) = g(u(X), Y ) ou ĝ est le produit scalaire construit sur ∧2TM à partir de g. Pour deux
vecteurs θ et θ′ de TxM , on dé�nit alors le champ vertical Λ(θ∧ θ′)(a) = [a,Φ−1(θ∧ θ′)]•.
On montre alors la relation entre dω et R̂ opérateur de courbure ( ∈ Sym(∧2TM)),

qui n'est autre que la formule montrée dans [B-N] mise sous une autre forme : dans un
repère R(x) = (x; θ1, ..., θ2n), U désignant un vecteur vertical,

dω(θ̂i, θ̂j, U) = G(Λ((
1

2
Id− R̂)θi ∧ θj), JU).

La forme dω s'annule sur les autres types de triplets relatifs à la décomposition hori-
zontale/verticale car si H, H1, H2, ... désignent des vecteurs horizontaux et V1, V2... des

3



vecteurs verticaux

dω(H1, H2, H3) = 0, dω(V1, V2, H) = 0, dω(V1, V2, V3) = O.

Ces trois dernières relations sont démontrées dans [B-N] et seront admises dans la suite.
On a une décomposition

R̂ =
s

2n(2n− 1)
Id∧2TM + Â • g +W

qui est orthogonale dans Sym(∧2TM) pour le produit scalaire (u, v) = Trace(u ◦ v), et
où TraceA = 0. Le tenseur W s'appelle le tenseur de Weyl.
Dans le cas 2n = 4, grâce à l'opérateur de Hodge, qui véri�e ?2 = Id, on peut écrire la

décomposition

∧2TxM = ∧2
+TxM ⊕ ∧2

−TxM,

avec

∧2
+TxM = {ϕ ∈ ∧2TxM, ?ϕ = ϕ}, ∧2

−TxM = {ϕ ∈ ∧2TxM, ?ϕ = −ϕ}.

Pour simpli�er les notations on écrira en général ∧x = ∧2TxM , ∧+x = ∧2
+TxM et ∧−x =

∧2
−TxM de sorte que ∧x = ∧+x ⊕ ∧−x. Cette décomposition permet de scinder W en

W=W+ +W−. La métrique g est dite anti-autoduale si W+ = 0 . Il y a alors une relation
connue entre l'intégrabilité de J et le tenseur de Weyl : J est intégrable si et seulement
si : pour 2n = 4 W+=0 et pour 2n > 4, W = 0.
Les propriétés conformes sont revisitées : il y a une équivalence entre les classes d'iso-

morphie de �brés twistoriels et les classes de métriques conformes. On termine cette
partie en faisant correspondre les structures intégrables de deux variétés conformes : si
σ :(M, g)→ (N, h) est conforme, il y a une correspondance bijective entre les structures
presque complexes intégrables de M et de N via σ. On pose nd= pôle nord de S4. On
applique à M = S4 − (nd), N = R4, σ étant la projection stéréographique. Comme
les structures intégrables de R4 sont toutes de la forme aI + bJ + cK où a,b,c sont des
constantes réelles avec a2 + b2 + c2=1, et I, J , K sont des structures presques complexes
élémentaires de R4, véri�ant les relations quaternioniques usuelles, on en déduit celles de
S4 − (nd). Notons qu'il n'existe aucune structure presque complexe intégrable sur S4 en
entier (résultat dû à JP Serre).
Je termine ce résumé par une brève description du calcul de dd′ω(= −d′d”ω), en

dimension 2n = 4, et en supposant que J est intégrable, ce qui est équivalent à g est anti-
autoduale. La forme dd′ω est de degré 4 et de type (2, 2). Pour la calculer, il "su�t" donc
de la calculer sur des con�gurations dd′ω(h, h′, ah, ah′) ou h et h′ sont des vecteurs de type
holomorphe et ah et ah′ sont des vecteurs de type anti-holomorphes. Les di�érents cas
sont répertoriés dans un des tableaux en �n de document, qui combine les deux types de
vecteurs tangents à τ(M) en un point a de τ(M) : horizontal/vertical, holomorphe/anti-
holomorphe.
Pour un vecteur tangent L à τ(M) quelquonque, on a la décomposition :L = Lh + La

ou Lh = 1
2
(L− iJL) désigne la composante holomorphe de L, et La = 1

2
(L+ iJL) désigne

la composante anti- holomorphe de L. Ce qui simpli�e les calculs, c'est en particulier le

4



fait que en dimension 2n=4,

dω(θ̂i
h
, θ̂j

h
, U) = (1− s

6
)Ua

ij,

s désignant la courbure scalaire (ce qui montre au passage que si la métrique naturelle de
τ(M) est kählérienne, alors s = 6). De plus, pour u et v ∈ so(TxM), tels que Φ(u) ∈ ∧+x

et Φ(v) ∈ ∧−x, alors [u, v] = u◦v−v◦u = 0. Ceci s'applique dans le cas où u = a ∈ τ(M),
et ξ ∈ ∧−x, alors [a,Φ−1ξ] = 0.
Dans le tableau de calcul, sont répertoriés l'ensemble des cas possibles (à l'ordre près).

La règle de conjuguaison permet de limiter les calculs : en e�et au signe près, les cas 2 et
4 sont conjugués, de même que les cas 3 et 7, et les cas 6 et 8. Le cas 9 est traité à part,
puisque dω=0 sur les vecteurs verticaux (la �bre est kählérienne). Les calculs sont réalisés
à l'aide de lemmes, concernant les crochets de champs de vecteurs en particulier. Les
résultats sont réunis dans le tableau suivant, le cas particulier où M est une surface K3,
munie d'une métrique Ricci-plate laissant apparaitre qu'il n'y a qu'une seule con�guration
qui est non nulle (deux vecteurs horizontaux, l'un holomorphe, l'autre anti-holomorphe,
et deux vecteurs verticaux, avec les mêmes caractéristiques).

champ ξ0 ξ1 ξ2 ξ3 id'd"ω K3 ou R = 0

type de champ h h ah ah

cas 1 θ̂hk θ̂hh θ̂ar θ̂as (1) 0

cas 2 θ̂hk Uh θ̂ar θ̂as −i(I − ia)θk(
s
12

)Uh
rs 0

cas 3 Uh V h θ̂ak θ̂ah 0 0

cas 4 θ̂hk θ̂hh V a θ̂as −i(I + ia)θs(
s
12

)Ua
kh 0

cas 5 θ̂hk Uh V a θ̂ah (5) −1
2
(V aUh)kh

cas 6 Uh V h W a θ̂hk 0 0

cas 7 θ̂hk θ̂hh Ua V a 0 0

cas 8 θ̂hk Uh V a W a 0 0

cas 9 Uh V h W a Xa 0 0

En posant B = Â • g, A étant l'opérateur de Ricci à trace nulle intervenant dans la
décomposition de R̂

(1) = G(Λ(B(θhh ∧ θas )),Λ(B(θhk ∧ θar )))

−G(Λ(B(θhh ∧ θar )),Λ(B(θhk ∧ θas ))) + i(1− s

6
)
s

12
(Λ(θar ∧ θas ))akh.

(5) = −V a(G(Λ(B(θhk ∧ θah)), Uh))

−i1
2

∑
r

V a
rkG(Λ(B(θhr ∧ θah)), Uh)− 1

2
(1− s

6
)(V aUh)kh

+i
1

2

∑
r

V a
rhG(Λ(B(θhk ∧ θar )), Uh).

Certaines notations peuvent prêter à confusion. Par exemple dans une expression du
type (1− s

6
) s

12
(Λ(θhr ∧ θhs ))akh :

*la lettre s apparait deux fois, et les signi�cations sont di�érentes car dans l'expression
(1 − s

6
) s

12
, s désigne la courbure scalaire, alors que s par ailleurs désigne un indice (de
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champ).
*la lettre h en indice en haut signi�e composante holomorphe, alors que par ailleurs h
désigne un indice (de matrice).
*la lettre a peut aussi être source de confusion : avec les notations utilisées, dans l'ex-
pression Λ(θhr ∧ θhs ))akh = [a,Φ−1(θhr ∧ θhs )]akh, le premier a du second membre désigne un
endomorphisme, alors que le second désigne une composante anti-holomorphe.
D'une manière générale les indices élevés désignent des composantes holomorphes(h), ou
anti-holomorphes (a), alors que les indices en bas désignent des indices.
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PARTIE I

NOTIONS DE BASE





CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Quelques propriétés des variétés complexes

Soit M une variété complexe telle que dimCM = n.

1.1.1. Orientabilité. � On considère un atlas sur M , donnant la structure complexe.
Les changements de cartes sont holomorphes. Si (U,ϕ) et (V, ψ) sont deux cartes (ϕ(U)

et ψ(V ) ⊆ Cn) telles que U ∩ V 6= ∅, alors F = ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) est telle
que

det(dRF ) = | det(dCF )|2 > 0.

De cette stricte positivité, on conclut que toute variété complexe induit une orientation
sur la variété réelle sous-jacente.

1.1.2. Structure d'espace vectoriel complexe sur TxM . � Lorsque l'on considère
l'espace tangent en un point x de M , il s'agit de celui qui concerne la structure réelle
sous-jacente. Si X ∈ TxM , on sait dé�nir un élément i.X ∈ TxM de la façon suivante :
dans une carte (U,ϕ), telle que x ∈ U et ϕ(x) = 0, ϕ(U) ⊆ Cn, par dé�nition X = [t 7→
ϕ−1(tV )], ou V ∈ Cn et t 7→ ϕ−1(tV ) est une courbe tracée dans M , et dé�nie pour t
voisin de 0 dans R, et le crochet désigne la classe d'équivalence de cette courbe(deux
courbes sont équivalentes si elles ont mêmes dérivées à l'origine). On dé�nit alors : iX =

[t 7→ ϕ−1(tiV )], qui ne dépend pas de la carte utilisée. En e�et, si on exprime X par
deux cartes di�érentes : X=[t 7→ ϕ−1(tV )] = [t 7→ ψ−1(tW )], avec V et W dans Cn,
on véri�e que W = d0(ψ ◦ ϕ−1)(V ).(di�érentielle réelle en 0). Du fait que ψ ◦ ϕ−1 est
holomorphe, la di�érentielle considérée est C-linéaire . On déduit i.W = d0(ψ ◦ϕ−1)(i.V )

donc [t 7→ ϕ−1(ti.V )] = [t 7→ ψ−1(tiW )]. On déduit l'existence d'une structure d'espace
vectoriel complexe sur TxM .

1.1.3. Endomorphisme J de TxM , lié à sa structure complexe. � On dé�nit J
par : J(X) = iX. On obtient un endomorphisme de TxM véri�ant J2 = −Id (i2 = −1).
On peut donner une expression de J en fonction des coordonnées locales : dans une
carte (U,ϕ) au voisinage de x, on peut écrire : ϕ(m) = (z1(m), ..., zn(m)) où zk(m) =

xk(m) + iyk(m). Dans la structure réelle associée : ∂
∂xk
|x = [t → ϕ−1(tVk)] où Vk =

(

1︷︸︸︷
0 , ...,

k︷︸︸︷
1 , ...

n︷︸︸︷
0 ) et ∂

∂yk
|x = [t→ ϕ−1(tWk)] où Wk = (

1︷︸︸︷
0 , ...,

k︷︸︸︷
i , ...

n︷︸︸︷
0 ) .



On voit que Wk = iVk, d'où avec les notations utilisées :

J(
∂

∂xk
|x) = i

∂

∂xk
|x =

∂

∂yk
|x

J(
∂

∂yk
|x) = − ∂

∂xk
|x

La matrice de J dans la base ( ∂
∂x1
|x, ∂

∂y1
|x, ..., ∂

∂xn
|x, ∂

∂yn
|x) est

Jn =



0 −1 .. .. .. 0 0

1 0 .. .. .. 0 0

0 0 0 −1 .. 0 0

0 0 1 0 .. 0 0

.. .. .. .. .. .. ..

0 0 .. .. .. 0 −1

0 0 .. .. .. 1 0



1.2. Exemple de R4

On peut munir R4 d'une structure de variété complexe en prenant comme atlas à une
seule carte, (R4, ϕ), avec

ϕ : R4 → C2 : (x1, y1, x2, y2)→ (x1 + iy1, x2 + iy2).

On désignera par I l'endomorphisme correspondant (Ix(X) = i.X) de TxM . En un point
x de R4, la matrice de Ix dans la base ∂

∂xk
, ∂
∂yk

est

Ix =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

.
On a ici en plus de I2

x = −Id que Ix ∈ SO(TxR
4), pour la métrique euclidienne canonique.

Si au lieu de considérer la structure ci-dessus, on considère la carte

ψ : R4 → C2 : (x1, y1, x2, y2)→ (x1 + ix2, y1 − iy2),

cette carte génère une structure de variété complexe, di�érente de la première ; en e�et le
changement de carte est ψ ◦ϕ−1(z1, z2) = 1

2
((z1 + z1) + i(z2 + z2),−i(z1− z1) + (z2− z2)),

qui est non holomorphe.

Remarque 1.2.1. � Ces deux structures sont di�érentes mais "isomorphes" en ce sens
qu'il existe une application biholomorphe entre les deux :
F : (R4, ϕ) → (R4, ψ) : (x1, y1, x2, y2) → (x1, x2, y1,−y2) est égale à l'identité en coor-
données : ψ ◦ F ◦ ϕ−1 = IdR4 .
Dans ce document on ne considère pas les classes d'isomorphies de structures.
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La matrice de l'endomorphisme Jx (Jx(X) = i.X) dans la même base ∂
∂xk

, ∂
∂yk

est

Jx =


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0

.

On peut le justi�er en écrivant comme dans le cas général ci-dessus :
(z1(m), z2(m)) = (X1 + iY1, X2 + iY2) = (x1 + ix2, y1 − iy2) , donc X1 = x1, Y1 = x2,
X2 = y1, Y2 = −y2. Ensuite Jx( ∂

∂Xk
) = ∂

∂Yk
et Jx( ∂

∂Yk
) = −Jx( ∂

∂Xk
). On déduit

Jx(
∂

∂x1

) = Jx(
∂

∂X1

) =
∂

∂Y1

=
∂

∂x2

Jx(
∂

∂y1

) = Jx(
∂

∂X2

) =
∂

∂Y2

= − ∂

∂y2

.

De même on pourrait considérer la structure de variété complexe sur R4, dé�nie par la
carte (x1, y1, x2, y2)→ (x1 + iy2, y1 + ix2). L'endomorphisme Kx associé à cette structure
à pour matrice, dans la même base ∂

∂xk
, ∂
∂yk

Kx =


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

.

1.3. Tenseur de courbure d'une variété riemannienne (M, g)

Ici g désigne la métrique sur M . Le tenseur de courbure apparait de manière naturelle
dans la suite, notamment lorsqu'on calcule des crochets de certains champs de vecteurs
sur un espace twistoriel ou lorsqu'on calcule la di�érentielle de la forme de kähler d'un
tel espace. On rappelle dans cette partie les propriétés basiques de l'endomorphisme de
courbure, noté R. Je m'appuie sur les ouvrages [K] et [L] ; en particulier j'adopte la
convention concernant la formule donnant le tenseur de courbure,

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

(certains auteurs prennent la convention opposée). Les résultats sont rappelés sans dé-
monstration.

1.3.1. Propriétés de R. � On désigne par ∇ la connexion riemannienne de M .
Pour X, Y, Z champs de vecteurs sur M , on note R(X, Y ) l'endomorphisme de cour-
bure de M . R est un tenseur et induit ainsi pour tous x de M et X et Y �xés de
TxM un endomorphisme R(X, Y ) de TxM(grâce à sa nature tensorielle). On pose aussi :
R(X, Y, Z, T ) = g(R(X, Y )Z, T ). Des propriétés de R, il résulte que
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a.� R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T ) (anti-symétrie par rapport aux deux premières va-
riables).

b.� R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z) (anti-symétrie par rapport aux deux dernières va-
riables).

c.� R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y ) (symétrie par rapport aux deux couples de variables).
d.� R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = 0.(première identité de Bianchi).

1.3.2. Produit scalaire ∧2TM . Endomorphisme R̂. � Le produit scalaire g sur
M induit un produit scalaire ĝ sur ∧2TM , dé�ni comme suit :

ĝ(X ∧ Y, Z ∧ T ) = g(X,Z).g(Y, T )− g(X,T ).g(Y, Z).

On sait que pour tout opérateur Γ, à l'instar de R et véri�ant les 4 propriétés a,b,c,d
ci-dessus, on peut associer un opérateur Γ̂, tel que : ĝ(Γ̂(X ∧ Y ), Z ∧ T ) = Γ(X, Y, Z, T ).

1.3.3. Cas particulier. � Si A et B sont deux opérateurs symétriques : TM×TM →
R, on dé�nit l'opérateur • par

A •B : TM × TM × TM × TM → R

(X, Y, Z, T ) 7→ A(X,Z)B(Y, T ) + A(Y, T )B(X,Z)

−A(X,T )B(Y, Z)− A(Y, Z)B(X,T )

L'opérateur A • B véri�e a,b,c,d. Si on prend par exemple A = B = g , on obtient :
ĝ • g = 2Id∧2TM .

1.3.4. Décomposition de R̂ et tenseur de Weyl. � On noteR l'espace des tenseurs
de type (0, 4) véri�ant a,b,c,d et R̂ son image par l'application ,̂ à valeurs dans l'espace des
opérateurs symétriques de ∧2TM . Alors pour n ≥ 3 on a une décomposition orthogonale
pour le produit scalaire (u, v) = Tr(u ◦ v) :

R̂ = U ⊕ Z ⊕W
avec U le sous espace engendré par l'identité, Z le sous-espace engendré par les tenseurs
de la forme Â • g avec TraceA = 0. W = (U ⊕ Z)⊥ (orthogonal pour le produit scalaire
(,) ci-dessus).
(On peut par exemple consulter [K] sur cette question page 324). Comme R̂ ∈ R, on a
une décomposition

R̂ = λId∧2M + Â • g +W

où si s désigne la courbure scalaire, Ric l'opérateur de Ricci,

λ =
s

n(n− 1)
, A =

1

n− 2
(Ric− s

n
g).

Dé�nition 1.3.1. � W s'appelle le tenseur de Weyl de R̂.

On sait que W , considéré comme tenseur de type (1,3) ne dépend que de la classe
conforme de la métrique g.(voir par exemple [K] page 334). De plus les métriques d'Ein-
stein sont caractérisées par A = 0. On verra plus loin le lien entre l'intégrabilité de J et
l'opérateur W .
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CHAPITRE 2

FIBRÉ TWISTORIEL τ (M, g)

2.1. Condition d'intégrabilité de Newlander-Nirenberg

On considère une variété di�érentiable réelle M de dimension paire 2n, orientable. On
recherche à quelle(s) condition(s), il existe une ou des structures de variétés analytiques
complexes sur M . L'étude précédente suggère de considérer des endomorphismes Jx de
TxM , tels que J2

x = −Id, qui donnent déja sur chaque espace tangent TxM une structure
complexe par :(a+ib)X = aX+bJxX. L'existence d'un champ d'endomorphismes x→ Jx,
global et ”C∞” n'est pas toujours possible. Lorsque un tel champ J existe et génère
e�ectivement une structure de variété complexe sur M , on dit que J est intégrable. Un
résultat dù à Newlander-Nirenberg permet d'assurer que J est intégrable si et seulement
si le tenseur de Nijenhuis de J est nul. Ce tenseur, qui s'exprime par des crochets de
champs de vecteurs X et Y sur M , est donné par :

NJ(X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ].

2.2. Structure hermitienne associée à J

On suppose de plus que M est munie d'une métrique riemannienne g. Si Jx est un
endomorphisme de SO(TxM) tel que J2

x = −Id, on dé�nit un produit hermitien sur TxM ,
par : hJx(X, Y ) = g(X, Y ) + ig(X, JY ). Du fait que dimCTxM = n, il existe une C- base
e1, ..., en de TxM , hJx orthonormale. On montre alors que e1, Jx(e1), ..., en, Jx(en) est une
R-base g-orthonormale de TxM . On montre que l'orientation de cette dernière base ne
dépend pas de la base e1, ...en orthonormale choisie . Si l'orientation est compatible avec
l'orientation de la variété, on indique Jx >> 0, sinon on note Jx << 0.(chiralité de Jx)

2.3. Fibré twistoriel de (M, g)

Dé�nition 2.3.1. � On pose :

τ(M, g) = {(x, a), x ∈M, a ∈ SO(TxM, g), tq a2 = −Id et a >> 0 }.
Si aucune confusion d'espace n'est possible, on note cet espace τ(M). La projection sur
M est dé�nie par πτ(M) (ou π si il n'y a pas de confusion d'espace), telle que π(x, a) = x.
Avec ces notations, le triplet (τ(M), π,M) est un �bré C∞ sur M, localement trivial,
appelé le �bré twistoriel de (M, g).



2.3.1. Propriétés des �bres. � On indique ici quelques propriétés basiques des �bres
de (τ(M), π,M) sans démonstrations. On peut consulter par exemple [B-N] pour des
justi�cations ou plus de détail. On pose :

Z+(n) = {J ∈ SO(2n), J2 = −Id, J >> 0}.

Soit x ∈ M . La �bre π−1(x) s'identi�e di�éomorphiquement à Z+(n), via n'importe
quel repère orthonormé direct (x; θ1, ..., θ2n) avec θk ∈ TxM , en faisant correspondre à
(x, a) ∈ π−1(x) la matrice de a dans la base {θk}. Elle hérite donc des propriétés de
Z+(n) :
•Z+(n) est une variété réelle connexe de dimension n(n− 1),donc de dimension 2 pour

2n = 4. On montrera plus loin que dans ce dernier cas, Z+(2) est di�éomorphe à S2, la
sphère unité de R3. Dans le cas général, Z+(n) est di�éomorphe à SO(2n)

U(n)
via l'application

∆ : SO(2n) → Z+(n) : A → AJnA
t où Jn est donnée par la matrice décrite ci-dessus.

Z+(n) apparait alors comme le quotient d'un groupe de Lie (ici SO(2n)), par un sous-
groupe fermé (ici U(n)). Par un résultat connu (voir par exemple [M-T], à partir de la
page 144), on peut alors munir ce quotient d'une structure de variété C∞ (via l'application
exponentielle de SO(2n)).
•Z+(n) est compacte et connexe comme image continu d'un compact connexe, ici

SO(2n), par l'application ∆.
•Z+(n) est une variété complexe de dimension n(n−1)

2
. Sur TXZ+(n) il y a un endomor-

phisme particulier JX dé�ni par : JX(P ) = XP .Cet endomorphisme véri�e J2
X = −Id ; il

génère donc une structure d'espace vectoriel complexe sur TXZ+(n). Dans [B-N],(pages
104-105-106), il est montré que X → JX est intégrable en utilisant le théorème de
Newlander-Nirenberg qui équivaut à la nullité du tenseur de Nijenhuis. (on reviendra
sur ce thème au �l de la thèse).
•Z+(n) est kählérien : la métrique g0 de Z+(n) est celle induite par celle existant sur

M(2n,R) : g0(A,B) = 1
2
Trace(ABt) = −1

2
Trace(AB) car ici Bt = −B.

Considérons ω la 2-forme dé�nie sur Z+(n), à valeurs réelles : ω(U, V ) = g0(U, JV )(
à interpréter en point X de Z+(n) comme ω(X;U, V ) = g0(U,XV ) = g(XU,X2V ) =

−g(V,XU) = −ω(X;V, U) où U et V ∈ TXZ+(n)) alors on véri�e dω = 0 ; on déduit que
(M, J, g) est kählérienne.

Remarque 2.3.2. � On dé�nit de manière analogue

Z−(n) = {J ∈ SO(Rn), J2 = −Id, J << 0}.

De cette manière

Z(n) = {J ∈ SO(Rn), J2 = −Id, } = Z− ∪ Z+.

Cette décomposition est la décomposition de Z(n) en ses deux composantes connexes.

2.3.2. Cas de la dimension 4 (n = 2). � Utilisons les notations du corps non
commutatif des quaternions H. On a alors le résultat :
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Proposition 2.3.3. � On a

Z+(2) = {J : R4 → R4,∃ (b, c, d) ∈ R3 tq b2 + c2 + d2 = 1 et J(x) = (bi+ cj + dk).x}
Z−(2) = {J : R4 → R4,∃ (b, c, d) ∈ R3 tq b2 + c2 + d2 = 1 et J(x) = x.(bi+ cj + dk)}

Démonstration. � D'abord, rappelons quelques propriétés de H. C'est un corps non
commutatif, et un espace vectoriel de dimension 4 sur R. Les éléments i,j et k véri�ent
i2=j2=k2=-1 , i.j = k et 1, i, j, k est une base de H sur R. Dans H, tout élément p s'écrit
donc p = a+bi+cj+dk = (a+bi)+(c+di)j = α +βj , avec a, b, c et d ∈ R, α et β ∈ C. Le
conjugé de p s'écrit p = a−bi−cj−dk = α−βj. On véri�e alors que p.q = q.p pour tous p
et q dans H. On dé�nit la norme d'un élément p de H par : N(p) = pp = a2 +b2 +c2 +d2.
Le produit scalaire réel s'écrit : < p, q >= Re(pq) (Re(p)=partie réelle de p = a avec
l'écriture initiale de p ci dessus =1

2
(p+ p).).

Si ξ est un élément de H, de norme 1, montrons que x → ξ.x est orthogonale : <
ξ.x, ξ.y >= Re(ξ.x.ξ.y) = Re(ξ.x.y.ξ) = 1

2
(ξ.(x.y + yx).ξ). Comme x.y + yx est réel on

peut l'extraire de l'intérieur du produit, soit : < ξ.x, ξ.y >=< x, y > ξ.ξ =< x, y > car
ξ est de norme 1. L'application considérée est donc orthogonale. De même l'application
x → x.ξ est orthogonale . L'application x→ x est aussi orthogonale . Il résulte qu'une
application de la forme x→ −ξ.x.ξ est aussi orthogonale comme composition d'applica-
tions orthogonales.
La ré�exion orthogonale par rapport à ξ de R4, de norme 1 , s'écrit ρξ(x) = −ξ.x̄.ξ .En
e�et de ce qui précède , on sait déja qu'elle est orthogonale. Ensuite ρξ(ξ) = −ξ.ξ.ξ = −ξ.
Pour terminer, pour x tel que < x, ξ >= 0, x.ξ = −ξ.x, d'où ρξ(x) = −ξ.x.ξ = x.ξ.ξ = x ;
donc ρξ laisse invariant point par point l'hyperplan < x, ξ >=0. Ces arguments montrent
que ρξ est bien la ré�exion orthogonale par rapport à ξ.
On en déduit que le produit de deux telles ré�exions s'écrit : ρξ ◦ ρξ′ (x) = ξ.ξ̄′xξ̄′ξ.
Un élément de J ∈ SO(4) étant un produit pair de ré�exions, il existe p et q éléments de
H, de normes 1, tels que J(x) = pxq pour tout x.
Si on suppose en plus que J ∈ Z(n), J2 = −Id , on déduit p2xq2 = −x pour tout x.
Prenant x=p̄2, on déduit que q2 = −p̄2, d'où p2xp̄2 = x pour tout x.
On pose α = p2 ; p étant de norme 1 , α et ᾱ aussi , et αx = xα pour tout x. Ceci
implique que α = +1ou− 1, d'où deux cas

1. α = p2 = 1 ⇒ p = +1 ou − 1,q2 = −1, soit q = −q̄ soit q = bi + cj + dk avec
b2 + c2 + d2 = 1. Dans ce cas , il existe b, c, d ∈ R tq b2 + c2 + d2 = 1 et tq
J(x) = x.(bi+ cj + dk). Si p = −1, on prend (−b,−c,−d). On voit que (b, c, d) sont
determinés de manière unique par J(1) = bi+ cj + dk.

2. α = p2 = −1 ; en échangeant les rôles de p et q, on déduit que il existe (b, c, d) réels
tels que b2 + c2 + d2 = 1 et tq J(x) = (bi+ cj + dk).x.
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La matrice M(J) de J dans la base canonique s'écrit

M(J) =


0 −b −c −d
b 0 d −c
c −d 0 b

d c −b 0

 ou


0 −b −c −d
b 0 −d c

c d 0 −b
d −c b 0


cas J(x) = x.(bi+ cj + dk) cas J(x) = (bi+ cj + dk).x

Montrons :

J(x) = u.x⇔ J >> 0 et J(x) = x.u⇔ J << 0.

On suppose J de la forme J(x) = u.x. On sait qu'il existe une C-base hJ orthonormale
e1, e2. Le premier terme e1 peut être choisi arbitrairement, de norme 1. On prend e1=1
(notation dans H)=(1,0,0,0) (notation dans R4). Si J(x)=u.x pour tout x, Je1 = u.1 =

u = bi + cj + dk. hJ(e1, e2) = 0 = g(e1, e2) + ig(e1, J(e2)) ⇒ g(u, e2) = 0. On déduit
e2 = (0, α, β, γ) et bα+cβ+dγ = 0. Il s'agit de montrer que la base (e1, J(e1), e2, J(e2)) =

(1, u, e2, u.e2) est directe : on écrit cette base dans la base canonique

det((1, u, e2, u.e2) = det


1 0 0 0

0 b α cγ − bβ
0 c β dα− bγ
0 d γ bβ − cα

 = (cγ−bβ)2+(dα−bγ)2+(bβ−cα)2 > 0

(ne peut être nul car c'est une base ; de plus cette base est R-orthonormale , donc ce
déterminant est en fait égal à 1). On déduit que le cas J(x)=u.x ⇒ J >> 0. De même
le cas J(x) = x.u, ⇒ J << 0. Comme pour J il n'y a que ces deux cas, il y a en fait
équivalence dans chacun des cas.

Comme conséquence, en �xant un repère local, on a

Proposition 2.3.4. � Dans le cas ou M est de dimension 4, les �bres π−1(x) sont

di�éomorphes à Z+(2) et à S2(sphère unité de R3).

2.3.3. Trivialisations et structure de variété di�érentiable réelle sur τ(M). �

Pour chaque point x de M , il existe un voisinage U de x et un champ de repères or-
thonormés directs (prendre U su�samment petit), noté R(y) = (y; θ1(y), ..., θ2n(y)). On
considère alors

ψR(y, a) = (y,Mat(a, (θ1(y), ..., θ2n(y))) : π−1(U)→ U × Z+(n).

Les applications de type ψR fournissent une structure de variété réelle sur τ(M), de
dimension 2n+ n(n− 1) = n(n+ 1).
Concernant les changements de cartes, si (U,ϕ) et (U ′, ϕ′) sont deux cartes locales sur M
telles que U ∩ U ′ 6= ∅ et si (V, ψ) et (V ′, ψ′) sont deux cartes locales de Z+(n) telles que
V ∩ V ′ 6= ∅, alors : ϕ′ ◦ ϕ−1, ψ′ ◦ ψ−1 : ϕ(U ∩U ′)× ψ(V ∩ V ′)→ ϕ(U ∩U ′)× ψ(V ∩ V ′) :

est un changement de cartes dans τ(M).
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CHAPITRE 3

FIBRÉ DES REPÈRES PSO(M)

On veut dé�nir des espaces horizontaux dans τ(M) = τ(M, g), de sorte que l'on puisse
décomposer un vecteur tangent en une somme de deux vecteurs, sa composante hori-
zontale et sa composante verticale. Il est nécessaire au préalable d'étudier les notions
d'horizontalité et de verticalité dans PSO(M). On dé�nit : PSO(M)={repères orthonor-
més directs au dessus de M}. On dé�nit πP : PSO(M) → M par : πP (p) = x , ou x est
l'origine du repère p = (x; θ1, ..., θ2n). Pour simpli�er les notations, on posera P = PSO(M)

(si aucune confusion n'est possible) et G = SO(2n).

Dé�nition 3.0.5. � Soit p = (x; θ1, ..., θ2n) un élément de P , et g un élément de G .
On note p · g l'élément de P qui est dans la même �bre π−1

P (x) que p, dé�ni comme suit :
p · g = (x; θ

′
1, ..., θ

′
2n), avec : θ

′
i =

∑
j gjiθj.

De cette manière (P, πP ,M) est un �bré principal de groupe G sur M .

3.1. Espace des vecteurs verticaux dans P

On désigne par G = {A ∈ M(2n,R) A + At = 0} l'algèbre de Lie de G . P est une
variété de dimension dimM + dimG = 2n + 1

2
2n(2n − 1) = 2n2 + n. Les �bres π−1

P (x),
qui sont di�éomorphes à G sont des sous-variétés de P de dimension n(2n− 1).
En un point p de π−1

P (x), on note V ertp = Tpπ
−1
P (x).

Lemme 3.1.1. � V ertp = Tpπ
−1
P (x) = Ker(πP )∗p

Démonstration. � Du fait que πP est constant sur chaque �bre, Tp(π−1
x ) ⊆ Ker(πP )∗p.

De plus πP est une submersion, on conclut par un argument de dimension, puisque les
deux dimensions sont égales à dimP − dimM .

Dé�nition 3.1.2. � V ertp est l'espace des vecteurs tangents verticaux en p à P .

En considérant l'application exponentielle exp du groupe de Lie G, exp : G → G, on
peut tracer des courbes γV (t) = t→ p.exp(tV ) , ou V ∈ G, qui sont incluses dans la �bre
π−1
P (x), et telles que γV (0) = p. On considère alors l'application

Ip : G → V ertp : V → γ̇V (0) =
d

dt
(p.exp(tV )|t=0.



Il s'agit donc de la dérivée de γV en 0. Des propriétés de l'application exponentielle ( exp
est un di�éomorphisme local d'un voisinage de 0 dans G sur un voisinage de I(l'identité
dans G), il résulte que Ip : G → V ertp est un isomorphisme. De plus, on note Rg : P → P

le di�éomorphisme dé�ni par : Rg(p) = p · g, avec g ∈ G.

3.2. Espace des vecteurs horizontaux dans P associé à une connexion

3.2.1. Connexion sur P . �

Dé�nition 3.2.1. � Une connexion sur P est un champ d'espaces vectoriels τp ⊂ TpP ,
véri�ant

a.� (πP )∗p est un isomorphisme de τp sur TxM .
b.� (Rg)∗(τp) = τp.g, ∀g ∈ G.

En un point p ∈ P , les espaces τp sont dits horizontaux, en p.

On a une décomposition en somme directe :

Lemme 3.2.2. � Pour tout p ∈ P, TpP = τp ⊕ V ertp.

Démonstration. � L'application (πP )∗p : TpP → TxM est surjective. Lorsque l'on res-
treint cette application à τp, c'est un isomorphisme. Si V ∈ τp∩V ertp, comme V ∈ V ertp,
(πP )∗p(V ) = 0 ; comme V ∈ τp, V = 0. On conclut que τp ∩ V ertp = {0}. D'autre part,
dim τp + dimV ertp = dim(M) + n(2n− 1) = 2n+ n(2n− 1) = 2n2 + n = dimTpP .

3.2.2. 1-forme de connexion. � Soit fp : TpP → V ertp la projection verticale liée à
la décomposition ci-dessus.

Dé�nition 3.2.3. � La 1-forme de connexion associée au champ τ est dé�nie par

η(p; .) = I−1
p ◦ fp : TpP → G

La forme η est une 1-forme di�érentielle sur P , à valeurs dans G qui véri�e τp = Kerη(p; ).

Lemme 3.2.4. � Soit p ∈ P et soit g ∈ G
1. le diagramme suivant est commutatif

(Rg)∗p
TpP → TpgP

↓ fp ↓ fpg
V ertp → V ertpg

(Rg)∗p

2.
R∗gη(p;X) = I−1

pg ◦ (Rg)∗p ◦ Ip(η(p;X)).

Démonstration. � 1. En e�et, sur les éléments horizontaux en p, fp=0 ; comme
(Rg)∗pτp = τpg, les deux trajets du diagramme donnent 0 sur ces éléments. Sur les
éléments verticaux, comme Rg(π

−1(x)) ⊆ π−1(x), (Rg)∗pU ∈ V ertpg. Si U∈ V ertp,
fpU = U , d'ou (Rg)∗p ◦ fp(U) = (Rg)∗p(U) = fpg ◦ (Rg)∗p(U), ce qui achève la
preuve de la commutativité.
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2. D'après la dé�nition de η, R∗gη(p;X) = η(pg; (Rg)∗pX) = I−1
pg ◦ fpg((Rg)∗pX).

D'après 1, I−1
pg ◦fpg((Rg)∗pX) = I−1

pg ◦(Rg)∗p◦fp(X) = I−1
pg ◦(Rg)∗p◦Ip◦I−1

p ◦fp(X) =

I−1
pg ◦ (Rg)∗p ◦ Ip(η(p;X)).

Proposition 3.2.5. � Il est équivalent de se donner

1. un champ de sous-espaces τp ⊆ TpP véri�ant

(a) (πP )∗p restreinte à τp est un isomorphisme de τp sur TπP (p)M .

(b) ∀g ∈ G, (Rg)∗p(τp) = τpg.

2. une 1-forme η sur P, à valeurs dans G telle que

(c) η(p; Ip(A)) = A,∀A ∈ G.
(d) R∗gη(p;X) = I−1

pg ◦ (Rg)∗p ◦ Ip(η(p;X)).

Le lien entre ces deux notions est le suivant : si on se donne le champ τp, véri�ant a et b,

alors on pose η = I−1
p ◦fp ; si on se donne η, véri�ant c et d, alors on pose τp = Kerη(p; ).

Démonstration. � On a déja montré que 1⇒ 2-d. Pour 2-c, η(p; Ip(A)) = I−1
p ◦fp◦Ip(A).

Comme Ip(A) ∈ V ertp, fp(Ip(A)) = Ip(A), d'où le résultat.
Inversement, si on se donne une 1-forme η véri�ant c et d, posons alors τp = Kerη(p; ).
Alors si U ∈ τp ∩ V ertp, il existe A ∈ G tel que U = Ip(A). Alors 0 = η(p;U) =

η(p; Ip(A)) = A (à cause de l'hypothèse 2-c). Donc U = 0 ; on conclut que τp ∩ V ertp =

{0}. Du fait que η(p; ) : TpP → G est surjective à cause de 2-c, G est isomorphe à
TpP

τp
(isomorphisme d'espaces vectoriels). On déduit que TpP = τp ⊕ V ertp. Comme le

noyau de πP ∗p est V ertp, de ce qui précède on déduit que (πP )∗p est un isomorphisme de
τp sur TπP (p)M , d'où 1-a. Pour véri�er 1-b, il su�t de véri�er que η(pg; (Rg)∗p(U)) = 0

pour U ∈ τp (ce qui impliquera (Rg)∗p(τp) ⊆ τpg et même (Rg)∗p(τp) = τpg, d'où 1-b). Or
η(pg; (Rg)∗p(U)) = R∗gη(p;U) = I−1

pg ◦ (Rg)∗p ◦ Ip(η(p;U)) (la dernière égalité à cause de
2-d). Comme η(p;U) = 0, on déduit le résultat.

3.2.3. Relation de trivialisation. � Si R : U → P est un champ local de repères
orthonormés directs sur un ouvert U de M su�samment petit, on pose η̃ = R∗η, qui est
une 1-forme sur U, à valeurs dans G. La relation entre η et η̃ peut être obtenue comme
suit.

Proposition 3.2.6. � On note ϕR : U × G → π−1
P (U) ⊂ P , l'application dé�nie par

ϕR(x, g) = R(x)g.

1. TgG = {M ∈M(2n,R), M t.g + gt.M = 0}.
2. Pour T ∈ TxM et V ∈ TgG,

ϕ∗Rη((x, g); (T, V )) = gt.η̃(x;T ).g + gt.V

3. Un élément horizontal est de la forme (ϕR)∗(x,g)(T,−η̃(x;T )g) où T ∈ TxM . Un

élément vertical est de la forme (ϕR)∗(x,g)(0, V ) où V ∈ TgSO(2n).

Démonstration. � 1. résulte du fait que l'application F de GL(2n,R)) dans l'espace
vectoriel des matrices symétriques de Mat(2n,R) telle que F(g)=g.gt − Id est une
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submersion, que O(2n) = F−1(0). Alors si g∈ SO(2n) TgSO(2n) = KerF∗g. En cal-
culant F∗, on obtient l'égalité en 1.(SO(2n) est une des deux composantes connexes
de O(2n)).

2. L'espace U × SO(2n) étant un espace produit, T(x,g)(U × SO(2n)) = TxM ×
TgSO(2n), donc tout vecteur tangent à U × SO(2n) s'écrit sous la forme
d'un couple (T, V ) où T ∈ TxM et V ∈ TgSO(2n). Par dé�nition, on a :
ϕ∗Rη(x, g)(T, V ) = η(R(x)g; (ϕR)∗(x,g)(T, V )). On se place en un point (x0, g0). On
considère les deux applications λ : U → P, x → R(x)g0 et µ : G → P, g → R(x0)g.
L'application ϕR étant une fonction de deux variables, en appliquant les règles du
calcul di�érentiel, on a : (ϕR)∗(x0,g0)(T, V ) = λ∗x0(T ) + µ∗g0(V ).

calcul du terme qui concerne λ∗x0 :
On pose p0 = R(x0). On a λ = Rg0 ◦ R, on déduit η((R(x0)g0 ; λ∗x0(T )) =

η(Rg0(p0); (Rg0)∗p0(R∗x0(T ))) = (Rg0)
∗η(p0;R∗x0(T )).

Appliquons le lemme 3.2.4 à p = p0 et X = R∗x0(T ) . On obtient : λ∗x0(T ) =

I−1
p0g0
◦ (Rg0)∗p0 ◦ Ip0(η(p0;R∗x0(T )). On pose A = η(p0;R∗x0(T )). C'est une matrice

anti-symétrique de M(2n,R). En utilisant les dé�nitions de Ip0 et de (Rg0)∗p0 ,
(Rg0)∗p0 ◦ Ip0(η(p0;R∗x0(T )) = d

dt
(p0.exp(tA).g0)|t=0. C'est un vecteur tangent en

p0.g0 à la �bre π−1(x), donc il s'écrit sous la forme d
dt

(p0.g0.exp(tB))|t=0 où B est
une matrice anti-symétrique. On déduit λ∗x0(T ) = I−1

p0g0
( d
dt

(p0.g0.exp(tB))|t=0)=B ;
mais A.g0 = g0.B, d'où B = g−1

0 .A.g0 = g−1
0 .η(p0;R∗x0(T )).g0 = g−1

0 .η̃(x0;T ).g0,
soit :

λ∗x0(T ) = g−1
0 .η̃(x0;T ).g0 = gt0.η̃(x0;T ).g0. (g−1

0 = gt0).

calcul du terme qui concerne µ∗g0 :
Comme µ est à valeurs dans la �bre π−1(x0) et que µ(g0) = p0.g0, si V∈ Tg0G,
µ∗g0(V ) ∈ V ertp0.g0 , donc s'écrit µ∗g0(V ) = d

dt
(p0.g0.exp(tA))|t=0) ou A est

une matrice anti-symétrique . On a p0.g0.exp(tA) = µ(g0.exp(tA)) ; on dé-
duit d

dt
(p0.g0.exp(tA))|t=0 = µ∗g0((

d
dt

(g0.exp(tA))|t=0). De plus, µ est un di�éo-
morphisme de G sur π−1

P (x0). En particulier µ∗g0 est injective ; de la relation
µ∗g0(V ) = µ∗g0((

d
dt

(g0.exp(tA))|t=0) on obtient V = g0.A. En appliquant la dé�ni-
tion de η , on trouve η(p0.g0;µ∗g0(V )) = A = g−1

0 .V = gt0.V .

3. Tous les vecteurs tangents à P en p = R(x)g s'écrivent sous la forme L =

(ϕR)∗(x,g)(T, V ) où T∈ TxM et V ∈ TgSO(2n), puisque ϕR est un di�éomorphisme
de U × SO(2n) sur π−1

P (U). Les éléments horizontaux L annulant la forme η, par
la formule de trivialisation, en simpli�ant par g−1 à gauche , on trouve la relation
V = −η̃(x;T )g.
Un vecteur vertical L se caractérise par πs∗p(L) = 0. Comme πP ◦ ϕR(x, g) = x , on
déduit T = 0. D'ou le résultat.

La relation de trivialisation prouve que pour connaitre η, il su�t de connaître η̃.
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3.3. Connexion riemanienne ∇ de M et connexion sur P

On note de manière générique un champ de repères orthonormés directs sur un ouvert
U de M comme une application R : U → P telle que R(x) = (x; θ1(x), ..., θ2n(x)), où θi
est un champ local, unitaire, sur U et R(x) est un repère orthonormé direct.
Soit ∇ la connexion riemanienne de (M, g). On dé�nit η̃, (et donc η), la 1-forme de

connexion sur P , telle que ∀T champ local de M sur U

∇T θj =
∑
i

η̃ij(T )θi

Ici, η̃(T ) ∈ G est la matrice (η̃ij(T ))i,j≤2n.

Remarque 3.3.1. � A l'inverse de η̃, η ne dépend d'aucun repère. Si on change les
indices dans la formule ci-dessus et que l'on prend T = θi , ∇θiθj =

∑
k η̃kj(θi)θk . On

obtient que les symboles de Christofell relatifs au repère θ1, ..., θ2n sont Γkij = η̃kj(θi). Ces
symboles ne sont pas utilisés dans la suite.

3.4. 2-forme de courbure sur P

Dé�nition 3.4.1. � La 2-forme de courbure sur P = PSO(M) à valeurs dans G, est
dé�nie par : Ω = dη + η ∧ η où η est la 1-forme de connexion sur P = PSO(M).

Si R est un champ de repères local, on pose η̃ = R∗η et Ω̃ = R∗Ω. La 1-forme η̃ = R∗η

sur M est à valeurs dans G. On a : Ω̃ = dη̃ + η̃ ∧ η̃, qui est une 2-forme dé�nie sur M ,
aussi à valeurs dans G = so(2n).

3.5. Relation entre 2-forme de courbure et tenseur de courbure

Selon les notations précédentes, P = PSO(TM) est le �bré des repères orthonormés
directs sur M . On rappelle que la connexion de Riemann ∇ sur M est reliée à la 1-forme
η dé�nie sur P et à valeurs dans G = {A ∈ M(2n,R), A +t A = 0} par la relation : si
R = (θ1, ...θ2n) est un repère local, et η̃ = R∗η, alors ∇V θi =

∑
j η̃ji(V )θj, pour tout V

dans TM .
On note R le tenseur de courbure de M : pour tous V, W, Z des champs de vecteurs

sur M ,

R(V,W )Z = ∇V∇WZ −∇V∇WZ −∇[V,W ]Z

est un champ de vecteurs sur M . Le tenseur R génère pour tous V et W de TxM un
endomorphisme de TxM , comme suit : si Z ∈ TxM , on prend des prolongements locaux Ṽ ,
W̃ , Z̃ au voisinage de x , et on pose f(V,W ) : TxM → TxM , f(V,W )Z = R(Ṽ , W̃ )Z̃(x).
Du fait que R est un tenseur, (R est C∞(M) trilinéaire) cette dé�nition ne dépend
pas des prolongements choisis. On note cet endomorphisme R(V,W )(x). En utilisant les
propriétés de dérivations de ∇

∇V∇W θi = ∇V (
∑
j

η̃ji(W )θj) =
∑
j,k

η̃ji(W )η̃kj(V )θk +
∑
j

V (η̃ji(W ))θj
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on déduit

∇V∇W θi −∇W∇V θi =
∑
j,k

(η̃ji(W )η̃kj(V )− η̃ji(V )η̃kj(W ))θk +
∑
j

(V (η̃ji(W ))−W (η̃ji(V )))θj

=
∑
k

(η̃ ∧ η̃)ki(V,W )θk +
∑
k

(dη̃ki(V,W ) + η̃ki([V,W ]))θk

=
∑
k

Ω̃ki(V,W )θk +∇[V,W ]θi

D'où

Proposition 3.5.1. � Dans un repère local R = (θ1, ..., θ2n) sur M , R ∈ P , pour des

vecteurs V et W de TxM , la matrice de l'endomorphisme R(V,W )(x) de TxM , dans la

base (θ1(x), ..., θ2n(x)), est (Ω̃ki(V,W ))k=ligne.
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CHAPITRE 4

STRUCTURES SUR τ (M, g)

4.1. Relation entre PSO(M) et τ(M)

On note toujours P = PSO(M). Pour un ouvert su�samment petit dans M pour qu'il
existe un repère local R : U → π−1

P (U) ⊂ P , on dé�nit le diagramme de trivialisation
suivant :

r

P ⊃ π−1
P (U) → π−1

τ (U) ⊂ τ(M)

↑ ϕR ↓ ψR
U × SO2n → U × Z+(n)

r̃R = ψR ◦ r ◦ ϕR
avec ϕR(x, g) = R(x)g, ψR(x, a) = Mat(a,R(x)).(matrice de a dans R(x)). Le lien entre P
et τ(M) est réalisé via l'application r dé�nie comme suit : r(p) = a tel queMat(a, p) = Jn
, où Jn désigne la matrice de Z+(n) dé�nie en 1.1.3.

Proposition 4.1.1. � Pour tous x ∈M et g ∈ G = SO(2n)

1. r̃R(x, g) = (x, g. Jn.
tg).

2. r est une submersion surjective.

3. Soit U(n) = {A ∈ G, JnA = AJn}. U(n) s'identi�e au groupe unitaire classique.

Soit a ∈ τ(M). Soit g0 ∈ G tel que a = r(ϕR(x, g0)). Alors la �bre r−1(a) =

ϕR(x, g0U(n)).

Démonstration. � 1. Soit (x, g) ∈ U × SO(2n) ; on pose p = R(x) et r(pg) = a ; par
dé�nition de r , Mat(a; pg) = Jn ; r̃R(x, g) = ψR ◦ r ◦ ϕR(x, g) = Mat(a, p). On
examine le changement de base, qui fait passer du repère p à pg :

a

(TxM, p) → (TxM, p)

↑ IdTxM ↑ IdTxM
(TxM, pg) → (TxM, pg)

a

Matriciellement , on obtient :
Mat(a, p) = Mat(IdTxM , pg, p).Mat(a, pg).Mat(IdTxM , pg, p)

−1.On a déjaMat(a, pg) =

Jn ; L'identité IdTxM s'écrit θ
′
i → θ

′
i =

∑
j gjiθj, avec g la matrice de SO(2n) dont

la ligne est le premier indice. D'où : Mat(IdTxM , pg, p) = g, d'où le résultat en 1.



2. Pour montrer la surjectivité de r, on prend (x, a) ∈ τ(M).Il existe une base ortho-
normale directe de TxM dans laquelle la matrice de a est Jn : pour cela on peut
prendre une C base e1, ..., en orthonormale par rapport à la métrique hermitienne
ha ; on sait alors que (θ1 = e1, θ2 = a(e1), ..., θ2n−1 = en, θ2n = a(en)) est une base
orthonormale directe de TxM qui convient. Alors dans le repère p associé à cette
base, r(p) = a , ce qui prouve la surjectivité de r.
Pour montrer que r est une submersion, il su�t de montrer que r̃R est une

submersion, car ϕR et ψR sont des di�éomorphismes. Pour simpli�er les nota-
tions, on écrira r̃ = r̃R, dans la mesure ou R ne change pas. Pour cela calculons
r̃∗((x, g); (T, V )) ou T ∈ TxM et V ∈ TgG :

r̃∗((x, g); (T, V )) = (T, V.Jn.
tg + g.Jn.

tV ).

De cette expression, on voit que pour montrer la surjectivité de r̃∗((x, g); (., .)), il
su�t de véri�er que si W ∈ Tg.Jn.tgZ+n, il existe V ∈ TgSO(2n) tel que V.Jn.tg +

g.Jn.
tV =W . La condition V ∈ TgSO(2n) implique V.tg + g.tV = 0. De l'équation

précédente V.Jn.tg+g.Jn.
tV = W , il découle alors V.tg.g.Jn.tg+g.Jn.

tg.g.tV = W =

[g.Jn.
tg, g.tV ] = [X, g.tV ], avec X = g.Jn.

tg. (crochet de matrices). De plus comme
W ∈ TXZ+(n), XW +WX = 0 et W +W t = 0 , W = [X,−1

2
XW ].

La comparaison des deux crochets donnant W suggère de prendre V = −1
2
WgJn ;

on obtient une solution e�ective. En e�et, comme W ∈ TXZ+(n), XW + WX = 0

et W + W t = 0. On a avec cette valeur de V , on trouve V.Jn.tg + g.Jn.
tV =

−1
2
WgJn.Jn.

tg + g.Jn.
t(−1

2
WgJn) = W , car g.gt=Id et J2

n = −Id. On véri�e que
V.gt + g.V t = 0 à cause des propriétés de W , donc V ∈ TgG. Ceci termine la preuve
que r est une submersion.

3. Soit a ∈ τ(M) ; posons x = πτ (a). Par surjectivité de r, il existe p ∈ P , tel que
r(p) = a. Il existe aussi g ∈ G tel que p = ϕR(x, g) = R(x)g où g ∈ G. De ce qui
précède, ψR(a) = ψR ◦ r ◦ϕR(x, g) = r̃(x, g) = (x, g.Jn.g

t) = (x, g0.Jn.g
t
0). On déduit

que g.Jn.gt = g0.Jn.g
t
0, ce qui équivaut à g ∈ g0U(n).

4.2. Espaces horizontaux et verticaux dans τ(M)

Proposition 4.2.1. � Soit a (ou (x, a)) un point de τ(M). Soit R un champ de repères

local sur un ouvert U tel que x ∈ U , et R : U → P ; r étant surjective, il existe p ∈ P tel

que r(p) = a. Si p′ est un autre élément de P , tel que r(p′) = a, alors

1. Taτ(M) = r∗p(τp)⊕ r∗p(V ertp).
2. r∗p(τp) = r∗p′(τp′).

3. r∗p(V ertp) = r∗p′(V ertp′) = Ker(πτ∗a) = Taπ
−1
τ (x).

Démonstration. � 1. D'abord r∗p(τp) ∩ r∗p(V ertp) = {0} car si X ∈ r∗p(τp) ∩
r∗p(V ertp), X = r∗p(H) = r∗p(V ) avec H ∈ τp et V ∈ V ertp. Rappelons que si πP
et πτ sont les projections sur M des deux �brés P et τ(M), πP = r ◦ πτ , car on a le
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diagramme commutatif :

r

P → τ(M)

πP ↘ ↙ πτ
M

On a alors

0 = πs∗(V ) = πτ ∗a ◦ r∗p(V ) = πτ ∗a ◦ r∗p(H) = πs∗p(H).

Comme πs∗p : τp → TxM est un isomorphisme, H = 0, soit X = 0. On conclut en
indiquant que r est une submersion.

2. Soient g et g′ ∈ G tels que p = R(x)g et p′ = R(x)g′. Comme r(p) = r(p′) = a,
Mat(a, p) = Mat(a, p′) = Jn = Mat(a,R(x)g) = Mat(a,R(x)g′). On déduit :
Mat(a,R(x)) = g.Jn.

tg = g′.Jn.
tg′. (*)

Montrons que r∗p(τp) = r∗p′(τp′). Par symétrie il su�t de montrer que r∗p(τp) ⊆
r∗p′(τp′) : soit X∈ r∗p(τp). p=R(x)g=ϕR(x,g) ; X = r∗p(U) avec U ∈ τp, c'est à dire
U= (ϕR)∗((x, g); (T, V )) avec T ∈ TxM , V∈ TgG et V=-η̃(x;T )g (conséquence de
l'horizontalité de U dans P).
(ψR)∗a(X) = (ψR)∗a ◦ r∗p(U) = (ψR)∗a ◦ r∗p ◦ (ϕR)∗((x, g); (T, V )) = r̃∗(x,g)(T, V ) =

(T, V.Jn.
t.g + g.Jn.

tV ) = (T,−η̃(x;T ).g.Jn.
t.g + g.Jn.

tg.η̃(x;T )). (η̃(x;T ) est une
matrice anti-symétrique). De la relation (*) ci-dessus entre g et g′, on déduit aussi

(ψR)∗a(X) = r̃∗(x,g)(T, V ) = (T,−η̃(x;T ).g.Jn.
t.g + g.Jn.

tg.η̃(x;T ))

= (T,−η̃(x;T ).g′.Jn.
tg′ + g′.Jn.

tg′.η̃(x;T )) = r̃∗(x,g′)(T, V
′)

où (V ′ = −η̃(x, T )g′) = (ψR)∗a(X
′) avec X ′ = r∗p′(U

′) et U ′ = (ϕR)∗(x,g′)(T, V
′) . On

obtient donc U ′ ∈ τp′ . De plus, (ψR)∗a est un isomorphisme, ψR)∗a(X) = ψR)∗a(X
′)

implique X = X
′
= r∗p(U) = r∗p′(U

′), d'où le point 2.
3. Montrons d'abord que r∗p(V ertp) ⊆ Ker(πτ )∗a. Ceci résulte de l'identité πP = πτ ◦r,

car si V ∈ V ertp, πs∗p(V ) = 0 = πτ∗a ◦ r∗p(V ), d'où l'inclusion. Inversement, soit
W ∈ Ker(πτ )∗a. Il existe g ∈ G tel que p = ϕR(x, g). Comme r est une submersion, il
existe un couple (T, V ) ∈ TxM×TgG tel que r∗p(ϕR)∗(x,g)(T, V ) = W . En appliquant
πs∗p à chaque membre, le résultat est nul par hypothèse, et tenant compte encore de
la relation πP = πτ ◦ r, on obtient T = 0, c'est à dire que ϕR)∗(x,g)(T, V ) ∈ V ertp,
d'où l'inclusion inverse.

On dé�nit ci-dessous les espaces horizontaux et verticaux dans τ(M).

Dé�nition 4.2.2. � Soit a ∈ τ(M) et p ∈ P tel que r(p) = a.

1. Ha = r∗p(τp) est l'espace des vecteurs horizontaux en a à τ(M).
2. Va = r∗p(V ertp) est l'espace des vecteurs verticaux en a à τ(M). On a alors
Taτ(M) = Ha ⊕ Va.

Il résulte de la proposition précédente que cette dé�nition est cohérente , c'est à dire
qu'elle ne dépend pas de p , pourvu que r(p)=a. De plus πτ∗a est un isomorphisme de Ha
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sur TxM . (On peut véri�er que r∗p : τp → Ha est un isomorphisme . On sait par ailleurs
que πs∗p : τp → TxM est aussi un isomorphisme).

4.2.1. Expressions de vecteurs tangents verticaux en un point a. � Dans cette
partie, on donne une expression des champs de vecteurs sur ces �bres, et l'action de tels
champs sur les fonctions (version opérateur di�érentiel d'un champ de vecteur).

Proposition 4.2.3. � 1. Dans Z+(n) ; soit X ∈ Z+(n),

TXZ+(n) = {P ∈M(2n,R), PX +XP = 0 et P + P t = 0}
= {P ∈M(2n,R), ∃A ∈ so(2n), P = [X,A]}(crochets de matrices).

2. Dans π−1(x) ;(on simpli�e les notations en posant π = πτ), soit (x, a) ∈ π−1(x)

Taπ
−1(x) = {u ∈ End(TxM), u ◦ a+ a ◦ u = 0 et u+ u∗ = 0}

= {u ∈ End(TxM), u = [a, v], v ∈ so(TxM)}(crochets d'endomorphismes).

3. L'opérateur di�érentiel associé à un vecteur tangent de type [X,A], où A ∈ so(2n)

s'écrit

V =
∑

1≤i,j≤2n

[X,A]ij
∂

∂Xij

.

Selon le contexte, on notera V = [X,A] ou [X,A]• ou
∑

1≤i,j≤2n[X,A]ij
∂

∂Xij
.

Démonstration. � 1. on peut procéder de deux manières :
* utilisation du résultat suivant : ∆ : SO(2n) → Z+(n) : A → AJnA

t est une
submersion surjective. Si X ∈ Z+(n), alors il existe A ∈ SO(2n) telle que X =

∆(A) = AJnA
t. De plus

TXZ+(n) = ∆∗A(TASO(2n)).

Soit U ∈ TASO(2n). De la dé�nition de cet espace tangent, UAt + AU t = 0, c'est
à dire que B = AU t est anti-symétrique. Compte tenu de l'expression de ∆, qui est
bilinéaire, ∆∗A(U) = UJnA

t + AJnU
t = (UAt)X + X(AU t) = [X,AU t] = [X,B] =

P , et une telle matrice véri�e : X[X,B] + [X,B]X = 0 (car X2 = −Id). De plus
P + P t = (XB − BX)t +XB − BX = 0 car X = −X t et B = −Bt. On en déduit
que

TXZ+(n) ⊆ {P ∈M(2n,R), PX +XP = 0 et P + P t = 0}.
A l'inverse, si P ∈ à cet ensemble, toujours en utilisant la même matrice A telle que
∆(A) = X, recherchons B telle que B+Bt = 0 et P = [X,B]. B = −1

2
XP convient

puisque B + Bt = −1
2
(XP + PX) = 0 et de plus [X,B] = −1

2
(XXP − XPX) =

−1
2
(−P +XXP ) = P . Si on pose alors U = −BA, UAt +AU t = −(B +AAtBt) =

−(B + Bt) = 0, donc U ∈ TASO(2n), et ∆∗A(U) = (UAt)X + X(AU t) = XB +

BtX = XB −BX = [X,B] = P .
*calcul direct : un élément X de Z+(n) véri�e X2 = −Id et X+X t = Id. Si X0 ∈

Z+(n), un vecteur tangent à Z+(n) en X0 peut être considéré comme la dérivée en 0
d'une courbe C∞,X :]−ε,+ε[→ Z+(n) telle queX(0) = X0. En dérivant les identités
ci dessus au point 0, on obtient Ẋ(0)X0 + X0Ẋ(0) = 0 (dérivée de X2 = −Id) et
Ẋ(0)+Ẋ t(0) = 0 (dérivée de X+X t=0). Les dérivées étant à valeur dansM(2n,R)
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on peut dire que TX0Z+(n) ⊆ {P ∈M(2n,R), PX0 +X0P = 0 et P+P t = 0}. Si on
examine le cas ou X0 = Jn (matrice indiqué au début du document), on véri�e que
l'espace vectoriel {P ∈ M(2n,R), PJn + JnP = 0 et P + P t = 0} est de dimension
n(n − 1). (calcul " à la main"), en décomposant P en matrices (2,2). On déduit
l'égalité :

TJnZ+(n) = {P ∈M(2n,R), PJn + JnP = 0 et P + P t = 0}.
Pour conclure, en un point X0 de Z+(n), il existe A ∈ SO(2n) telle que
X0 = AJnA

t P ∈ M(2n,R). {P, PX0 + X0P = 0 et P + P t = 0} → {P ∈
M(2n,R), PJn + JnP = 0 et P + P t = 0} : P → At.P.A est un isomorphisme
(d'inverse Q → A.Q.At). On déduit : TX0Z+(n) = {P ∈ M(2n,R), PX0 + X0P =

0 et P + P t = 0}. L'égalité avec {P ∈ M(2n,R), P = [X0, B], B + Bt = 0} se fait
de manière analogue à la première démonstration.

2. On considère dans ce cas des endomorphismes de TxM . L'opérateur u∗ désigne
l'adjoint de u pour g . En prenant un champ de repères orthonormés au voisinage
d'un point X0, on se ramène au cas précédent, en raisonnant sur les matrices :
Mat(a) = X,Mat(u) = P,Mat(u∗) = P t. L'intérêt de cette formulation est de
fournir une description de l'espace tangent en un point d'une �bre , indépendamment
de bases, même si on passe par des repères pour y parvenir. On pourrait raisonner
directement sur des endomorphismes et faire un calcul s'inspirant de la deuxième
méthode ci-dessus. Mais pour calculer les dimensions, il semble nécessaire de passer
par des bases.

3. Soit X ∈ Z+(n) . UX désigne un voisinage de X dans Z+(n) et f : UX → R une
fonction C∞ ; un vecteur V ∈ TXZ+(n) peut être vu de deux façons d'après ce qui
précède : il existe γ :] − ε,+ε[→ UX telle que γ(0) = X et il existe A ∈ so(2n) tels
que

V = γ̇(0) = [X,A].

V agit sur f par V (f) = dXf(V ) = dXf(γ̇(0)) = (f ◦ γ)′(0) = (f̃ ◦ γ)′(0), pour tout
prolongement local f̃ de f au voisinage de X dans M(2n,R).f̃ est une fonction de

n2 variables indépendantes , donc dX f̃(U) =
∑

i,j
∂f̃
∂Xij

(X)Uij pour toute matrice U
de M(2n,R). En appliquant cette formule à U = γ̇(0) = [X,A], on obtient :

V (f) =
∑
i,j

[X,A]ij
∂f̃

∂Xij

(X).

4.2.2. Expression du relèvement horizontal d'un vecteur tangent à M. �

Dé�nition 4.2.4. � Soient x ∈ M , θ ∈ TxM et a ∈ τ(M), tel que πτ (a) = x. Le
relèvement horizontal de θ en a, noté θ̂a (ou θ̂) s'il n'y a pas de confusion possible, est le
seul élément de Ha, tel que πτ∗a(θ̂a) = θ.

Sauf pour précision, on omettra le a dans l'expression θ̂a. On donne ci-dessous une
expression détaillée de θ̂, qui sera utilisée par la suite. On se donne un champ de repères
local R au voisinage de x. Pour connaitre θ̂, il su�t de connaitre (ψR)∗a(θ̂), puisque que
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ψR est un di�éomorphisme. Il existe U ∈ τp, unique tel que θ̂ = r∗p(U), p étant choisi
tel que r(p) = a ; p = R(x)g pour un g unique de G. Le vecteur U étant horizontal dans
TpP , il existe T et V uniques avec T ∈ TxM et V ∈ TgG tels que U=(ϕR)∗((x, g); (T, V ))

avec la propriété V = −η̃(x;T )g (relation d'horizontalité). Des relations πP = πτ ◦ r et
πP ◦ϕR(x, g) = x on déduit θ = (πτ )∗a(θ̂) = (πτ )∗a◦r∗p(U) = (πP )∗p(ϕR)∗((x, g); (T, V )) =

T , soit : T = θ et V = −η̃(x; θ)g. Avec T et V ayant les valeurs ci-dessus, on en déduit

(ψR)∗aθ̂) = r̃∗((x, g); (T, V )) = (T, V.Jn.
tg + g.Jn.

tV ).

Comme r(p) = a, on a Mat(a, p) = Jn. Comme p = R(x)g, on a Mat(a,R(x)) =

g.Jn.
tg ; En posant X = Mat(a,R(x)), on obtient :V.Jn.tg+ g.Jn.

tV = −η̃(x; θ).g.Jn.
tg+

g.Jn.
tgη̃(x; θ) = [X, η̃(x; θ)]. D'où le résultat suivant, en indiquant le produit TxM ×

TXZ+(n), de manière additive

Proposition 4.2.5. � Soit a ∈ τ(M) tel que πτ (a) = x ; soit R un repère local au

voisinage de x ; soit X = Mat(a,R(x)) ; alors

(ψR)∗a(θ̂
a) = θ + [X, η̃(x; θ)]

La version opérateur di�érentiel s'écrit :

(ψR)∗a(θ̂
a) = θ + [X, η̃(x; θ)]• = θ +

∑
k,l

[X, η̃(x; θ)]kl
∂

∂Xkl

.

En général on ne mentionnera ni a ni ψR lorqu'il n'y a pas ambiguité, et on écrira

θ̂ = θ + [X, η̃(x; θ)]•.

4.2.3. Remarques sur les champs de vecteurs sur τ(M). � Tous les champs
de vecteurs tangents verticaux ne sont pas de la forme (x,X) → [X,A] où A est une
matrice constante de so(2n). D'une part on peut ajouter X à A puisque [X,A + X] =

[X,A]. Plus généralement, il existe des champs de la forme (x,X) → [X,A(x,X)] ou
A(x,X) ∈ so(2n), mais dépend de x et de X. En général, pour réaliser des calculs du type
dω(a;V1, V2, H1, H2...) ou Vk ∈ Va, et Hk ∈ Ha, il est nécessaire de prolonger localement
ces vecteurs par des champs de vecteurs locaux, bien que le résultat soit indépendant des
prolongements, à cause de la nature tensorielle des opérateurs utilisés.

Un repère localR étant �xé, dans la suite un vecteur tangent vertical en a0

ψR︷︸︸︷
≡ (x0, X0),qui

est de la forme [X0, A] sera prolongé localement par a
ψR︷︸︸︷
≡ (x,X)→ [X,A].

Un vecteur horizontal en a0, qui est de la forme θ̂a0 , ou θ ∈ TxM , on prolonge localement
θ par un champ de vecteurs noté aussi θ et θ̂a0 par a → θ̂a. Néanmoins dans le cas
horizontal, en général des champs de vecteurs locaux sont déja donnés.

4.3. Structure presque complexe sur τ(M)

En chaque point a de τ(M), tel que π(a) = x, on dé�nit un endomorphisme J de
Taτ(M) tel que :
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• sur Ha : un élément de Ha s'écrit de manière unique comme T̂ , avec T ∈ TxM . Pour
un tel T̂ ∈ Ha, on pose : Ja(T̂ ) = â(T ). (les relèvements sont à prendre en a). Dans un
repère R(x) = (x; θ1, ..., θ2n), si a(θi) =

∑
j Xjiθj , alors Ja(θ̂i) =

∑
j Xjiθ̂j.

• sur Va : Un élément de Va peut être considéré comme un endomorphisme anti-
symétrique de TxM , tel que u ◦ a+ a ◦ u=0 ; On pose alors Ja(u) = a ◦ u. Dans un repère
R comme ci-dessus, si Mat(a,R(x)) = X, on sait qu'il existe une matrice antisymétrique
M telle que Mat(u,R(x)) = [X,M ]. (prendre par exemple M = Mat(−1

2
a ◦ u,R(x))).

Alors Mat(Ja(u), R(x)) = X.[X,M ] = −M − XMX = [X,XM ]. Pour cette raison, on
représentera en général Ja(u) sous la forme [X,XM ], bien que ne soit pas la forme cano-
nique ; en e�et XM n'est pas forcément anti-symétrique (on peut prendre en s'inspirant
de l'exemple de u en remplacant u par a ◦ u, a ◦ u = [a, u

2
]).

On a les propriétés :J2
a = −Id (résulte du fait que a2 = −Id) ; J conserve les facteurs

de la somme directe Taτ(M) = Ha ⊕ Va. En général, on n'écrira pas le a, lorsqu'il n'y a
pas de confusion possible.

Dé�nition 4.3.1. � L'opérateur J est dit intégrable si il existe une structure de variété
analytique complexe sur τ(M), compatible avec J (notations du début du document).

4.4. Structure riemannienne sur τ(M)

On dé�nit une métrique G comme suit

Dé�nition 4.4.1. � 1. G(X,Y)=0 si X∈ Ha et Y ∈ Va.(Ha et Va sont orthogonaux
par dé�nition).

2. G(X̂a,Ŷ a) = g(X, Y ) si X et Y ∈ TxM .
3. G(X,Y)=-1

2
Trace(u ◦ v) = 1

2
Trace(tu ◦ v) avec X = u, Y = v, u et v comme dans

1.2.
4. On a la propriété :G(J(X), J(Y )) = G(X, Y ) (J orthogonal pour G).

4.5. Forme de Kähler ω

On pose : ω (X,Y)=G(X, J(Y )). C'est une 2-forme sur τ(M), appelée la forme de Kähler
de τ(M).

4.5.1. Décompositions de Taτ(M)c. � On note ici :
Taτ(M)c le complexi�é de l'espace tangent en a à τ(M),
Taτ(M)

′
le sous-espace de Taτ(M)c des vecteurs holomorphes(h en abrégé). Si

X ∈ Taτ(M)
′
, alors J(X) = iX.

Taτ(M)” le sous-espace de Taτ(M)c des vecteurs anti-holomorphes(ah en abrégé). Si
X ∈ Taτ(M)”, alors J(X) = −iX.

Remarque 4.5.1. � Les notations plus correctes pour désigner ces deux types d'espaces
sont :
T

(1,0)
a τ(M) = {X ∈ Taτ(M), J(X) = iX},
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T
(0,1)
a τ(M) = {X ∈ Taτ(M), J(X) = −iX}

Les adjectifs holomorphes et anti-holomorphes ne sont pas non plus très bien choisis. Ils
plus appropriés quand on suppose que τ(M) est une variété complexe, dont la structure est
compatible avec J. Pour des raisons d'écriture du document, on conservera ces notationss.

On a les deux décompositions

Taτ(M)c = Taτ(M)
′ ⊕ Taτ(M)” = Hc

a ⊕ Vca.

4.5.2. Types de ω, dω, d
′
ω, dd

′
ω. � On suppose J intégrable. Décomposons ω selon

ses types : ω = ω2,0 + ω1,1 + ω0,2.
Si on décompose deux éléments X et Y appartenant à Taτ(M)c selon leur composantes
h et a , X = X

′
+ X”, Y = Y

′
+ Y ”, avec J(X

′
) = iX

′
, J(Y ′) = iY ′, J(X”) = −iX” et

J(Y ”) = −iY ”.
ω2,0(X, Y ) = ω2,0(X

′
+ X”, Y

′
+ Y ”) = ω2,0(X

′
, Y

′
) = G(X

′
, J(Y

′
)) = G(X

′
, iY

′
) =

iG(X
′
, Y

′
) (G est étendu par C-linéarité).

Utilisons les propriétés p1 et p2 de J : ω2,0(X, Y ) = G(X
′
, J(Y

′
)) = G(J(X

′
), (J)2(Y

′
)) =

G(iX
′
,−Y ′) = −iG(X

′
, Y

′
) = −ω2,0(X, Y ). On déduit que ω2,0 = 0 ; pour les mêmes

raisons, ω0,2 = 0. Donc ω est de type (1,1). De ce résultat, on déduit que dω est de
type (2,1)+(1,2), d′dω est de type (3,1)+(2,2), d”dω est de type (2,2)+(1,3). Comme
d
′
d+ d”d=d2=0, d

′
dω est de type (2,2). En résumé

Lemme 4.5.2. � ω est de type (1,1) et d
′
dω est de type (2,2).

On déduit de ce lemme que d
′
ω est de type (2,1). De même d”ω est de type (1,2). Si

on note h0, h1.. des champs de type h (∈ (Taτ(M))
′
), et a0, a1.. des champs de type ah

(∈ (Taτ(M))”) : d
′
ω(h0, h1, a0) = dω(h0, h1, a0) car d = d

′
+ d” et d”ω(h0, h1, a0) = 0, à

cause du type de d”. Toutes les autres con�gurations sont nulles, plus précisément :

(1)d′ω(h0, h1, h2) = 0

(2)d′ω(h0, a0, a1) = 0

(3)d′ω(a0, a1, a2) = 0.

Du fait que ω est réelle (appliquée à des vecteurs réels, le résultat est réel), on montre
que si on considère h1 et h2 des vecteurs tangents à τ(M), holomorphes et a1 et a2 des
vecteurs tangents à τ(M), anti-holomorphes, alors, en utilisant pour un vecteur tangent
V à τ(M) la notation V pour le conjugué de V :

id′d”ω(h1, h2, a1, a2) = id′d”(h1, h2, a1, a2).
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CHAPITRE 5

PROPRIÉTÉS CONFORMES

5.1. Isomorphismes d'espaces twistoriels et transformations conformes

Dé�nition 5.1.1. � Soit (M, g) et (N, h) deux variétés de Riemann orientées. Les mé-
triques g et h sont conformes si il existe un di�éomorphisme Φ : M → N préservant les
orientations et tel que Φ∗h = λg ou λ est une fonction di�érentiable strictement positive.

On a alors le résultat suivant, qui montre une équivalence entre les classes de métriques
conformes et les classes ”d′isomorphie” de �brés twistoriels.

Théorème 5.1.2. � Il y a équivalence entre

1. g et h sont conformes.

2. ∃ un di�éomorphisme C∞ de �brés Φ̇ : τ(M, g)→ τ(N, h) tel que Φ̇∗a◦Jga = Jh
Φ̇a
◦Φ̇∗a,

pour tout a ∈ τ(M,g).(Isomorphisme d'espaces twistoriels).

Démonstration. � 1 ⇒ 2 : Si g et h sont conformes, il existe une fonction σ : M → R

de sorte que λ(x) = e2σ(x) et donc telle que h(Φ∗xX,Φ∗xY ) = e2σ(x)g(X, Y ) pour tous x
de M et tous vecteurs tangents X et Y de M . Dé�nissons Φ̂ : PSO(M) → PSO(N) et
Φ̇ : τ(M)→ τ(N) de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

Φ̇

τ(M, g) → τ(N, h)

rM ↑ ↑ rN
PSO(M) → PSO(N)

Φ̂

Pour cela on pose pour un repère p = (x; θ1..., θ2n) ∈ PSOM :

Φ̂(p) = (Φ(x); e−σ(x)Φ∗xθ1, ...e
−σ(x)Φ∗xθ2n);

(on ne mentionne plus x, sauf cas particulier). Pour montrer la cohérence de cette dé�-
nition, on a h(e−σΦ∗θi, e

−σΦ∗θj) = e−2σh(Φ∗θi,Φ∗θi) = g(θi, θj) = δij, ce qui montre que
Φ̂(p) est bien orthonormé. De plus Φ préserve les orientations , donc Φ̂(p) ∈ PSON .
Application entre τ(M) et τ(N) :

Dé�nition 5.1.3. � En un point a ∈ τ(M) , il existe p ∈ PSOM tel que rM(p) = a ;
on dé�nit alors Φ̇(a) = rN(Φ̂(p)).



Montrons que cette dé�nition a un sens, c'est à dire ne dépend pas de p, pourvu que
rM(p) = a :

Pour cela, montrons que rN(Φ̂(p)) = (Φ∗x) ◦ a ◦ Φ−1
∗x . On suppose rM(p) = a avec p =

(x, θ1, ..., θ2n). Si on pose b = rN(Φ̂(p)),Mat(b, Φ̂(p)) = Jn ; Mais compte tenu de la forme
de la base Φ̂(p), on a aussi : M(b,Φ∗xθ1, ...,Φ∗xθ2n) = Mat(b, Φ̂(p)) = Jn.(le coé�cient
e−σ n'intervient pas puisque les bases Φ∗xθ1, ...,Φ∗xθ2n et e−σΦ∗xθ1, ..., e

−σΦ∗xθ2n étant
"proportionnelles", les matrices de b dans ces deux bases sont les mêmes).
Mat(Φ∗x◦a◦Φ−1

∗x ,Φ∗x, θ1, ...,Φ∗xθ2n) = Mat(a, θ1, ..., θ2n) = Mat(a, p) = Jn. On déduit
que b et Φ∗x ◦a◦Φ−1

∗x ont la même matrice dans la base Φ∗xθ1, ...,Φ∗xθ2n, donc sont égaux.
Ce procédé est réversible (Φ̂ est inversible, et donc aussi Φ̇). On déduit que Φ̇ est un

di�éomorphisme.
Pour terminer la démonstration du point 2 du théorème, on doit démontrer la commu-

tativité du diagramme

Φ̇∗a
Taτ(M, g) → TΦ̇(a)τ(N, h)

Jga ↑ ↑ Jh
Φ̇(a)

Taτ(M, g) → TΦ̇(a)τ(N, h)

Φ̇∗a

On examine la commutativité sur les éléments de Ta(τ(M, g)) : dans un ouvert U ou existe
un repère R local, on avait introduit des applications ψR pour pouvoir faire correspondre
à un endomorphisme, sa matrice dans R.
Calculons d'abord ψΦ̂(R) ◦ Φ̇ ◦ ψ−1

R : U × Z+(n)→ Φ(U)× Z+(n).
Pour un élément (x,X) de Z+(n), par dé�nition ψ−1

R (x,X) est l'endomorphisme de
π−1
M (x) dont la matrice dans R(x) est X. Mais on a aussi ψ−1

R (x,X) = rM(R(x).g)

pour un élément g de G (rM est surjective). b = Φ̇ ◦ ψ−1
R (x,X) = Φ̇(rM(R(x)g)) =

rN(Φ̂(R(x)g))=endomorphisme de π−1
N (Φ(x)) dont la matrice dans Φ̂(p), ( p = R(x)g), est

Jn. Mat(rM(p), p) = Jn = Mat(ψ−1
R (x,X), R(x)g) =t g.X.g. De même Mat(b, Φ̂(p)) =

Mat(rN(Φ̂(p)), Φ̂(p)) = Jn. On en déduit que Mat(b, Φ̂(R(x)) = g.Jn.
tg = X ; en conclu-

sion

ψΦ̂(R) ◦ Φ̇ ◦ ψ−1
R (x,X) = (Φ(x), X).

On peut traduire cette propriété en disant que pour un point a de τ(M), si on repré-
sente dans R(x) un vecteur vertical en a par la matrice [X,A] avec X = Mat(a,R(x))

et A ∈ so(2n), Φ̇∗a(T, [X,A]) = (Φ∗x(T ), [X,A]), sachant que le deuxième [X,A] dé-
signe l'élément de τ(N) dont la matrice dans le repère Φ̂(R(x)) est aussi [X,A]. (X =

Mat(a,R(x)) = Mat(Φ̇(a), Φ̂(R(x))).
Un vecteur de Taτ(M) peut s'écrire U=T+[X,A]• où T ∈ TxM et [X,A]• =∑
i,j[X,A]ij

∂
∂Xij

. (écriture dans R(x)).

Jh
Φ̇(a)
◦ Φ̇∗a(U) = Jh

Φ̇(a)
(Φ∗x(T ) + [X,A]•) = Φ̇(a)(Φ∗x(T )) + [X,XA]•. On remarque que

le deuxième terme est écrit dans le repère Φ̂(R).
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Pour l'autre sens du diagramme ,Φ̇∗a ◦ Jga(U) = Φ̇∗a ◦ Jga(T + [X,A]•) = Φ̇∗a(a(T ) +

[X,XA]•) = (Φ∗x(a(T )+[X,XA]•). Comme Φ̇(a)◦Φ∗x = Φ∗x◦a, (Φ̇(a) = Φ∗x◦a◦(Φ∗x)−1)

on en déduit la commutativité du diagramme.
2⇒ 1 : A l'inverse , si on suppose l'existence d'un isomorphisme d'espaces twistoriels

Ψ entre τ(M, g) et τ(N, h), comme Ψ respecte les �bres , on dé�nit Φ : M → N de la
manière suivante : si a ∈ π−1

M (x), on pose Φ(x) = πN(Ψ(a)).Cette dé�nition a un sens car
Ψ(π−1

M (x)) est une �bre par dé�nition de Ψ, donc cette dé�nition ne dépend pas de a .
De plus si R est un repère local C∞ dans M, Φ(x) = πN ◦ Ψ ◦ R(x) , qui montre que Φ

est C∞, comme composition d'applications C∞. On a le diagramme commutatif

Ψ

τ(M) → τ(N)

↓ πM ↓ πN
M → N

Φ

par dé�nition de Φ puisque Φ(x) = πN(Ψ(a)) pour tout a tel que πM(a) = x.
(1) Ψ∗a◦Jga = JhΨa◦Ψ∗a par hypothèse, et de plus Ψ∗a(Va) ⊆ VΨ(a) puisque Ψ respecte les

�bres. Considérons un élément T quelconque de TxM et notons T̂ a son relevé horizontal
en a ; on peut écrire : (2)Ψ∗a(T̂ ) = H + V où H = ÛΨ(a), avec U ∈ TΦ(x)N , le relèvement
horizontal étant à prendre en Ψ(a), et V ∈ VΨ(a).

Lemme 5.1.4. � a.� U = Φ∗x(T ) , c'est à dire Ψ∗a(T̂ ) = Φ̂∗x(T ) + V .

b.� On a Φ∗x ◦ a = Ψ(a) ◦ Φ∗x.

Démonstration. � a.� Appliquons (πN)∗Ψ(a) à l'identité (2) ci-dessus. (πN)∗Ψ(a)(V )=0
car V est vertical ; il reste : (πN)∗Ψ(a)(Ψ∗a(T̂ )) = U = (πN ◦ Ψ)∗a(T̂ ) = (Φ ◦
πM)∗a(T̂ ) = (Φ)∗x(T ).

b.� En appliquant T̂ à l'identité (1), Ψ∗a ◦ Jga(T̂ ) = JhΨa ◦ Ψ∗a(T̂ ) d'où en appliquant
le lemme aux deux membres et compte tenu des dé�nitions de Jg et Jh : Ψ∗a ◦
Jga(T̂ ) = Ψ∗a(â(T )) = ̂Φ∗x(a(T ))+V1 où V1 est vertical. JhΨa ◦Ψ∗a(T̂ ) = JhΨa(Φ̂∗x(T )+

V2) ou V2 est vertical. En égalant ces deux quantités , et en particulier les parties
horizontales, on obtient Φ∗x(a(T )) = Ψ(a)(Φ∗x(T )) ce qui revient à la commutativité
du diagramme

a

TxM → TxM

↓ Φ∗x ↓ Φ∗x
TΦ(x)N → TΦ(x)N

Ψ(a)

.

De la relation (b) du lemme,

Φ∗h(a(X), Y ) = h(Φ∗x(a(X)),Φ∗x(Y )) = h(Ψ(a)(Φ∗x(X),Φ∗xY )

= −h(Φ∗x(X),Ψ(a)(Φ∗xY )) = −Φ∗h(X, aY ).
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Donc a est Φ∗h anti-symétrique. Pour conclure, choisissons une base vi qui soit g-
orthonormale et Φ∗h orthogonale : Φ∗h(vi, vj) = λiδij, g(vi, vj) = δij. Si on écrit
avi =

∑
j ajivj, Φ∗h(avi, vj) = ajiλj = −Φ∗h(vi, avj) = −aijλi = ajiλi,(a est aussi

g-anti-symétrique) d'ou aij(λi − λj)=0, pour tous i et j et tout a . On déduit que les λi
sont égaux à un seul λ. (par exemple λ1 = λ2 puisque dans la base {vi}, l'endomorphisme
a ayant Jn comme matrice véri�e a21 = 1). Soit Φ∗h = λg et λ est positive car g et Φ∗h

sont dé�nies positives.
Notons que Ψ∗ respecte par dé�nition les espaces verticaux, alors que ce n'est pas
nécessairement le cas pour les espaces horizontaux.

5.2. Relation entre intégrabilités sur deux espaces conformes

Soit σ : (M, g) → (N, h) une application conforme , préservant les orientations. Si a
est un endomorphisme de TxM , on dé�nit ã, endomorphisme de Tσ(x)N par :

σ∗x
TxM → Tσ(x)N

a ↓ ↓ ã
TxM → Tσ(x)N

σ∗x

c'est à dire ã = σ∗ ◦ a ◦ σ−1
∗

On peut alors dé�nir comme précédemment avec σ dans le rôle de Φ, σ̇ : τ(M, g) →
τ(N, h) par σ̇(x, a) = (σ(x), ã). Si a est fonction de x ∈ M , on construit une section sa,
par sa(x) = (x, a(x)). De même on dé�nit sã(σ(x)) = (σ(x), σ∗x ◦ a(x) ◦ σ−1

∗x ), section de
τ(N, h). Examinons alors le diagramme suivant :

Tσ̇(sa(x))τ(N, h)
Jh // Tσ̇(sa(x))τ(N, h)

Tsa(x)τ(M, g)
Jg //

σ̇∗sa(x)

hhQQQQQQQQQQQQQ

Tsa(x)τ(M, g)

σ̇∗sa(x)

66mmmmmmmmmmmmm

TxM

sa∗x

OO

a(x)
//

σ∗x

vvlllllllllllllll
TxM

sa∗x

OO

σ∗x

((RRRRRRRRRRRRRRR

Tσ(x)N
ã(σ(x))

//

(sã)∗σ(x)

OO

Tσ(x)N

(sã)∗σ(x)

OO

Les 4 diagrammes périphériques sont commutatifs :
-diagramme du bas :ã(σ(x)) ◦ σ∗x = σ∗x ◦ a(x) ◦ σ−1

∗x ◦ σ∗x = σ∗x ◦ a(x) ; ce qui montre la
commutativité de ce diagramme.
-diagrammes latéraux : (sã)∗σ(x) ◦ σ∗x = (sã ◦ σ)∗x et (σ̇)∗sa(x) ◦ (sa)∗x = (σ̇ ◦ sa)∗x et
σ̇ ◦ sa = sã ◦ σ par dé�nition.
-diagramme du haut :la démonstration de la commutativité a été e�ectuée dans le théo-
rème 5.1.2 avec Φ = σ . Il y a donc équivalence entre la commutativité du "petit "
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diagramme central et celle du grand diagramme.
Rappelons ici le théorème de Newlander-Nirenberg :

Théorème 5.2.1. � Soit a une structure presque complexe sur M. a est intégrable ⇔
N(a) = 0 (tenseur de Nijenhuis de a).

Utilisons alors le lemme que j'admets :

Lemme 5.2.2. � Soit a une structure presque complexe sur M. Sont équivalentes :

1. a est intégrable.

2. sa(M) est une sous-variété complexe de τ(M).

3. Le diagramme central ci-dessus est commutatif.

Voir par exemple [D](p 25) et aussi [B-N] p128.

Remarque 5.2.3. � On voit par ce lemme la relation existant entre l'intégrabilité d'une
structure presque complexe surM et la structure presque complexe J sur τ(M) ( ∀x ∈M ,
Jsa(x) ◦ dxsa = dxsa ◦ a(x)).

En utilisant ce lemme on obtient l'équivalence

Corollaire 5.2.4. � Pour deux variétés (M,g) et (N,h) conformes par σ : M → N ,

si a est une structure presque intégrable sur M . En posant pour tout y de N , ã(y) =

σ∗σ−1(y) ◦ a(σ−1(y)) ◦ σ−1
∗y ,

a intégrable ⇐⇒ ã intégrable.

5.3. Cas de R4 et S4

Rappelons que nous ne considérons que les structures presque complexes compatibles
avec les métriques usuelles.
Soit N le pôle nord de S4 et S le pôle sud. La projection stéréographique de pôle nord,

σN : S4− (N)→ R4 étant conforme, d'après ce qui précède, il y a donc équivalence entre
leurs structures presque complexes intégrables, compatibles avec leurs métriques usuelles
( métrique euclidienne h dans le cas de R4 et métrique g sur S4 induite de la métrique
euclidienne de R5) . Celles de (R4, h) étant connues, toutes les combinaisons de la forme
Jabc = aI + bJ + cK, (notations du début du document conernant I, J,K) avec a, b, c
constantes réelles telles que a2 + b2 + c2 = 1, les structures presque complexes intégrables
L de (S4 − (N), g) sont donc de la forme

L = ((σN)∗x)
−1 ◦ Jabc(σN(x)) ◦ (σN)∗x (x ∈ S4 − (N)).

De même, en utilisant la projection stéréographique de pôle sud : σS : S4 − (S) → R4,
on obtient un résultat analogue : pour une structure presque complexe intégrable L sur
S4 − (S), il existe a′, b′, c′ des constantes réelles telles que a′2 + b′2 + c′2 = 1 et :

L = ((σS)∗x)
−1 ◦ Ja′b′c′(σS(x)) ◦ (σS)∗x((x ∈ S4 − (S)).
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Une structure presque complexe intégrable (pci) sur S4 induit une structure pci sur
S4 − (N) et une structure pci sur S4 − (S), on doit donc avoir

((σN)∗x)
−1 ◦ Jabc(σN(x)) ◦ (σN)∗x = ((σS)∗x)

−1 ◦ Ja′b′c′(σS(x)) ◦ (σS)∗x

pour x ∈ S4− (N ∪S), soit (σS ◦σ−1
N )∗σN (x) ◦Jabc(σN(x)) = Ja′b′c′(σS(x))◦ (σS ◦σ−1

N )∗σN (x)

pour x ∈ S4 − (N ∪ S)(*).
L'application σS ◦ σ−1

N est l'inversion de centre O, centre de la sphère S4 et de puis-
sance 1. Alors, σS ◦ σ−1

N (u) = u
‖u‖2 pour tout u ∈ R4 − 0. Ecrivons la matrice M(u) de

(σS ◦ σ−1
N )∗u dans la base canonique de R4

M(u) =
1

‖u‖2 Id−
2

‖u‖4 (uiuj)i,j≤4.

On se place en un point x ∈ S4 et on pose σN(x) = u = (u1, u2, u3, u4), v = σS(x). On
suppose que x = (x1, x2, x3, x4, x5) est dans le plan (x1, x5), c'est à dire x2 = x3 = x4 = 0,
ce qui implique u2 = u3 = u4 = 0 ; On pose u = u1.

M(u) =
1

u2
.


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

.
En faisant le produit de matrices M(u).Jabc(u) = Ja′b′c′(v).M(u), issue de la relation (*)
ci-dessus, on obtient


0 a b c

a 0 −c b

b c 0 −a
c −b a 0

 =


0 −a′ −b′ −c′
−a′ 0 −c′ b′

−b′ c′ 0 −a′
−c′ −b′ a′ 0

.
De cette identité matricielle, on déduit a = −a′ = a′,... d'où a = 0, b = 0, c = 0, ce qui
est impossible puisque a2 + b2 + c2 = 1.
En conclusion ceci montre qu'il n'existe aucune structure presque complexe intégrable

compatible avec la métrique usuelle sur S4 en entier.
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CHAPITRE 6

CALCUL DU CROCHET [θ̂, θ̂′]

6.1. Crochets élémentaires

Pour calculer des di�érentielles de formes di�érentielles dans τ(M), il est nécessaire de
calculer de tels crochets. On considère ici des champs verticaux sur τ(M) qui s'écrivent
dans un repère local R sous la forme (x,X)→ [X,A(x)] ou A(x) ∈ so(2n). D'abord, on
établit le lemme suivant :

Lemme 6.1.1. � Si A et B sont des matrices de so(2n,R) (A et B peuvent dépendre

de x, mais pas de X)

[[X,A]•, [X,B]•] = [X, [A,B]]•.

On se �xe le repère localR sur un ouvert U su�samment petit pour que des coordonnées
locales (x1, ..., x2n) existent. Posons K = [X,A]• =

∑
rs[X,A]rs

∂
∂Xrs

et L = [X,B]• =∑
rs[X,B]rs

∂
∂Xrs

. Le crochet [K,L] est à calculer dans τ(M), qui localement via ψR est
di�éomorphe à U × Z+(n). On peut alors écrire localement

[K,L] =
∑
k

αk(x,X)
∂

∂xk
+
∑
r,s

βrs(x,X)
∂

∂Xrs

.

On note

pk : U × Z+(n)→ R : (x,X)→ xk

qrs : U × Z+(n)→ R : (x,X)→ Xrs.

αk(x,X) = K(L(pk))− L(K(pk)) = 0 car L(pk) = 0 et K(pk) = 0.
βrs(x,X) = K(L(qrs)) − L(K(qrs)) . Comme L(qrs) = [X,A]rs et K(qrs) = [X,B]rs on



en déduit

βrs(x,X) = K([X,B]rs)− L([X,A]rs)

=
∑
k,l

[X,A]k,l
∂

∂Xkl

([X,B]rs)−
∑
k,l

[X,B]k,l
∂

∂Xkl

([X,A]rs)

=
∑
k,l

[X,A]k,l
∂

∂Xkl

∑
t

(XrtBts −BrtXts)−
∑
k,l

[X,B]k,l
∂

∂Xkl

(
∑
t

(XrtAts − ArtXts)

=
∑
k,l,t

[X,A]k,l
∂

∂Xkl

(XrtBts) (a)

−
∑
k,l,t

[X,A]k,l
∂

∂Xkl

(BrtXts) (b)

−
∑
k,l,t

[X,B]k,l
∂

∂Xkl

(XrtAts) (c)

+
∑
k,l,t

[X,B]k,l
∂

∂Xkl

(ArtXts) (d)

Ces sommes se simpli�ent : βrs(x,X)=(a)+(b)+(c)+(d) et
pour (a) :k = r et l = t soit (a)=

∑
l[X,A]rlBls

pour (b) :k = t et l = s soit (b)=−
∑

k[X,A]ksBrk

pour (c) :k = r et l = t soit (c)=−
∑

l[X,B]rlAls
pour (d) :k = t et l = s soit (d)=+

∑
k[X,B]ksArk, d'ou :

βrs(x,X) = ([X,A]B − B[X,A] − [X,B]A + A[X,B])rs = ((XA − AX)B − B(XA −
AX)− (XB −BX)A+ A(XB −BX))rs = [X, [A,B]]rs.

Remarque 6.1.2. � Dans les di�érentielles partielles, il est primordial que A et B ne
dépendent pas de X, mais peuvent être fonction de x, ce qui sera en général le cas dans
les applications suivantes, pour lesquelles A et B sont du type η̃(x, θ(x)) où θ est un
champ dé�ni localement sur M .

6.2. Crochet de deux relèvements horizontaux

On peut calculer des crochets de champs de la forme fθ + h[X,A]• dans l'espace
twistoriel τ(M), où f et h sont des fonctions de x et X. Soient θ et θ

′
deux champs de

vecteurs sur M , dé�nis localement dans un voisinage U d'un point x. On peut considérer
les deux champs θ̂ et θ̂′ , dé�nis localement sur π−1

τ (U), par l'étude précédente. Calculons
[θ̂, θ̂′ ]

[θ̂, θ̂′ ] = [θ + [X, η̃(θ)]•, θ
′
+ [X, η̃(θ

′
)]•]

= [θ, θ
′
] + [X, [η̃(θ), η̃(θ

′
)]]• + [θ, [X, η(θ

′
)]•]− [θ

′
, [X, η(θ)]•].

(lemme précédent pour le deuxième terme de cette dernière somme). On a de plus :

Lemme 6.2.1. � a.� [η̃(θ), η̃(θ
′
] = η̃ ∧ η̃(θ, θ

′
).
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b.� [θ, [X, η̃(θ
′
)]•] = [X, θ(η̃(θ

′
))]•, en supposant que θ est un champ simple, c'est à dire

que dans son expression en coordonnées locales, les coe�cients dépendent de x mais

pas de X.

Démonstration. � a.� Résulte de la dé�nition des crochets de matrices et de celle du
produit extérieur de formes. Il faut remarquer qu'il s'agit ici de calculs dans so(2n),
et non de calculs sur des champs de vecteurs.

b.� Il faut comprendre θ(η̃(θ
′
)) comme la matrice (θ(η̃ij(θ

′
)))ij où η̃ij(θ

′
)) est une fonc-

tion de x, ηij(x; .) : TxM → R. Le calcul peut se faire en appliquant une fonction
f(x,X) à [θ, [X, η̃(θ

′
)]•] comme suit, en posant A = A(x) = η̃(x; θ

′
(x))

[θ, [X, η̃(x; θ
′
(x))]•](f) = θ([X,A]•f)− [X,A]•(θ(f))

=
∑
kl

θ([X,A]kl
∂f

∂Xkl

)−
∑
kl

[X,A]kl
∂

∂Xkl

(θ(f)).

Notons que θ([X,A]kl = θ(
∑

j XkjAjl) ; θ(Xkj) = 0 car θ est un champ sur M . D'où
θ([X,A]kl =

∑
j Xkjθ(Ajl). En dé�nissant la matrice θ(A) , comme la matrice de

fonctions (θ(A))ij = θ(Aij), on trouve θ([X,A]kl = [X, θ(A)]kl. Pour �nir θ(
∂f
∂Xkl

) =
∂

∂Xkl
(θ(f)) , d'ou l'identité en b.

Utilisons la formule donnant la di�érentielle d'une 1-forme, appliquée à η̃ : dη̃(θ, θ′) +

η̃([θ, θ′]) = θ(η̃(θ′))− θ′(η̃(θ)) En utilisant d'autre part les propriétés a- et b- ci-dessus et
la proposition 4.2.5, on peut écrire :

[θ̂, θ̂′ ] = [θ, θ
′
] + [X, η̃ ∧ η̃(θ, θ

′
)]• + [X, θ(η̃(θ

′
))]• − [X, θ

′
(η̃(θ))]•

= [θ, θ
′
] + [X, η̃ ∧ η̃(θ, θ

′
)]• + [X, dη̃(θ, θ

′
) + η̃([θ, θ

′
])]•.

Appliquons la formule du relèvement horizontal à [θ, θ
′
]

[̂θ, θ′ ] = [θ, θ
′
] + [X, η̃([θ, θ

′
])]•.

En conclusion

Proposition 6.2.2. � Lorsque θ et θ′ sont des champs sur M , sans dépendance par

rapport à X (c'est à dire que dans l'expression en coordonnées locales, les coe�cients ne

dépendent que de x (pas de X), alors :

[θ̂, θ̂′ ] = [̂θ, θ′ ] + [X, Ω̃(θ, θ
′
)]•

On peut consulter la dé�nition 3.4.1 pour se rappeler la dé�nition de Ω̃
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CHAPITRE 7

RELATION ENTRE L'OPÉRATEUR DE
COURBURE R ET dω

On reprend la précédente notation ĝ pour désigner le produit scalaire sur ∧2TM in-
duit par g. On fait de cette manière un léger abus de langage, pour être rigoureux on
devrait dire ĝ = (ĝx)x∈M où ĝx : ∧2TxM × ∧2TxM → R où ĝx (ĝ(X ∧ Y, Z ∧ T ) =

g(X,Z)g(Y, T ) − g(X,T )g(Z, Y ) (X, Y, Z, T ∈ TxM). De plus, on note so(TM) le R-
espace des endomorphismes anti-symétriques de (M, g).

7.1. Isomorphisme entre so(TM) et Λ2TM

On considère l'application Φ : so(TM)→ ∧2TM dé�nie par la propriété suivante :
ĝ(Φ(u), X ∧ Y ) = g(u(X), Y ). Le fait que u soit anti-symétrique, implique que f :

(X, Y ) → g(u(X), Y ) se factorise via ∧2E en f̃ , qui est donc une forme linéaire sur
∧2E. Comme ĝ est non dégénérée, on conclut à l'existence (et l'unicité) de Φ(u) telle
que f̃(X ∧ Y ) = g(u(X), Y ) = ĝ(Φ(u), X ∧ Y ) ; cette dernière est visiblement injec-
tive. La dimension des deux espaces étant la même, n(2n − 1) si dimM = 2n, Φ est un
isomorphisme.

7.2. Relation entre les vecteurs tangents verticaux et so(TxM)

On se place dans le cadre habituel où M est une variété riemannienne orientée de
dimension paire, et on considère l'espace twistoriel correspondant τ(M). On �xe un repère
local R au voisinage de x ∈ M , R(x) = (x; θ1(x), ..., θ2n(x)). Un vecteur tangent vertical
en a ∈ τ(M) tel que π(a) = x, s'écrit sous la forme [a, u] = a ◦ u− u ◦ a ou u ∈ so(TxM).
Dans la suite on note (x,X) = ψR(a), qui représente a dans R. X est donc la matrice de
a dans le repère R(x). Si on note A = Mat(u,R(x)), la matrice [a, u] dans R est [X,A],
qui est un crochet de matrices. On dé�nit ci-dessous Λ(θ ∧ θ′) pour θ et θ′ dans TxM .

Dé�nition 7.2.1. � C'est le vecteur vertical en a à τ(M), dé�ni par :

Λ(θ ∧ θ′)(a) = [a,Φ−1(θ ∧ θ′)]
ψR︷︸︸︷
≡ [X,Mat(Φ−1(θ ∧ θ′), R(x))].

Lemme 7.2.2. � Soit R(x) = (x; θ1, ..., θ2n) un repère orthonormé direct (∈ PSO(M)).

Soit a ∈ π−1
τ (x) ; on note X = Mat(a;R(x)). Soit U un vecteur vertical en a représenté

par sa matrice (notée U aussi) dans R(x) ; on a



a.�

G(Λ(θi ∧ θj), JU) = ω(Λ(θi ∧ θj), U) = 2Uij

b.�

G(Λ(a(θi) ∧ a(θj)), JU) = ω(Λ(aθi ∧ aθj), U) = −2Uij.

Démonstration. � a.� Les indices i et j étant �xés, tels que i < j, on pose E = Φ−1(θi∧
θj). On a par dé�nition de J sur les éléments verticaux, JU = XU (produit de
matrices) et G(Λ(θi ∧ θj), J(U)) = −1

2
Tr([X,E]XU) = −1

2
Tr(XEXU − EXXU).

En utilisant la propriété de la trace, Tr(MN) = Tr(NM),X2 = −Id et UX+XU =

0,(propriété des vecteurs verticaux en a) on obtient G(Λ(θi∧θj), J(U)) = −Tr(EU).
Tr(EU) =

∑
k,lElkUkl = 2

∑
k<lElkUkl. Pour k < l et i < j , ĝ(Φ(E), θk ∧ θl) =

ĝ(θi∧θj, θk∧θl) = δki.δjl = g(Eθk, θl) = Elk. On déduit que Tr(EU) = 2Uji = −2Uij.
Finalement, on obtient le résultat, pour tous i et j , pas nécessairement ordonnés,
car U est anti-symétrique.

b.� a(θi) =
∑

kXkiθk . G(Λ(a(θi) ∧ a(θj)), JU) =
∑

k,hXkiXhjG(Λ(θk ∧ θh), JU). En
utilisant la proposition précédente, G(Λ(a(θi) ∧ a(θj)), JU) = 2

∑
k,hXkiXhjUkh =

−2Uij. Notons que XUX = U car UX +XU = 0 et X2 = −Id.

7.3. Relation entre l'opérateur de courbure R et dω

On sait que R(θi, θj) : TxM → TxM est un endomorphisme anti-symétrique. On
peut alors considérer Φ(R(θi, θj)) ∈ ∧2. Par dé�nition de Φ, ĝ(Φ(R(θi, θj), θk ∧ θl) =

g(R(θi, θj)θk, θl). Si on désigne par R̂ l'endomorphisme symétrique de ∧2TxM , associé à
R on a aussi g(R(θi, θj)θk, θl) = ĝ(R̂(θi ∧ θj), θk ∧ θl) , soit �nalement

Proposition 7.3.1. � Φ(R(θi, θj)) = R̂(θi ∧ θj)(∈ ∧2)

On donne ici une autre expression de la formule de [B-N], donnant dω, qui est une
3-forme sur τ(M) . Dans ce même article , il est montré que dω n'est non nulle que
lorsqu'elle est appliquée à deux vecteurs horizontaux et un vecteur vertical, toutes les
autres con�gurations sont donc nulles : Pour des vecteurs horizontaux H et Hi, et des
vecteurs verticaux Vj :

1. dω(H1, H2, H3) = 0

2. dω(V1, V2, H) = 0

3. dω(V1, V2, V3) = 0.

En supposant que J est intégrable la condition NS pour que τ(M) soit kählérienne est
que dω(θ̂i, θ̂j, U) = 0, pour tous i et j et tout U vecteur vertical.

Théorème 7.3.2. �

dω(θ̂i, θ̂j, U) = ω(Λ((
1

2
Id− R̂)θi ∧ θj), U) = G(Λ((

1

2
Id− R̂)θi ∧ θj), JU).
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Démonstration. � Comme d'habitude, on �xe un repère local R. On utilise la dé�nition
globale donnant dω, au point a de τ(M), de coordonnées (x,X) dans R :
dω(θ̂i, θ̂j, U) = θ̂i(ω(θ̂j, U))− θ̂j(ω(θ̂i, U)) + U(ω(θ̂i, θ̂j))− ω([θ̂i, θ̂j], U)) + ω([θ̂i, U ], θ̂j)−
ω([θ̂j, U ], θ̂i).
Mais, ω(θ̂j, U) = G(θ̂j, JU)= 0 car θ̂j est horizontal et JU est vertical (comme U). De

même ω(θ̂i, U) = G(θ̂i, JU)= 0. De plus comme il existe A∈ so(2n) telle que U=[X,A]•,
[θ̂i, U ] = [θi + [X, η̃(θi)]

•, [X,A]•]. [θi, [X,A]•]=0 . On déduit que [θ̂i, U ] = [X, [η̃(θi), A]]•

est un vecteur vertical. Donc ω([θ̂i, U ], θ̂j)=0. De même ω([θ̂j, U ], θ̂i)=0.
L'expression donnant dω se réduit alors à : dω(θ̂i, θ̂j, U) = U(ω(θ̂i, θ̂j))− ω([θ̂i, θ̂j], U)).
Pour terminer, calculons les deux termes de cette somme, en utilisant les propositions
antérieures :
•ω(θ̂i, θ̂j) = G(θ̂i, J(θ̂j)) = G(θ̂i, (âθj)) = g(θi, aθj) = Xij. D'où U(ω(θ̂i, θ̂j)) = U(Xij) =

Uij = 1
2
G(Λ(θi ∧ θj), JU).

•ω([θ̂i, θ̂j], U)) = ω([̂θi, θj] + [X, Ω̃(θi, θj)]
•, U)).

Comme [̂θi, θj] est horizontal , il est orthogonal à U (et à JU) . Donc ω([̂θi, θj], U) = 0.
Il reste donc le terme ω([X, Ω̃(θi, θj)]

•, U) = G(Λ(R̂(θi∧θj)), JU). En réunissant ces deux
calculs, on obtient le résultat.
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CHAPITRE 8

INTÉGRABILITÉ DE J

8.1. Opérateur de Hodge

D'une manière générale, si M est variété riemannienne orientée de dimension n, pour
tout 0 ≤ p ≤ n l'opérateur de Hodge, noté ?, est un opérateur linéaire de ∧pTM dans
∧n−pTM que l'on peut dé�nir comme suit :
•En chaque point x ∈ M , si e1, ..., en est une base orthonormale directe de TxM ,on sait
que e1 ∧ ... ∧ en est indépendante de la base choisie car si e

′
1, ..., e

′
n est une autre base du

même type :
e
′
1∧ ...∧e′n = det()e1∧ ...∧en où det()=déterminant du changement de base=1. On posera
ωgx = e1 ∧ ... ∧ en qui est donc intrinsèque (ne dépend pas de la base choisie).
•Pour x ∈ M , et α ∈ ∧pTxM on considère la forme linéaire ∧n−pTxM → R : β → λ(β)

où λ est le scalaire dé�ni par : α ∧ β = λωgx.
La métrique g étant non dégénérée sur ∧n−pTxM , il existe un seul élément, noté ?α, dans
∧n−pTxM , et telle que pour tout β ∈ ∧n−pTxM :

α ∧ β = g(?α, β)ωgx.(1)

Si on se donne une base orthonormée e1, ..., en de TM , compatible avec l'orienta-
tion, si de plus 1 ≤ i1 < i2 < ... < ip ≤ n alors on véri�e que :
?(ei1 ∧ ... ∧ eip) = ej1 ∧ ... ∧ ejn−p pour tout multi-indice j1, j2, ..., jn−p tel que
ei1 ∧ ... ∧ eip ∧ ej1 ∧ ... ∧ ejn−p = e1 ∧ ... ∧ en. Il su�t de véri�er que ce terme véri-
�e l'identité (1) ci-dessus.

8.2. σa et µa

Dé�nition 8.2.1. � Soit a ∈ π−1(x). On dé�nit σa et µa :∧2TM → ∧2TM par :

σa(X ∧ Y ) = a(X) ∧ Y +X ∧ a(Y )

µa(X ∧ Y ) = a(X) ∧ a(Y )−X ∧ Y

.



On véri�e que σ2
a = 2µa, que σa est ĝ-antisymétrique, et que µa est ĝ-symétrique.

8.3. cas particulier n=4

8.3.1. W+ et W−. � Dans ce cas on véri�e que ?2 = Id∧2TM . On en déduit une
décomposition ∧2TM = ∧2

+ ⊕∧2
−, correspondant aux deux sous-espaces propres liés aux

valeurs propres +1 et -1. On note p+ et p− les deux propections associées. On pose alors
W+ = W ◦ p+ et W− = W ◦ p−. On a la décomposition de l'opérateur de Weyl :

W = W+ +W−.

On véri�e (et on admet ici) que E étant un espace vectoriel enclidien de dimension 4,
si on considère l'ensemble Endsym(∧2(E)) des endomorphismes symétriques, on a la
décomposition orthogonale :

Endsym(∧2(E)) = R ?⊕RId⊕Z ⊕W .

On peut sur ces sujets consulter par exemple [B]. Cette identité est la conséquence du
fait que Trace(? ◦ R̂)=0 pour tout R tenseur véri�ant les 4 conditions a,b,c,d décrites
au début du document et d'un argument de dimension. (les deux espaces à gauche et à
droite sont de même dimension 21).
On déduit que Tr(W ) = 0 (orthogonalité de W avec Id∧2TM)et Tr(? ◦W ) = 0 (orthogo-
nalité de W avec ?).
On montre de plus que ∀ϕ ∈ W , ϕ ◦ ? = ? ◦ ϕ, ce qui entraine en particulier que
W ◦ ? = ? ◦W . Il résulte de cette propriété et de la dé�nition de W+ et W− que :
? ◦W = ? ◦W+ + ? ◦W− = W+ −W−, soit : W+ = 1

2
(W + ? ◦W ), W+ = 1

2
(W − ? ◦W ).

De ce qui précède, on déduit Tr(W ) = Tr(W+) = Tr(W−) = 0.

8.3.2. Anti-autodualité. �

Dé�nition 8.3.1. � En dimension 4, la métrique g deM est dite anti-autoduale(AAD)
(respectivement autoduale) si W+=0 (respectivement W−=0).

Par exemple les espaces (M, g) à courbure nulles (cas de R4 ou T 4 = R4

Z4 munis des
métriques naturelles ) ont des métriques AAD, puisque R = 0. Les surfaces K3 munies
d'une métrique Ricci-plate (qui existe) aussi, par le théorème de Calabi-Yau. Dans ce
dernier cas, R̂ = W−.

8.3.3. ∧+x et ∧−x. � On se place dans (τ(M, g), π,M). En considérant u ∈ π−1(x) =

{u ∈ SO(TxM), u2 = −Id, u >> 0}, il existe une C-base e1, e2 de TxM telle que
e1, u(e1), e2, u(e2) soit une R base g-orthonormale directe de TxM . On a alors Φ(u) = e1∧
u(e1)+e2∧u(e2)(voir en 7.1 la dé�nition de Φ) et comme u >> 0, ∗e1∧u(e1) = e2∧u(e2)

d'où ∗Φ(u) = Φ(u), donc Φ(π−1(x)) ⊆ ∧+x (abrégé de ∧2
+TxM) . De plus ĝ(Φ(u),Φ(u)) =

ĝ(e1 ∧ u(e1) + e2 ∧ u(e2), e1 ∧ u(e1) + e2 ∧ u(e2)) = 2, d'où Φ(π−1(x)) ⊆ S√2(∧+x) (sphère
de rayon

√
2 de ∧+x). D'une manière analogue au �bré (τ(M), π,M) on peut considérer

46



le �bré (τ ′(M), π′,M) où au lieu de considérer les endomorphismes >> 0, on considère
les endomorphismes << 0.

Proposition 8.3.2. � On a

1. si u∈ SO(TxM), tel que u2=-Id , alors u >> 0⇔ ∗Φ(u) = Φ(u).

2. On a Φ(π−1(x)) = S√2(∧+x). De même on a Φ(π
′−1(x)) = S√2(∧−x).

3. Si u1 et u2 ∈ so(TxM)(endomorphismes anti-symétriques) tels que Φ(u1) ∈ ∧+x et

Φ(u2) ∈ ∧−x alors [u1, u2] = 0(= u1 ◦ u2 − u2 ◦ u1).

Démonstration. � 1. On a déja montré l'implication ⇒. À l'inverse, si ∗Φ(u) = Φ(u),
en utilisant une base g-orthonormale comme ci dessus e1, u(e1), e2, u(e2), Φ(u) =

e1∧u(e1) + e2∧u(e2) , ∗e1∧u(e1) = εe2∧u(e2) avec ε=+ ou -1 selon que cette base
est directe ou non. Comme ∗2 = Id, on déduit ∗Φ(u) = εΦ(u) = Φ(u) ; donc ε=1,
donc la base est directe et u>>0.

2. On prend θ1, θ2, θ3, θ4 une base orthonormale directe de TxM . Alors X1 = 1√
2
(θ1 ∧

θ2 + θ3 ∧ θ4), X2 = 1√
2
(θ1 ∧ θ3 − θ2 ∧ θ4), X3 = 1√

2
(θ1 ∧ θ4 + θ2 ∧ θ3), forment

une base orthonormale de ∧+. De plus Xi = 1√
2
Φ(ui) i=1,2,3 les endomorphismes

ui véri�ant les relations quaternioniques u2
i = −Id, u1u2 = −u2u1 = u3.(u1, u2 et

u3 ont pour matrices I, J,K indiquées au début du document, dans la base {θi})
. Si ξ ∈ S√2(∧+x), ξ = aX1 + bX2 + cX3 , a, b, c ∈ R et a2 + b2 + c2 = 2, soit

( a√
2
)2 + ( b√

2
)2 + ( c√

2
)2 = 1 ; d'où ξ = Φ(au1+bu2+cu3√

2
) et ( (au1+bu2+cu3√

2
)2=-Id. On véri�e

que au1+bu2+cu3√
2

∈ SO(TxM), car det(au1 + bu2 + cu3) = (a2 + b2 + c2)2 = 4 et la
matrice considérée est anti-symétrique . Comme ξ ∈ ∧+ par hypothèse, en utilisant
1-, on obtient au1+bu2+cu3√

2
>> 0 d'où le résultat.

3. On peut toujours supposer u1 6= 0 et u2 6= 0, que ||Φ(u1)|| =
√

2 et ||Φ(u2|| =
√

2,
auquel cas, d'après 2-, u1 ∈ SO(TxM) (groupe spécial orthogonal), u2

1 = −Id,
u1 >> 0. De même, u2 ∈ SO(TxM)(groupe spécial orthogonal), u2

2 = −Id, u2 << 0.
En utilisant les notations des quaternions, il existe p, q ∈ H (imaginaires purs) tels
que u1(x) = p.x et u2(x) = x.q, d'où u1 ◦u2(x) = p.x.q = u2 ◦u1(x), soit [u1, u2] = 0.

8.3.4. Propriétés liées à σa et µa en dimension 4. � Soit a ∈ π−1(x). On a
dé�ni précédemment de manière générale (sans restriction de dimension) σa et µa deux
endomorphismes de Λ2TxM ,

Proposition 8.3.3. � On a, en dimension 4

1. Imσa et Imµa sont inclus dans ∧+x.

2. X ∧ Y + a(X) ∧ a(Y ) ∈ ∧−x ⊕ (Φ(a)) où (Φ(a)) est le sous-espace de dimension 1

de ∧+x engendré par Φ(a). De même X ∧ a(Y )− a(X) ∧ (Y ) ∈ ∧−x ⊕ (Φ(a)).

Démonstration. � 1. Soit B = (θ1, ..., θ4) une base orthonormée directe de TxM .
On peut faire une démonstration directe en prenant successivement a tel que
Mat(a,B) = I,Mat(a,B) = J ,Mat(a,B) = K, où I, J,K sont les matrices décrites
au début de la thèse, en véri�ant la propriété dans chaque cas, puis en écrivant que
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tout endomorphisme a de la �bre en x est une combinaison linéaire de I, J etK.
La démonstration proposée ici est plus intrinsèque. Un élément de ∧2TxM peut
toujours s'écrire : ξ =

∑
i,j uijθi ∧ θj où U = (uij) est une matrice anti-symétrique.

On a alors σa(ξ) =
∑

i,j uij(a(θi)∧ θj + θi ∧ a(θj)). On écrit a(θi) =
∑

kXkiθk , d'où

σa(ξ) =
∑
i,j,k

uijXkiθk ∧ θj +
∑
i,j,k

uijXkjθi ∧ θk

=
∑
k,j

(XU)kjθk ∧ θj −
∑
i,j,k

(UX)ikθi ∧ θk.

En permutant k et i dans la dernière somme puis en changeant i en j, on ob-
tient : σa(ξ) =

∑
k,j[X,U ]kjθk ∧ θj. De plus Φ : so(TxM) → ∧2TxM est linéaire,

et Φ(π−1(x)) ⊆ ∧+x d'après la proposition précédente, qui est un espace vectoriel.
La di�érentielle de Φ en a envoie donc l'espace tangent en a à la �bre dans ∧+x.
L'endomorphisme v, dont la matrice est [X,U ] dans la base {θi} est dans cet espace
tangent (v antisymétrique et v ◦ a+ a ◦ v=0), donc Φ(v) ∈ ∧+x et σa(ξ) = −2Φ(v).

2. On peut supposer que X = e1, premier élément d'une base orthonormée directe
e1, a(e1), e2, a(e2). Alors Y = αe1 + βa(e1) + γe2 + δa(e2) et

X ∧ Y + a(X) ∧ a(Y ) = e1 ∧ Y + a(e1) ∧ a(Y )

= e1 ∧ (βa(e1) + γe2 + δa(e2)) + a(e1) ∧ (−βe1 + γa(e2)− δe2)

= 2β(e1 ∧ a(e1)) + γ(e1 ∧ e2 + a(e1) ∧ a(e2)) + δ(e1 ∧ a(e2)− a(e1) ∧ e2).

Pour �nir, a(e1) ∧ a(e2) + e1 ∧ e2 ∈ ∧−x, e1 ∧ a(e1) = 1
2
((e1 ∧ a(e1) + e2 ∧ a(e2) +

(e1 ∧ a(e1)− e2 ∧ a(e2)) ∈ (Φ(a))⊕∧−x ((Φ(a)) désigne le sous espace de dimension
1 engendré par Φ(a)) et (e1 ∧ a(e2)− a(e1)∧ e2) ∈ ∧−x. L'autre démonstration peut
s'obtenir en remplacant Y par a(Y ).

8.4. CNS

Théorème 8.4.1. � L'intégrabilité de J sur τ(M, g) équivaut à

1. dimM = 4, la métrique g de M est AAD.

2. dimM > 4, W=0 (g est conformément plate).

Démonstration. � Le principe de la démonstration consiste à montrer à quelle condition
le tenseur de Nijenhuis NJ est nul. On calcule ce tenseur sur les types de vecteurs hori-
zontaux et verticaux. On s'apercoit que la seule obstruction éventuelle à sa nullité est le
calcul de NJ(θ̂, θ̂′) où θ et θ′ sont dans TM , les autres con�gurations étant toujours nulles
(NJ(V, V

′) = 0 = NJ(V,H)).

Lemme 8.4.2. � .On a les relations

1. [Jθ̂i, Jθ̂j] = J∇̂aθiθj − J∇̂aθjθi + [X, Ω̃(aθi, aθj)]
•.

2. J[Jθ̂i, θ̂j] = J∇̂aθiθj + ∇̂θjθi + J[X, Ω̃(aθi, θj)]
•.

3. NJ(θ̂i, θ̂j) = [X, Ω̃(aθi, aθj)− Ω̃(θi, θj)−XΩ̃(aθi, θj)−XΩ̃(θi, aθj)]
•.
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Démonstration. � On utilise dans cette preuve des notations du type ∇θia(θj),
∇aθi(θj),∇aθia(θj) qui n'ont pas de sens à priori, car les champs de type a(θi) =

∑
j Xjiθj

sont des champs sur τ(M), et non sur M . Dans ce qui suit, il faut comprendre les
expressions considérées comme

∇θia(θj) =
∑
k

Xkj∇θiθk , ∇aθia(θj) =
∑
k,h

XhiXkj∇θhθk

∇aθi(θj) =
∑
k

Xki∇θkθj.

En bref dans ces expressions, les variables Xij sont "`transparentes" (considérées comme
constantes).
On se �xe un repère local R(x) = (x; θ1(x), ..., θ2n(x)). On se place en un point a de

τ(M) de coordonnées (x,X) dans R. On a (*)a(θi) =
∑

kXkiθk.

1. [Jθ̂i, Jθ̂j] = [â(θi), â(θj)] =
∑

k,hXkiXhj[θ̂k, θ̂h] +Xkiθ̂k(Xhj)θ̂h −Xhj θ̂h(Xki)θ̂k ;
On examine les trois sommes de ce développement :
(a)

S1 =
∑
k,h

XkiXhj[θ̂k, θ̂h)] =
∑
k,h

XkiXhj([̂θk, θh] + [X, Ω̃(θk, θh)]
•)

= ̂∇a(θi)a(θj)− ̂∇a(θj)a(θi) + [X, Ω̃(aθi, aθj]
•)

Remarquons que a(θi)(Xrs) = 0 puisque un élément θk n'a d'e�et que sur les
fonctions en x, pas sur les fonctions en X.

(b)

S2 =
∑
k,h

Xkiθ̂k(Xhj)θ̂h =
∑
k,h

Xki[X, η̃(θk)]hj θ̂h

=
∑
k,h,t

(XkiXhtη̃tj(θk)−Xkiη̃ht(θk)Xtj)θ̂h

=
∑
h,t

Xhtη̃tj(a(θi))θ̂h −
∑
h,t

η̃ht(aθi)Xtj θ̂h

= J(∇̂a(θi)θj)− ̂∇a(θi)a(θj)

en utilisant la relation (*) ci-dessus.
(c) s'obtient à partir de la deuxième en permutant i et j soit

S3 = J(∇̂a(θj)θi)− ̂∇a(θj)a(θi).

Soit

1 = S1 + S2 − S3

= ̂∇a(θi)a(θj)− ̂∇a(θj)a(θi) + [X, Ω̃(aθi, aθj)]
•)

+J(∇̂a(θi)θj)− ̂∇a(θi)a(θj)− J(∇̂a(θj)θi) + ̂∇a(θj)a(θi)

= [X, Ω̃(θi, θj)]
•) + J(∇̂a(θi)θj)− J(∇̂a(θj)θi).

Ceci termine la preuve du point 1.
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2. Ici,

[Jθ̂i, θ̂j] = [
∑
k

Xkiθ̂k, θ̂j] =
∑
k

Xki[θ̂k, θ̂j]− θ̂j(Xki)θ̂k

=
∑
k

Xki([̂θk, θj] + [X, Ω̃(θk, θj)]
•)−

∑
k

[X, η̃(θj)]kiθ̂k

=
∑
k

Xki(∇̂θkθj − ∇̂θjθk) + [X, Ω̃(aθi, θj)]
•)−

∑
k,t

(Xktη̃ti(θj)− η̃kt(θj)Xti)θ̂k.

En utilisant encore le fait que θrs(Xmn) = 0 pour tous indices m,n, r, s on obtient

[Jθ̂i, θ̂j] = ∇̂aθiθj − ∇̂θjaθi + [X, Ω̃(aθi, θj)]
•)− J(∇̂θjθi) + ∇̂θjaθi)

= ∇̂aθiθj + [X, Ω̃(aθi, θj)]
•)− J(∇̂θjθi).

Quand on applique J a cette expression, du fait que J2 = −Id, on obtient bien la
formule du point 2.

3. Pour le point 3, on utilise les résultats obtenus

NJ(θ̂i, θ̂j) = [Jθ̂i, Jθ̂j]− J[Jθ̂i, θ̂j]− J[θ̂i, Jθ̂j]− [θ̂i, θ̂j]

= [X, Ω̃(aθi, aθj)]
•) + J(∇̂a(θi)θj)− J(∇̂a(θj)θi − J∇̂θaθi

θj

−J[X, Ω̃(aθi, θj)]
•)− (∇̂θjθi) + J∇̂θaθj

θi

+J[X, Ω̃(aθj, θi)]
•) + (∇̂θiθj)− [θ̂i, θ̂j].

On déduit alors le résultat en 3-, grâce aux relations

[θ̂i, θ̂j] = [̂θi, θj] + [X, Ω̃(θi, θj)]
•

(voir proposition 6.2.2) et

[θi, θj] = ∇θiθj −∇θjθi.

Dans le lemme suivant on transforme la relation établie en 3-

Dé�nition 8.4.3. � Pour a ∈ τ(M), on dé�nit σa, µa : ∧2TM → ∧2TM par

σa(X ∧ Y ) = a(X) ∧ Y +X ∧ a(Y )

µa(X ∧ Y ) = aX ∧ aY −X ∧ Y.

Lemme 8.4.4. � On a

1. σa est anti-symétrique pour ĝ, produit scalaire sur ∧2TM issu de g.

2. µa est symétrique et 2µa = σ2
a.

3. Si ξ et ξ′ sont deux éléments de TM , et X désignant la matrice de a dans le

repère{θk}, alors : [X, Ω̃(ξ, ξ′)]kl = −ĝ(σa ◦ R̂(ξ ∧ ξ′), θk ∧ θl).

Démonstration. � Les points 1 et 2 se véri�ent sur les éléments de la forme X ∧Y . Pour
le point 3 :
On poseM = Ω̃(ξ, ξ′) ; on aMkl = g(R(ξ, ξ′)θl, θk) = ĝ(R̂(ξ∧ξ′), θl∧θk). (par dé�nition de
R̂). [X, Ω̃(ξ, ξ′)]kl =

∑
tXktMtl−MktXtl. En remplacant les termesMrs par les expressions
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en ĝ on obtient :
∑

tXktMtl = −ĝ(R̂(ξ ∧ ξ′), θl ∧ aθk). De même,
∑

tMktXtl = ĝ(R̂(ξ ∧
ξ′), aθl ∧ θk). En faisant la di�érence , on aboutit �nalement au résultat.

De manière analogue, après développement ,[X,XΩ̃(ξ, ξ′)]kl = −Mkl − (XMX)kl =

ĝ(R̂(ξ ∧ ξ′), θk ∧ θl)− ĝ(R̂(ξ ∧ ξ′), aθk ∧ aθl)=-ĝ(R̂(ξ ∧ ξ′), µa(θk ∧ θl)).

On en déduit les identités :
[X, Ω̃(aθi, aθj)]kl = −ĝ(σa ◦ R̂(aθi ∧ aθj), θk ∧ θl),
[X, Ω̃(θi, θj)]kl = −ĝ(σa ◦ R̂(θi ∧ θj), θk ∧ θl),
[X,XΩ̃(aθi, θj)]kl = −ĝ(µa ◦ R̂(aθi ∧ θj), θk ∧ θl),
[X,XΩ̃(θi, aθj)]kl = −ĝ(µa ◦ R̂(θi ∧ aθj), θk ∧ θl).

Ces relations valant pour tous k et l , la relation NJ(θi, θj) = 0 équivaut à :
−σa ◦ R̂(aθi ∧ aθj) + σa ◦ R̂(θi ∧ θj) + µa ◦ R̂(aθi ∧ θj) + µa ◦ R̂(θi ∧ aθj)) = 0, soit :
−σa ◦ R̂ ◦ µa + µa ◦ R̂ ◦ σa=0 (étant valable pour tous i et j). D'où la proposition

Proposition 8.4.5. � Pour que J soit intégrable , il faut et il su�t que pour tout a ∈
τ(M), σa ◦ R̂ ◦ µa = µa ◦ R̂ ◦ σa , ou encore comme 2µa = σ2

a, σa ◦ R̂ ◦ σ2
a = σ2

a ◦ R̂ ◦ σa ,
ou encore σa ◦ [R̂, σa] ◦ σa = 0.

Maintenant, quand on écrit la décomposition R̂ = Â • g +W , où W est l'opérateur de
Weyl, la contribution de Â • g dans la relation (E) σa ◦ [R̂, σa] ◦ σa = 0 est nulle (que A
soit à trace nulle ou pas). Cela se véri�e sur les éléments et utilise la dé�nition de A • g
(calcul non reproduit ici). On déduit

Proposition 8.4.6. � Pour que J soit intégrable , il faut et il su�t que pour tout a ∈
τ(M), σa ◦ [W,σa] ◦ σa = 0 (relation (E)) , ou W désigne l'opérateur de Weyl.

Pour clore la démonstration du théorème, nous proposons une preuve uniquement
lorsque dimM = 4 en utilisant cette dernière proposition ; on admet le théorème pour
dimM > 4.
Pour un point x �xé dansM , on veut montrer que la relation (E) équivaut àW+(x) = 0

• Si la relation (E) est vraie, on fait varier a ∈ π−1
τ (x) on écrit les matrices de W et de

σa dans une base �xée comme suit. On �xe R(x) = (x; θ1, θ2, θ3, θ4) un repère orthonormé
direct dans TxM . On pose

X1 = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4 , X2 = θ1 ∧ θ3 − θ2 ∧ θ4

X3 = θ1 ∧ θ4 + θ2 ∧ θ3,

alors {X1, X2, X3} est une base orthogonale de ∧x+. De même

Y1 = θ1 ∧ θ2 − θ3 ∧ θ4 , Y2 = θ1 ∧ θ3 + θ2 ∧ θ4

Y3 = θ1 ∧ θ4 − θ2 ∧ θ3,
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alors {Y1, Y2, Y3} est une base orthogonale de∧x−. On écrit la matrice de W+ dans la base
X1, X2, X3

W+ =

w11 w12 w13

w21 w22 w23

w31 w32 w33


•• On prend a tel que a(θ1) = θ2, a(θ2) = −θ1, a(θ3) = θ4, a(θ4) = −θ3. En terme de
matrices, si on note X la matrice de a dans la base {θi}, X = J2. Les matrices de W et
σa sont des matrices 6× 6, et dans la base X1, ..., Y3 elles s'écrivent comme des matrices
2× 2 de matrices 3× 3

W =

(
W+ 0

0 W−

)
, σa =

(
M 0

0 0

)
, avec M =

 0 0 0

0 0 −2

0 2 0


Le calcul de la matrice de σa(et donc M) s'e�ectue sur les éléments de la base X1, ..., Y3.
On peut simpli�er le calcul quand on sait que l'image de σa ⊆ ∧+x, et que σa est anti-
symétrique.(on pourra consulter la proposition 8.3.3). On véri�e facilement que σa(X1) =

0 ; calculons σa(X2) : σa(X2) = σa(θ1 ∧ θ3 − θ2 ∧ θ4) = a(θ1) ∧ θ3 + θ1 ∧ a(θ3) − a(θ2) ∧

θ4 − θ2 ∧ a(θ4) = 2(θ2 ∧ θ3 + θ1 ∧ θ4) = 2X3. On a : M2 =

 0 0 0

0 −4 0

0 0 −4

 La relation

(E) donne alors

(
M 0

0 0

)
.

(
W+ 0

0 W−

)
.

(
M 0

0 0

)
.

(
M 0

0 0

)

=

(
M 0

0 0

)
.

(
M 0

0 0

)
.

(
W+ 0

0 W−

)
.

(
M 0

0 0

)
On obtient queM.W+.M

2 = M2.W+.M (E') qui est une condition sur des matrices 3×3.
Remarquons queW− n'intervient pas dans cette relation. Cette relation conduit aux deux
relations : w22 = w33 et w23 = w32 = 0.
•• Si on prend a tel que a(θ1) = θ3, a(θ3) = −θ1, a(θ2) = −θ4. Par le même calcul, on
obtient la même formule (E'), mais cette fois avec :

M =

 0 0 2

0 0 0

−2 0 0

 et M2 =

−4 0 0

0 0 0

0 −4

 On déduit cette fois w11 = w33,

w13 = w31 = 0. D'où w11 = w22 = w33 = λ.
•• Si on prend a tel que a(θ1) = θ4, a(θ2) = θ3, a(θ3) = −θ2, a(θ4) = −θ3, on trouve de
même w21 = w12 = 0. En résumé la matriceW+ = λ.Id. Comme par ailleurs Trace(W+) =
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0, on déduit λ = 0, soit W+ = 0.
• Inversement, siW+ = 0, alorsW s'écrit comme une matrice 2×2 de matrices 3×3 :W =

(
0 0

0 W−

)
utilisant le fait que pour tout a, la matrice de σa, s'écrit comme une matrice

2 × 2 de matrices 3 × 3 (voir proposition 8.3.3) σa =

(
S 0

0 0

)
soit σ2

a =

(
S2 0

0 0

)
.

Alors, par un calcul évident de matrices, on obtient la relation (E).
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CHAPITRE 9

CHAMPS DE VECTEURS DANS τ (M)

Le calcul de id′d”ω nécessite au préalable une étude précise des crochets de champs
de vecteurs complexes sur τ(M), qui est développée dans ce chapitre. On suppose que
l'opérateur J est intégrable. On considère l'extension C-linéaire de Ja au complexi�é
Taτ(M)c de Taτ(M), que l'on notera aussi J.

Remarque 9.0.7. � Il ne faut pas faire la confusion entre la structure d'espace vectoriel
complexe sur Taτ(M), donnée par Ja et le complexi�é de Taτ(M), Taτ(M)c = Taτ(M)⊗R

C = Taτ(M)⊕ iTaτ(M).

Désormais, sauf cas particulier lorsque l'on fera référence à un champ de vecteur de
τ(M), il s'agira d'un champ de vecteurs complexe.

9.1. Champs holomorphes et anti-holomorphes

Un vecteur tangent holomorphe en a à τ(M) est un élément U de Taτ(M)c tel que
JU = iU . De même un vecteur anti-holomorphe est un élément U de Taτ(M)c tel que
JU = −iU .
Pour les crochets de champs de τ(M)c, on examine ici les propriétés d'holomorphie(h),

d' anti-holomorphie (ah) ainsi que les composantes horizontales(H) et verticales(V ).

Lemme 9.1.1. � Si X et Y sont des champs (anti-) holomorphes, [X, Y ] est aussi

(anti-)holomorphe.

Pour des champs holomorphes X etY, utilisons le théorème de Newlander-Nirenberg
en écrivant [JX, JY ]− J[JX, Y ]− J[X, JY ]− [X, Y ] = 0 = −[X, Y ]− 2iJ[X, Y ]− [X, Y ]

d'ou J[X, Y ] = i[X, Y ].
Le raisonnement est analogue pour deux champs anti-holomorphes.

Lemme 9.1.2. � Pour tout X ∈ (Taτ(M))c, X = 1
2
(I − iJa)(X) + 1

2
(I + iJa)(X),

Xh = 1
2
(I − iJa)(X) représentant la composante holomorphe de X et Xa = 1

2
(I + iJa)(X)

représentant la composante anti-holomorphe de X. remarque : dans l'expression de Xa,

l'indice a placé en haut indique la composante anti-holomorphe et non un point a de

τ(M).

Pour montrer ce lemme, on utilise le fait que J2 = −Id.



Lemme 9.1.3. � Si f et g sont des fonctions d'un ouvert de τ(M) dans R ou C , et U

et V deux champs de vecteurs dé�nis sur cet ouvert

[fU, gV ] = fg[U, V ] + fU(g)V − gV (f)U.

Démonstration. � En e�et, utilisons la propriété d'un crochet : [fU, V ] = f [U, V ] −
V (f)U pour tous champs U et V de τ(M), on obtient :
[fU, gV ] = f [U, gV ]− gV (f)U = −f([gV, U ]− gV (f)U

= −f(g[V, U ]− U(g)V )− gV (f)U = fg[U, V ] + fU(g)V − gV (f)U .

9.2. Crochet de champs de vecteurs horizontaux

Dans cette partie, on généralise la formule donnant [θ̂, θ̂′] à des vecteurs horizontaux
plus complexes. En e�et pour calculer le hessien id′d”ω, de manière exhaustive, il faut
calculer la valeur de cette forme sur plusieurs combinaisons de vecteurs de type holo-
morphes, anti-holomorphes de type I + εJU ou U est horizontal ou vertical, avec ε= +1
ou -1.

Proposition 9.2.1. � On se place en un point a de l'espace twistoriel τ(M). On se

donne un repère local orthonormé direct dans M , R(x) = (x, θ1(x), ..., θ2n(x)). On sup-

pose que les coordonnées de a dans R sont (x,X)(ψR(a) = (x,X) selon les notations

précédentes, où x ∈ M et X ∈ Z+(n)) ; alors, pour ε et ε′ réels

[(I + iεJa)θ̂i, (I + iε′Ja)θ̂j] = H + V

avec

V = composante verticale = [X, Ω̃((I + iεa)θi, (I + iε′a)θj)]
•

H = composante horizontale = (I + iε′Ja)( ̂∇(I+iεa)θiθj)− (I + iεJa)( ̂∇(I+iε′a)θjθi).

Notation : dans la partie consacrée au calcul de dd”ω on posera en général

Ω++
ij = Ω̃((1 + ia)θi, (1 + ia)θj),

Ω−+
ij = Ω̃((1− ia)θi, (1 + ia)θj), etc...

Démonstration. � On utilise les points 1 et 2 du lemme 8.4.2

[(I + iεJ)θ̂i, I + iε′J)θ̂j] = [θ̂i, θ̂j] + iε[Jθ̂i, θ̂j] + iε′[θ̂i, Jθ̂j]− εε′[Jθ̂i, Jθ̂j]

[θ̂i, θ̂j] = ∇̂θiθj − ∇̂θjθi + [X, Ω̃(θi, θj)]
•

iε[Jθ̂i, θ̂j] = iε(∇̂aθiθj(α)− J∇̂θjθi + [X, Ω̃(aθi, θj)]
•)

iε′[θ̂i, Jθ̂j] = −iε′(∇̂aθjθi(β)− J∇̂θiθj(γ) + [X, Ω̃(θi, aθj)]
•)

−ε.ε′[Jθ̂i, Jθ̂j] = −ε.ε′(J∇̂aθiθj(α)− J∇̂aθjθi(β) + [X, Ω̃(aθi, aθj)]
•).

On regroupe les termes horizontaux analogues,par paire, indicés par α, β, γ, λ :

(α) = iε(I + iε′J)∇̂aθiθj , (β) = −iε′(I + iεJ)∇̂aθjθi

(γ) = (I + iε′J)∇̂θiθj , (λ) = −(I + iεJ)∇̂θjθi.
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On conclut alors facilement.

9.3. Crochets d'un champ horizontal et d'un champ vertical

Proposition 9.3.1. � Si A est une matrice antisymétrique de M(2n,R) ; on note ε,

ε′,η,η′ 4 nombres réels. Alors

(a) [θk, [X,A]•]=0 et [θk, J[X,A]•] = 0.

(b) le champ Tk dé�ni sur τ(M) par Tk(x,X) = [θ̂k, [X,A]•] est vertical et égal à

[X, [η̃(θk), A]]•.

(c) Si M = M(x) est une matrice antisymétrique dépendant de la variable x (sera

utilisée avec M(x) = η̃(θk), puis dans la proposition suivante avec M = B =matrice

antisymétrique), alors

[[X,M ]•, J([X,A]•)] = [X,X[M,A]]• = J([X, [M,A]]•).

(c') Si A et B ∈ so(2n), et si on pose U = [X,A] et V = [X,B] qui sont deux champs

de vecteurs verticaux, alors

J([U, V ]) = [JU, V ] = [UJV ].

(d)

[θ̂k, J[X,A]•] = [X,X[η̃(θk), A]]•.

(e) Si on pose U = [X,A]•, avec A une matrice antisymétrique, alors

[(I + εiJ)θ̂k, (I + ε′iJ)U ] = (I + ε′iJ)[X, [η̃((I + εia)θk), A]]•

−εi
∑
r

(I + iε′J)(U)(Xrk))θ̂r.

(e') Si on pose U = [X,A]•, avec A une matrice antisymétrique, alors

[(ηI + εiJ)θ̂k, (η
′
I + ε′iJ)U ] = (η

′
I + ε′iJ)[X, [η̃((ηI + εia)θk), A]]•

−εi
∑
r

(η
′
I + iε′J)(U)(Xrk))θ̂r.

(Non utilisé mais peut servir pour montrer NJ(H, V ) = 0 pour tous vecteurs H

horizontal et V vertical).

Démonstration. � (a) si f(x,X) est une fonction sur τ(M), dé�nie localement

[θk, [X,A]•]f = θk(
∑
rs

[X,A]rs
∂f

∂Xrs

)−
∑
rs

[X,A]rs
∂

∂Xrs

(θk(f)).

Du fait que A est une matrice (constante), que θk(Xij) = 0 pour tous i et
j et que θk(

∂f
∂Xrs

) = ∂
∂Xrs

(θk(f)) (f est supposée C∞), on déduit bien la pre-
mière partie de l'assertion a. L'autre partie se montre d'une manière analogue
(J([X,A]• = [X,XA]•).

(b) est une conséquence de (a) et du lemme 6.1.1.
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(c) En appliquant une fonction f(x,X)

[[X,M ]•, [X,XA]•]f =
∑
m,n,r,s

[X,M ]rs
∂

∂Xrs

([X,XA]mn
∂f

∂Xmn

)

−[X,XA]]mn
∂

∂Xmn

([X,M ]rs
∂f

∂Xrs

).

Les termes des deux sommes qui font intervenir les dérivées ∂2

∂Xrs∂Xmn
(f) =

∂2

∂Xmn∂Xrs
(f) s'annulent de manière évidente. Il reste donc, compte tenu du fait que

[X,XA] = −A−XAX et que A est constante

[[X,M ]•, [X,XA]•]f =
∑

m,n,r,s,p,q

−[X,M ]rs
∂

∂Xrs

(XmpApqXqn)
∂f

∂Xmn

−
∑

r,s,m,n,t

[X,XA]mn
∂

∂Xmn

(XrtMts −MrtXts)
∂f

∂Xrs

.

Ces sommes se décomposent en 4 sommes

α = −
∑

r,s,m,n,p,q

[X,M ]rs
∂Xmp

∂Xrs

ApqXqn
∂f

∂Xmn

, β = −
∑

r,s,m,n,p,q

[X,M ]rsXmpApq
∂Xqn

∂Xrs

∂f

∂Xmn

γ = −
∑
m,n,s

[X,XA]mnMns
∂f

∂Xms

, δ = +
∑
m,n,r

[X,XA]mnMrm
∂f

∂Xrn

En changeant m en r dans la somme γ, et n en s dans la somme δ , on trouve :
γ + δ =

∑
rs[M, [X,XA]]rs

∂f
∂Xrs

Pour la somme α , ne subsistent que les termes pour lesquels r = m et p = s, soit :
α = −

∑
r,s,n,q[X,M ]rsAsqXqn

∂f
∂Xrn

Pour la somme β , q = r et n = s, soit :
β = −

∑
r,s,m,p[X,M ]rsXmpApr

∂f
∂Xms

En interchangeant n en s dans la somme α, et m en r dans la somme β :
α = −

∑
rs([X,M ]AX)rs

∂f
∂Xrs

, β = −
∑

rs(XA[X,M ])rs
∂f
∂Xrs

.

α + β + γ + δ =
∑

r,s([M, [X,XA]]− [X,M ]AX −XA[X,M ])rs
∂f
∂Xrs

Pour �nir :
[M, [X,XA]] − [X,M ]AX − XA[X,M ] = M(−A − XAX) − (−A − XAX)M −
XMAX +MXAX −XAXM +XAMX

=[A,M ] − MXAX + XAXM − XMAX + MXAX − XAXM + XAMX =

X[A,M ]X + [A,M ] = [X,X[M,A]] d'où le résultat en (c).
(c') On applique (c) avec M = B.
(d) résulte du a, et du c appliqué à M=η̂(θk).
(e) appliquons le lemme 9.1.3 : pour tous champs U et V sur τ(M), [fU, gV ] =

fg[U, V ] + fU(g)V − gV (f)U . [(I + εiJ)θ̂k, (I + ε′iJ)[X,A]•] = [
∑

r(δrk +

εiXrk)θ̂r, [X,A]• + iε′
∑

mn[X,XA]mn
∂

∂Xmn
].
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Pour la première somme

[
∑
r

(δrk + εiXrk)θ̂r, [X,A]•]

=
∑
r

((δrk + εiXrk)[θ̂r, [X,A]•]−
∑
r

[X,A]•(δrk + iεXrk)θ̂r

= [X, [η̃((I + iεa)θk), A]]• − εi
∑
r

[X,A]rkθ̂r.

Pour la seconde somme

[
∑
r

(δrk + εiXrk)θ̂r, ε
′i[X,XA]•]

=
∑
r

(δrk + εiXrk)[θ̂r, ε
′i[X,XA]•]− ε′i[X,XA]•(δrk + εiXrk)θ̂r

= iε′
∑
r

(δrk + εiXrk)[X,X[η̃(θr), A]]• + εε′
∑

[X,XA]•(Xrk)θ̂r

= ε′iJ[X, [η̃((I + εia)θk), A]]• + εε′
∑
r

[X,XA]rkθ̂r.

En considérant la somme de ces deux sommes, on voit que le résultat est

[(I + εiJ)θ̂k, (I + ε′iJ)[X,A]•]

= (I + ε′iJ)[X, [η̃((I + ia)θk), A]]• − εi
∑
r

([X,A]rk + ε′i[X,XA]rk)θ̂r

= (I + ε′iJ)[X, [η̃((I + εia)θk), A]]• − εi
∑
r

(I + iε′J)(U)(Xrk))θ̂r.

(e') analogue à (e).

9.4. Crochet de deux champs de vecteurs verticaux

On poursuit la numérotation utilisée ci-dessus : a,b,c,d,e,....

Proposition 9.4.1. � (f) Si A et B sont des matrices antisymétriques alors

[[X,A]•, J([X,B]•] = J([X, [A,B]]•).

((g) Si U = [X,A]•,V = [X,B]•, avec A et B des matrices antisymétriques, et ε =

±1,ε′ = ±1

[(I + εiJ)(U), (I + ε′iJ)(V )] = ((1 + εε′)I + i(ε+ ε′)J)[U, V ].

Démonstration. � (f) Il su�t d'appliquer c- avec M = B.
(g) [(I + εiJ)U, (I + ε′iJ)(V )] = [U, V ] − εε′[JU, JV ] + εi[JU, V ] + ε′i[U, JV ]. Utilisons

l'identité de Newlander [JU, JV ] = J[JU, V ] + J[U, JV ] + [U, V ] ; on trouve [(I +

εiJ)U, (I+ε′iJ)(V )] = [U, V ]−εε′(J[JU, V ]+J[U, JV ]+[U, V ])+εi[JU, V ]+ε′i[U, JV ].
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En utilisant la proposition 9.3.1, [U, JV ] = J[U, V ] = [JU, V ], et d'autre part (J)2 =

−Id soit

[(I + εiJ)U, (I + ε′iJ)(V )] = (1 + εε′)[U, V ] + ((ε+ ε′)iJ)[U, V ].
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PARTIE II

CALCUL DE id′d′′ω DANS LE CAS
n = 2



Dans cette partie, on calcule id′d”ω(a; ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) sur certaines combinaisons
(ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) de vecteurs tangents, qui représentent toutes les combinaisons de vec-
teurs possibles, à l'ordre près. Le point a est indiqué ici pour rappeler que l'on se place
en un point a de τ(M). En général on ne l'indique pas dans la suite, mais il apparait par
ses coordonnées (x,X), où x ∈M et X = Mat(a,R(x)) ∈ Z+(2), où R est un champ de
repères local. Auparavant, on étudie les propriétés spéci�ques à la dimension 2n = 4.



CHAPITRE 10

EXPRESSIONS SIMPLIFIÉES

10.1. θhi ∧ θhj , θhi ∧ θaj
Soit a un élément de τ(M), tel que π(a) = x et un repère local R, tel que R(x) =

(x; θ1, ..., θ4) . On considère les éléments de TxM c θhi = 1
2
(Id− ia)θi et θai = 1

2
(Id+ ia)θi.

Proposition 10.1.1. � θhi ∧ θhj ∈ ∧c+x et θhi ∧ θaj ∈ ∧c−x ⊕ (Φ(a))c.

Pour la démonstration on oublie les coe�cients 1
2
. θhi ∧ θhj = −µa(θi ∧ θj)− iσa(θi ∧ θj).

Cet élément ∈ à ∧c+x, d'après la proposition précédente. De même, θhi ∧ θaj = (θi ∧ θj +

aθi ∧ aθj) + i(θi ∧ aθj − aθi ∧ θj) ∈ ∧c−x ⊕ (Φ(a))c.

10.2. dω et courbure scalaire

L'endomorphisme de courbure R̂ ∈ Sym(∧2TM) peut s'écrire

R̂ =
s

12
Id+B +W

(on peut consulter [K] à ce sujet,à partir de la page 319) où s est la courbure scalaire,
avec A = 1

2
(Ric − s

4
g), B = Â • g et W est l'opérateur de Weyl. L'opérateur B a la

particularité d'envoyer ∧− dans ∧+ et inversement. La partie W− laisse stable les deux
sous-espaces ∧+ et ∧−.
En un point a ∈ τ(M), U étant un vecteur vertical en a, les relèvements horizontaux

sont à prendre en a. On note
θ̂hi = 1

2
(I − iJ)θ̂i = 1

2
̂(I − ia)θi= composante holomorphe du relevé horizontal de θi en a.

θ̂ai = 1
2
(I + iJ)θ̂i = 1

2
̂(I + ia)θi= composante anti-holomorphe du relevé horizontal de θi

en a.
On procède de la même manière pour les vecteurs verticaux :
Uh = 1

2
(I − iJ)U= composante holomorphe de U en a.

Ua = 1
2
(I + iJ)U = composante anti-holomorphe de U en a.



Proposition 10.2.1. � La métrique est supposée anti-autoduale(W+=0). Avec les

mêmes notations que précédemment, on a l'identité

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U) = (1− s

6
)Ua

ij

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U

h) = 0

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U

a) = (1− s

6
)Ua

ij.

Démonstration. � Pour alléger les notations, on "oubliera" les coe�cients 1
2
le temps de

la démonstration concernant les relevés horizontaux . Pour obtenir le résultat, on divisera
à la �n par 4.
L'expession précédemment trouvée, dω(θ̂i, θ̂j, U) = ω(Λ((1

2
Id − R̂)θi ∧ θj), U) étant

multilinéaire, peut être étendue à des champs complexes de sorte que

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U) = ω(Λ((

1

2
Id− R̂)θhi ∧ θhj ), U) = ω(Λ((

1

2
Id− (

s

12
Id+B+W ))(θhi ∧ θhj )), U).

W (θhi ∧ θhj ) = W−(θhi ∧ θhj ) = 0 car θhi ∧ θhj ∈ ∧+. La contribution de W dans le calcul est
donc nulle. Concernant la contribution de B, B(θhi ∧ θhj ) ∈ ∧−, donc Λ(B(θhi ∧ θhj ))(a) =

[a,Φ−1(B(θhi ∧ θhj ))] = 0 : en e�et θhi ∧ θhj ∈ ∧+x,donc B(θhi ∧ θhj ) ∈ ∧−x, on applique alors
proposition 8.3.2 point 3.
Il reste donc

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U) = (

1

2
− s

12
)(ω(Λ(θi ∧ θj), U)

−ω(Λ(a(θi) ∧ a(θj)), U)− iω(Λ(θi ∧ a(θj)), U)

−iω(Λ(a(θi) ∧ θj), U)).

On connait les deux termes ω(Λ(θi∧θj), U) = 2Uij et ω(Λ(aθi∧aθj), U) = −2Uij. Il reste
à calculer le terme en i. On pose toujours a(θi) =

∑
kXkiθk.

iω(Λ(θi ∧ a(θj)), U) + iω(Λ(a(θi) ∧ θj), U)

= i
∑
k

Xkjω(Λ(θi ∧ θk), U) + i
∑
k

Xkiω(Λ(θk ∧ θj), U)

= 2i(
∑
k

XkjUik +XkiUkj) = 2i((UX)ij − (XU)ij);

comme U est vertical en a, XU + UX = 0, donc la somme en i est égale à 4i(UX)ij. Le
résultat �nal est donc

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U) = (

1

2
− s

12
)(4Uij + 4i(XU)ij) = (1− s

6
)4Ua

ij

où Ua désigne la composante anti-holomorphe de U(1
2
(I+iJ)U). Comme indiqué au début

de la démonstration , en divisant par 4, on obtient le résultat.
Les deux résultats annexes s'obtiennent comme suit. Pour la première,

(Uh)a =
1

2
(I + iJ)Uh =

1

4
(I + iJ)(I − iJ)U = 0
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car (I + iJ)(I − iJ) = I − i2J2 = 0. Pour la seconde,

(Ua)a =
1

4
(I + iJ)2U = Ua.

Proposition 10.2.2. � On se place en un point a de τ(M). On désigne par U un

vecteur tangent vertical en a. On désigne par R(x) = (x; θ1, ..., θ4) un repère en x = π(a).

Avec les mêmes notations que dans la précédente proposition

dω(θ̂i
h
, θ̂j

a
, U) = ω(Λ(B(θhi ∧ θaj )), U)

Démonstration. � Examinons d'abord le terme Λ(θhi ∧ θaj ). Écrivons que θhi ∧ θaj ∈ ∧−⊕
(Φ(a)), soit θhi ∧ θaj = α+ λΦ(a), avec α ∈ ∧− et λ ∈ R. Alors Λ(θhi ∧ θaj ) = [a,Φ−1(α) +

λa] = 0 (proposition 8.3.2 : commutation entre a >> 0 et Φ−1α << 0). On déduit

dω(θ̂i
h
, θ̂j

a
, U) = ω(Λ(((

1

2
− s

12
)I +B +W−)θhi ∧ θaj ), U)

= ω(Λ((B +W−)θhi ∧ θaj ), U).

La contribution de W− est nulle pour les mêmes raisons.

10.3. Condition pour que (τ(M), J) soit kählérien

Précisons ici ce que l'on prend comme dé�nition d'une variété kählérienne : c'est une
variété V C∞,riemannienne, munie d'une structure presque complexe J qui soit parallèle,
c'est à dire que ∇J = 0, ou encore pour tout champs X et Y sur V , ∇X(J(Y )) = J(∇XY ).
Si on désigne par ω la forme de Kähler (ω(X, Y ) = g(X, J(Y ))) Cette dé�nition équivaut
à J intégrable et dω = 0.

Proposition 10.3.1. � Si g est anti-autoduale, on a les équivalences

(τ(M), J) kählérien ⇐⇒ dω = 0 ⇐⇒ R̂|∧+ =
1

2
Id∧+ .

Remarque 10.3.2. � Dans l'article [H], on montre que les seules variétés compactes
de dimension 4 ayant un espace de twisteurs kählérien sont conformes équivalentes à S4

ou P2(C), munies de leurs métriques usuelles.

Démonstration. � La première équivalence est la dé�nition. Démontrons la seconde équi-
valence.

⇒ Si dω = 0, par la proposition 10.2.1, s = 6 ; Par la proposition 10.2.2,

Λ((B(θhi ∧ θaj ))(a) = [a,Φ−1(B(θhi ∧ θaj )] = 0.

Notons pour simpli�er ∧+ = ∧2
+TxM et ∧− = ∧2

−TxM . Comme B(∧+) ⊆ ∧− et
inversement, B(θhi ∧ θhj ) ∈ ∧−, d'où

Λ(B(θhi ∧ θhj ))(a) = [a,Φ−1(B(θhi ∧ θhj ))] = 0.
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Par conjugaison, on déduit aussi Λ(B(θai ∧ θaj ))(a) = [a,Φ−1(B(θai ∧ θaj ))] = 0. De
ces propriétés et du fait que θi = θhi + θai , on obtient

[a,Φ−1(B(θi ∧ θj))] = 0.

Mais le terme u = Φ−1(B(θi ∧ θj)) ne dépend pas de a, mais seulement de x.
L'endomorphisme u ∈ so(TxM) est donc tel que [a, u] = a ◦ u − u ◦ a = 0, c'est à
dire que u commute avec tous les éléments a ∈ π−1(x). Montrons alors le

Lemme 10.3.3. � Si u ∈ so(TxM) commute avec tous les éléments de π−1(x),

alors u = 0.

Démonstration. � En e�et, en utilisant la notation des quaternions, un élément a
de π−1(x) s'écrit a(v) = p.v ou p est un quaternion pur de norme 1 (partie réelle
nulle). Si u ◦ a = a ◦ u, on obtient u(p.v) = p.u(v). Comme par ailleurs u est R-
linéaire, u est H- linéaire. Il existe donc λ ∈ H tel que u(v) = λ.v. En réutilisant le
fait que u commute avec tout a , on aboutit au fait que λ commute avec tout élément
de H, c'est à dire que λ est réel. Mais u étant de plus anti-symétrique, u = 0.

D'où R̂ = 1
2
Id+W−, d'où R̂∧+ = 1

2
Id.

⇐ Si R̂∧+ = 1
2
I, alors s=6 et B(∧+) ⊆ ∧+ ; comme de plus B(∧+) ⊆ ∧− on déduit

B|∧+ = 0. Par symétrie de B, B = 0, soit dω = 0, car les seules con�gurations
éventuellement non nulles ont été calculées par les deux dernières propositions.
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CHAPITRE 11

CALCUL DU HESSIEN id′d”ω

11.1. Préparatifs

11.1.1. Vecteurs tangents considérés dans le calcul. � On distingue deux types
de vecteurs tangents élémentaires : champs horizontaux ou verticaux, champs holo-
morphes ou anti-holomorphes. Un vecteur tangent quelconque est décomposable selon
ces deux types car

(Taτ(M))c = Hc
a ⊕ Vca = Ea ⊕Fa

avec :
Hc
a=complexi�é de l'espace des vecteurs tangents en a à τ(M), horizontaux.
Vca=complexi�é de l'espace des vecteurs tangents en a à τ(M), verticaux.
Ea=espace complexe des vecteurs tangents en a à τ(M), holomorphes.
Fa=espace complexe des vecteurs tangents en a à τ(M), anti-holomorphes.
Les vecteurs holomorphes horizontaux en a, de coordonnées (x,X) sont des combinaisons
linéaires de vecteurs de la forme (I − iJ)(θ̂k) : en e�et, si ξ est un tel vecteur , il existe
un seul θ ∈ TxM c, tel que ξ = θ̂a (relèvement en a , R-isomorphisme entre TxMet Ha,
donc entre TxM c et Hc

a par extension C-linéaire de cet isomorphisme). Comme ξ est de
plus supposé holomorphe J(ξ) = iξ. On déduit que (I + iJ)θ̂ = 0.
Comme par ailleurs θ̂ = 1

2
(I − iJ)θ̂+ 1

2
(I + iJ)θ̂, on obtient ξ = θ̂ = 1

2
(I − iJ)θ̂. Il su�t

alors de décomposer θ , dans la base (θ1, ..., θ4). Pour cette raison, il su�t de considérer(et
on notera) des vecteurs tangents horizontaux holomorphes de la forme (I − iJ)(θ̂k). De
même, il su�t de considérer des vecteurs horizontaux anti-holomorphes de la forme (I +

iJ)(θ̂k).
Un vecteur vertical Va en un point a de τ(M), de coordonnées (x,X), où x ∈ M , et

X ∈ Z+(2) est de la forme Va = [X,A]• =
∑

i,j[X,A]ij
∂

∂Xij
, où A désigne une matrice

antisymétrique de M(2n,R) et[X,A] désigne le crochet de deux matrices. Par extension
C-linéaire, un vecteur vertical de Vca peut être représenté par la même formule [X,A]•,
où A est antisymétrique de M(2n,C). Comme pour les vecteurs horizontaux, il su�t de
considérer seulement des vecteurs de la forme (I − iJ)(V ) et (I + iJ)(V ). Pour éviter les
confusions entre a, point de τ(M) et a, type anti-holomorphe, on ne mentionne pas le
point.
Par convention, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, on écrira [X,A] au lieu de

[X,A]•.



11.1.2. Formule utilisée. � Pour calculer d′d”ω, il est plus facile de calculer dd′ω =

−d′d”ω, car on peut dans ce cas utiliser la formule globale : si ξ0, ξ1, ξ2, ξ3 sont des vecteurs
tangents complexes à τ(M)

dd′ω(ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) =
3∑
i=0

(−1)iξi(d
′ω(ξ0, ..., ξ̂i, ..., ξ3))

+
∑

(i,j),0≤i<j≤3

(−1)i+jd′ω([ξi, ξj], ξ0, ..., ξ̂i, ..., ξ̂j, ...ξ3).

11.1.3. Tableau des combinaisons à calculer. � Il résulte de ces commentaires et
du fait que ω est de type (2, 2), que pour connaitre d′d”ω entièrement, il su�t de calculer
dd′ω dans les 9 cas rassemblés dans le tableau ci-dessous, avec les notations U, V,W,X
vecteurs verticaux

champ ξ0 ξ1 ξ2 ξ3

type de champ h h ah ah

cas 1 θ̂hk θ̂hh θ̂ar θ̂as
cas 2 θ̂hk Uh θ̂ar θ̂as
cas 3 Uh V h θ̂ak θ̂ah
cas 4 θ̂hk θ̂hh V a θ̂as
cas 5 θ̂hk Uh V a θ̂ah
cas 6 Uh V h W a θ̂hk
cas 7 θ̂hk θ̂hh Ua V a

cas 8 θ̂hk Uh V a W a

cas 9 Uh V h W a Xa

11.2. Calcul �nal

On rappelle ici les di�érentes formules ou relations concernant d et d′ dont nous nous
servons pour traiter les di�érents cas : Pour des vecteurs de type holomorphes (h) ou
anti-holomorphes (a), des vecteurs horizontaux H ou verticaux (V )

(1)

d′ω(h1, h2, a) = dω(h1, h2, a)

et

d′ω = 0

pour toute autre combinaison de type (a ou h) à l'ordre prés.
(2)

dω(H1, H2, H3) = 0

(3)

dω(V1, V2, V3) = 0

(4)

dω(H,V1, V2) = 0

68



(5)

dω(θhi , θ
h
j , U

a) = (1− s

6
)Ua

ij

(6)

dω(θhi , θ
a
j , U

h) = ω(Λ(B(θhi ∧ θaj )), Uh).

Dans chaque cas, on transforme d'abord les expressions de type d′ω(...) en expressions de
type dω(...), via les relations (1), puis on calcule ces dernières en utilisant les relations
(2) à (6).

11.2.1. Cas 1. � On prend

ξ0 = (I − iJ)θ̂k , ξ1 = (I − iJ)θ̂h , ξ2 = (I + iJ)θ̂r , ξ3 = (I + iJ)θ̂s.

Dans le tableau ci-dessous, on calcule la première somme donnant dd′ω (somme en
(−1)i). On pose χi = d′ω(ξ0, ..., ξ̂i, ..., ξ3). rt représente le calcul e�ectif de χi pour la
valeur i. On utilise aussi les abréviations : h↔ holomorphe , et ah↔ anti-holomorphe.

i χi rt commentaires (−1)iξi(χi)

0 d′ω(ξ1, ξ2, ξ3) 0 ξ2 et ξ3 sont ah 0

1 d′ω(ξ0, ξ2, ξ3) 0 idem 0

2 d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) 0 ξ0 et ξ1 sont h, ξ3 est ah et (2) 0

3 d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) 0 ξ0 et ξ1 sont h, ξ2 est ah et (2) 0

Pour calculer la deuxième somme, on pose rij = [ξi, ξj], et on fait le calcul de

Rij = d′ω(rij, ξ0, ..., ξ̂i, ..., ξ̂j, ..., ξ3)

pour tous les couples (i,j) tels que i < j

(i, j) = (0, 1) R01 = d′ω(r01, ξ2, ξ3). Comme ξ2 et ξ3 sont de type ah, R01 = 0.
(i, j) = (0, 2) r02 = [ξ0, ξ2]) = [X,Ω−+

kr ] + H où H est un vecteur horizontal. Alors, R02 =

d′ω(r02, ξ1, ξ3). Comme ξ1 est de type h et ξ3 de type ah, pour passer à une expression
utilisant d, il faut prendre la composante holomorphe de r02, soit 1

2
(I − iJ)r02. On

obtient

R02 = d′ω(r02, ξ1, ξ3) = dω(
1

2
(I − iJ)r02, ξ1, ξ3).

Comme I et J conservent l'horizontalité et la verticalité des vecteurs, il en va
de même de I − iJ ; en particulier (I − iJ)H est horizontal. En utilisant le fait
que dω(H1, H2, H3) = 0 pour tous champs horizontaux, la composante dω((I −
iJ(H), ξ1, ξ3) = 0. On obtient, en notant [X,Ω−+

hs ]h = 1
2
(I− iX)[X,Ω−+

hs ] = [X, 1
2
(I−

iX)Ω−+
hs ]

R02 = dω(
1

2
(I − iJ)([X,Ω−+

kr ] +H), ξ1, ξ3)

= dω(ξ1, ξ3,
1

2
(I − iJ)[X,Ω−+

kr ])

= 16G(Λ(B(θhh ∧ θas )),
1

2
(X + iI)([X,Φ−1(R̂(θhk ∧ θar ))])
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Le coe�cient 16 intervient suite à nos conventions θhi = 1
2
(I − ia)θi, θ̂i

h
= 1

2
(I −

iJ)θ̂i = θ̂hi ,.... Du fait que θhk ∧ θar ∈ ∧− ⊕ (Φ(a)) et que W− est à valeurs dans ∧−,
lorsqu'on décompose R̂ = s

12
I + B + W les contributions de s

12
I et W− sont nulles.

En e�et si on écrit θhk ∧ θar = µ+ λΦ(a) avec µ ∈ ∧− et λ ∈ R alors

[X,Φ−1(R̂(θhk ∧ θar ))] = [X,Φ−1(
s

12
I +B +W−)(θhk ∧ θar )]

[X,Φ−1(
s

12
I(θhk ∧ θar ))] =

s

12
[X,Φ−1(µ+ λΦ(a))]

[X,Φ−1(µ)] = 0 à cause de la proposition 8.3.2

et [X,λΦ(a)] = λ[X,Φ−1(Φ(a)] = 0.

Dans cette dernière égalité, il y a une légère ambiguité, la relation entre a et X
est que Mat(a,R(πτ (a))) = X. Dans nos conventions X représente a. Maintenant,
[X,Φ−1(W )] = [X,Φ−1(W−)](W+ = 0) = 0 toujours à cause de la proposition 8.3.2.
On conclut que

R02 = 8G(Λ(B(θhh ∧ θas )), (J + iI)(Λ(B(θhk ∧ θar )))).

(i, j) = (0, 3) C'est le même cas que ci-dessus, il su�t de permuter ξ2 et ξ3 ; soit r et s

R03 = 8G(Λ(B(θhh ∧ θar )), (J + iI)(Λ(B(θhk ∧ θas )))).

(i, j) = (1, 2) R12 = d′ω([ξ1, ξ2], ξ0, ξ3) ; en comparant à R03 = d′ω([ξ0, ξ3], ξ1, ξ2) on voit que R12

est obtenu à partir de R03 en permutant k et h , et en permutant r et s, soit

R12 = 8G(Λ(B(θhk ∧ θas )), (J + iI)(Λ(B(θhh ∧ θar )))).

(i, j) = (1, 3) R13 = d′ω([ξ1, ξ3], ξ0, ξ2) est obtenu à partir de R12, en permutant ξ2 et ξ3 soit r et s

R13 = 8G(Λ(B(θhk ∧ θar )), (J + iI)(Λ(B(θhh ∧ θas )))).

(i, j) = (2, 3) R23 = d′ω([ξ2, ξ3], ξ0, ξ1). Comme ξ2 et ξ3 sont de type ah, [ξ2, ξ3] aussi ; de plus

[ξ2, ξ3] = [X,Ω++
rs ]+H où Ω++

rs = Ω̃((I+ia)θr, (I+ia)θs et H est un vecteur horizon-
tal complexe R23 = d′ω([ξ2, ξ3], ξ0, ξ1) = dω([ξ2, ξ3], ξ0, ξ1) = dω([X,Ω++

rs ]+H, ξ0, ξ1).
dω(H, ξ0, ξ1) = 0 car dω = 0 lorsque tous les vecteurs sont horizontaux ; il vient
R23 = dω([X,Ω++

rs ], (I − iJ)θ̂k, (I − iJ)θ̂h).

Posons U = [X,Ω++
rs ]. Alors,R23 = 4dω(θ̂k

h
, θ̂h

h
, U) = 16dω(θ̂k

h
, θ̂h

h
, [X, Ω̃(θar , θ

a
s )]) =

16dω(θ̂k
h
, θ̂h

h
, [X,Φ−1(R̂(θar ∧ θas )]). Cette dernière notation peut prêter à confusion,

car Φ−1(...) est un endomorphisme anti-symétrique et non une matrice. En fait on
devrait dire Mat(Φ−1(R̂(θar ∧ θas )), {θk}). Pour ne pas alourdir les notations, on fera
cet abus de langage.
Utilisons la décomposition R̂ = s

12
I + B + W : (θhr ∧ θhs ) ∈ ∧+ implique

B(θhr ∧ θhs ) ∈ ∧−. De même B(θar ∧ θas ) ∈ ∧−. Le terme en W− est nul aussi
car W− est à valeurs dans ∧−. On déduit que dans la décomposition de R̂, seul s

12
I

a une contribution non nulle. Il reste donc

R23 = 4dω(θ̂k
h
, θ̂h

h
, U) = 16dω(θ̂k

h
, θ̂h

h
, U) = 16(1− s

6
)
s

12
Λ(θar ∧ θas )akh.
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Pour obtenir le résultat �nal, celui indiqué dans le tableau, il faut diviser par 16

dω(θ̂k
h
, θ̂h

h
θ̂r
a
, θ̂s

a
) =

1

16
(−R01 +R02 −R03 −R12 +R13 −R23)

= 0 +
1

2
G(Λ(B(θhh ∧ θas )), (J + iI)(Λ(B(θhk ∧ θar ))))

−1

2
G(Λ(B(θhh ∧ θar )), (J + iI)(Λ(B(θhk ∧ θas ))))

−1

2
G(Λ(B(θhk ∧ θas )), (J + iI)(Λ(B(θhh ∧ θar ))))

+
1

2
G(Λ(B(θhk ∧ θar )), (J + iI)(Λ(B(θhh ∧ θas ))))

−(1− s

6
)
s

12
Λ((θar ∧ θas ))akh

Les termes en J s'annulent dans R02 + R13 ainsi que dans -(R03 + R12), car J2=-Id et J
est G orthogonal, tandis que les autres termes sont les mêmes dans ces mêmes sommes,
ce qui fait disparaitre les coe�cients 1

2

dω(θ̂k
h
, θ̂h

h
θ̂r
a
, θ̂s

a
) = iG(Λ(B(θhh ∧ θas )), (Λ(B(θhk ∧ θar ))))

−iG(Λ(B(θhh ∧ θar )), (Λ(B(θhk ∧ θas ))))− (1− s

6
)
s

12
(Λ((θar ∧ θas )))akh.

11.2.2. Cas 2. �

dd′ω(θ̂k
h
, Uh, θ̂r

a
, θ̂s

a
) = −dd′ω(θ̂k

a
, Ua, θ̂r

h
, θ̂s

h
) = +dd′ω(θ̂r

h
, θ̂s

h
, Ua, θ̂k

a
)

ceci à cause de la propriété de conjuguaison (θ̂i
h

= θ̂i
a
,Uh = Ua). On reconnait la con�-

guration 4 (voir plus loin) sous le terme de conjuguaison ; avec les changements d'indices
et la conjuguaison on obtient le résultat

d”dω(θ̂k
h
, Uh, θ̂r

a
, θ̂s

a
) = (I − ia)θk(

s

12
)Uh

rs.

11.2.3. Cas 3. �

dd′ω(Uh, V h, θ̂k
a
, θ̂h

a
) = dd′ω(θ̂k

a
, θ̂h

a
, Uh, V h) = dd′ω(θ̂k

h
, θ̂h

h
, Ua, V a)

= −dd′ω(θ̂k
h
, θ̂h

h
, Ua, V a) = cas7 = 0

(Voir plus loin pour ce cas).

11.2.4. Cas 4. � On prend ξ0 = (I − iJ)θ̂k, ξ1 = (I − iJ)θ̂h, ξ2 = (I + iJ)U avec
U = [X,A], ξ3 = (I + iJ)θ̂s.

i χi rt commentaires (−1)iξi(χi)

0 d′ω(ξ1, ξ2, ξ3) 0 ξ2 et ξ3 sont ah, 0

1 d′ω(ξ0, ξ2, ξ3) 0 idem 0

2 d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) 0 ξ0 ξ1 et ξ3 sont h 0

3 d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) (1) (1) (1)

(1)χ3 = d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) = dω(ξ0, ξ1, ξ2) à cause des propriétés de d′. Utilisons la propo-

sition qui indique que dω(θ̂i
h
, θ̂j

h
, U) = (1 − s

6
)Ua

ij. On obtient : χ3 = 8(1 − s
6
)Ua

kh. La
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somme des termes en (−1)i est donc −16θ̂s
a
((1 − s

6
)Ua

kh). Pour obtenir le résultat �nal
dans le tableau, il faut diviser par 16.
Calcul de la deuxième somme

(i, j) = (0, 1)

R01 = d′ω(r01, ξ2, ξ3) = 0

car ξ2 et ξ3 sont ah.
(i, j) = (0, 2)

r02 = [ξ0, ξ2] = [(I − iJ)θ̂k, (I + iJ)U ]

= (I + iJ)[X, [η̃((I − ia)θk, A]]• + i
∑
r

(I + iJ)(U)(Xrk)θ̂r = V +H

où H et V sont les composantes horizontales et verticales de r02 (proposition 9.3.1).
R02 = d′ω(r02, ξ1, ξ3) = d′ω(H + V, ξ1, ξ3) = d′ω(H, ξ1, ξ3) + d′ω(V, ξ1, ξ3); comme
tous les vecteurs sont horizontaux, d′ω(H, ξ1, ξ3) = 0 et comme V et ξ3 sont ah on
obtient �nalement

R02 = d′ω(V, ξ1, ξ3) = 0.

(i, j) = (0, 3) r03 = [ξ0, ξ3] = [(I − iJ)θ̂k, (I + iJ)θ̂s] = H + V où H et V sont donnés par la
proposition 9.2.1. Ainsi, R03 = d′ω(r03, ξ1, ξ2) = dω(1

2
(I − iJ)r03, ξ1, ξ2). Comme ξ2

est vertical, dω(1
2
(I − iJ)V, ξ1, ξ2) = 0 soit

R03 = dω(
1

2
(I − iJ)H, ξ1, ξ2) = dω(

1

2
(I − iJ)H, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)U)

avec H = (I + iJ) ̂∇(I−ia)θkθs − (I − iJ) ̂∇(I+ia)θsθk. Utilisons les deux identités (I −
iJ)(I + iJ) = 0, (I − iJ)2 = 2(I − iJ). On trouve

1

2
(I − iJ)H = −1

2
(I − iJ)2 ̂∇(I+ia)θsθk = −(I − iJ) ̂∇(I+ia)θsθk;

D'où

R03 = −dω((I − iJ) ̂∇(I+ia)θsθk, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)U)

= −
∑
l

η̃lk((I + ia)θs)dω(I − iJ)θ̂l, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)U)

= −8
∑
l

η̃lk((I + ia)θs)dω(θ̂l
h
, θ̂h

h
, Ua) = −8

∑
l

η̃lk((I + ia)θs)(1−
s

6
)Ua

lh

= +8(1− s

6
)(η̃((I + ia)θs)U

a)kh.

(i, j) = (1, 2) On compare R12 à R02 :
R12 = d′ω([ξ1, ξ2], ξ0, ξ3) et R02 = d′ω([ξ0, ξ2], ξ1, ξ3). On voit que R12 est obtenu à
partir deR02 en permutant ξ0 et ξ1 qui ont les mêmes types (h,H)(h=holomorphe,H=horizontal),
donc en permutant k et h, soit

R12 = 0.

(i, j) = (1, 3) On compare R13 à R03 :
R13 = d′ω([ξ1, ξ3], ξ0, ξ2) et R03 = d′ω([ξ0, ξ3], ξ1, ξ2). On voit que R13 est obtenu à

72



partir de R03 en permutant ξ0 et ξ1 qui ont les mêmes types (h,H), donc en permutant
k et h,

R13 = +8(1− s

6
)(η̃((I + ia)θs)U

a)hk.

(i, j) = (2, 3) r23 = [ξ2, ξ3] = [(I + iJ)U, (I + iJ)θ̂s] est de type ah, comme crochet de deux champs
de type ah. On déduit que R23 = d′ω(r23, ξ0, ξ1) = dω(r23, ξ0, ξ1) car ξ0 et ξ1 sont de
type h. Par la proposition 9.3.1 , avec ε = ε′ = 1 : [ξ2, ξ3] = −[(I+ iJ)θ̂s, (I+ iJ)U ] =

−(I + iJ)[X, [η̃((I + ia)θs), A]]•+H ou H est horizontal.
Mais comme ξ0 et ξ1 sont aussi horizontaux, dω(H, ξ0, ξ1) = 0 ; il reste

R23 = −dω((I − iJ)θ̂k, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)[X, [η̃((I + ia)θs), A]]•)

= −8dω((θ̂k
h
, θ̂h

h
,
1

2
(I + iJ)[X, [η̃((I + ia)θs), A]]•))

= −8(1− s

6
)[X, [η̃(I + ia)θs, A]]akh

Globalement, dans le cas 4 :

dd′ω(θ̂k
h
, θ̂h

h
, Ua, θ̂s

a
) = 1

16
((−1)3ξ3(χ3)−R01 +R02 −R03 −R12 +R13 −R23) =

(1)θ̂s
a
((1− s

6
)Ua

kh)

(2)− 1
2
(1− s

6
)(η̃((I + ia)θs)U

a)kh
(3) + 1

2
(1− s

6
)(η̃((I + ia)θs)U

a)hk
(4) + 1

2
(1− s

6
)[X, [η̃(I + ia)θs, A]]akh.

Remarque 11.2.1. � Il y a dans ces notations plusieurs ambiguités possibles : d'une
part l'indice s ne doit pas être confondu avec s, la courbure scalaire, d'autre part pour un
élément θ de TxM , (*)θ̂a désigne ici la composante anti-holomorphe du relevé horizontal

de θ en a, (**)1
2
(I + iJ)θ̂a = 1

2
( ̂(I + ia)θ)a. Dans le cas de (*), a indique une composante

anti-holomorphe, dans (**) a désigne le point a de τ(M) en lequel on calcule dω.

(1) = θ̂s
a
( s

6
)Ua

kh − (1 − s
6
)θ̂s

a
(1

2
((I + iJ)[X,A])kh). Pour une fonction f qui ne dépend

que de x, ce qui est le cas de la fonction s,

θ̂s
a
(f) =

̂1

2
(I + ia)θs(f) =

1

2
((I + ia)θs + [X, η̃(I + ia)θs])f =

1

2
((I + ia)θs(f)

car le deuxième terme est nul. Donc, θ̂s
a
( s

6
)Ua

kh = 1
2
(I + ia)θs(

s
6
)Ua

kh. Pour le reste du

calcul, on pose λ = η̃(I + ia)θs. Concernant le terme (1 − s
6
)θ̂s

a
(1

2
((I + iJ)[X,A])kh) ,

seule agit sur la fonction la partie verticale de θ̂s
a
qui est d'après ce qui précède 1

2
[X,λ].

Soit (1)=1
2
(I + ia)θs(

s
6
)Ua

kh − (1− s
6
)1

2
[X,λ](1

2
((I + iJ)[X,A])kh). (Le crochet correspond

au champ de vecteurs). On a ((I + iJ)[X,A])kh = [X, (I + iX)A]kh = (XA− iA−AX −
iXAX)kh.
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Quand on applique le champ [X,λ] à cette fonction, il su�t de remplacer X par [X,λ],
soit

[X,λ]((XA)kh) = ([X,λ]A)kh

[X,λ]((iA))kh = 0 car A est une matrice �xée

[X,λ](AX)kh) = (A[X,λ])kh

[X,λ]((iXAX)kh) = i([X,λ]AX +XA[X,λ])kh.

On déduit

(1) =
1

2
(I + ia)θs(

s

6
)Ua

kh −
1

4
(1− s

6
)([[X,λ], A]− i[X,λ]AX − iXA[X,λ])kh

(2) = −1

4
(1− s

6
)(λ[X, (I + iX)A])kh

(3) = +
1

4
(1− s

6
)(λ[X, (I + iX)A])hk = +

1

4
(1− s

6
)([X, (I + iX)A]λ)kh

(4) =
1

4
(1− s

6
)([X, (I + iX)[λ,A]])kh.

Examinons la somme de matrices (qui apparaissent ci-dessus) :
[[X,λ], A]−i[X,λ]AX−iXA[X,λ]+λ[X, (I+iX)A]−[X, (I+iX)A]λ−[X, (I+iX)[λ,A]]

[[X,λ], A] = XλA− λXA− AXλ+ AλX

−i[X,λ]AX = −iXλAX + iλXAX

−iXA[X,λ] = −iXAXλ+ iXAλX

λ[X, (I + iX)A] = λXA− iλA− λAX − iλXAX
−[X, (I + iX)A]λ = −XAλ+ iAλ+ AXλ+ iXAXλ

−[X, (I + iX)[λ,A]] = −XλA+XAλ+ iλA− iAλ+ λAX − AλX + iXλAX − iXAλX.

Cette somme est nulle( ! !). Il reste donc :

dd′ω(θ̂k
h
, θ̂h

h
, Ua, θ̂s

a
) = (I + ia)θs(

s

12
)Ua

kh.

11.2.5. Cas 5. � ξ0 = (I − iJ)θ̂k, ξ1 = (I − iJ)U , ξ2 = (I + iJ)V , ξ3 = (I + iJ)θ̂h avec
U = [X,A] et V = [X,C] (C et non B pour éviter des confusions avec l'opérateur B, de
∧2TM).

i χi rt commentaires (−1)iξi(χi)

0 d′ω(ξ1, ξ2, ξ3) 0 ξ2 et ξ3 sont ah 0

1 d′ω(ξ0, ξ2, ξ3) 0 idem 0

2 d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) (1) ξ0 et ξ1sont h, ξ3 est ah (1)

3 d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) 0 ξ1 et ξ2sont verticaux 0

(1) = χ2 = d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) = dω(ξ0, ξ1, ξ3) = −dω(ξ0, ξ3, ξ1)

= −dω((I − iJ)θ̂k, (I + iJ)θ̂h, (I − iJ)U)

= −8dω(θ̂k
h
, θ̂h

a
, Uh) = −8G(Λ(B(θhk ∧ θah)), JUh)

= −8iG(Λ(B(θhk ∧ θah)), Uh).
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Notons que JUh = iUh car Uh est holomorphe. D'où :

(−1)2ξ2(χ2) = −16iV a(G(Λ(B(θhk ∧ θah)), Uh)).

Calcul des sommes à double indice

(i, j) = (0, 1)

R01 = d′ω(r01, ξ2, ξ3) = 0

car ξ2 et ξ3 sont ah.
(i, j) = (0, 2) r02 = [ξ0, ξ2] = [(I−iJ)θ̂k, (I+iJ)V ] = Ho+V e, Ho et Ve désignant les composantes

horizontale et verticale, données par la proposition 9.2.1, avec ε = −1,ε′ = +1, et en
remplaçant U par V.

R02 = d′ω(r02, ξ1, ξ3).

V e = (I + iJ)[X, [η̃((I − ia)θk), C]] est vertical comme V e est aussi ah,
d′ω(V e, ξ1, ξ3) = 0. Il reste donc

R02 = d′ω(Ho, ξ1, ξ3) = d′ω(i
∑
r

(I + iJ)(V )(Xrk)θ̂r, (I − iJ)U, (I + iJ)θ̂h)

= −8i
∑
r

V a
rkdω(θ̂r

h
, θ̂h

a
, Uh) = −8i

∑
r

V a
rkG(Λ(B(θhr ∧ θah)), JUh)

= 8
∑
r

V a
rkG(Λ(B(θhr ∧ θah)), Uh).

Notons que JUh = iUh car Uh est holomorphe.
(i, j) = (0, 3) r03 = [ξ0, ξ3] = [(I − iJ)θ̂k, (I + iJ)θ̂h]=(h)+(ah), ou (h) et (ah) désignent les com-

posantes holomorphes et anti-holomorphes. R03 = d′ω((h) + (ah), ξ1, ξ2). Comme ξ2

est ah, la composante d′ω((ah), ξ1, ξ2) = 0. D'où R03 = dω(h, ξ1, ξ2). Comme ξ1 et
ξ2 sont verticaux,

R03 = 0.

(i, j) = (1, 2) r12 = [ξ1, ξ2] = [(I − iJ)U, (I + iJ)V ] = 0 à cause de la proposition 9.4.1. D'ou

R12 = 0.

(i, j) = (1, 3) r13 = [ξ1, ξ3] = [(I−iJ)U, (I+iJ)θ̂h] = Ho+V e , Ho et Ve désignant les composantes
horizontale et verticale, données par la proposition 9.3.1, avec ε = +1,ε′ = −1.
R13 = d′ω(r13, ξ0, ξ2) = d′ω(Ho + V e, (I − iJ)θ̂k, (I + iJ)V ). La contribution de Ve
est nulle car ξ2 est vertical. Il reste donc

R13 = d′ω(Ho, (I − iJ)θ̂k, (I + iJ)V ).

Ho = i
∑

r(I − iJ)(U)(Xrh)θ̂r = 2i
∑

r(U)hrhθ̂r. (−εi = −i, mais il faut prendre
l'opposé à cause de l'ordre).

R13 = 8i
∑
r

Uh
rhdω(θ̂r

h
, θ̂k

h
, V a) = 8i(1− s

6
)
∑
r

Uh
rhV

a
rk

= −8i(1− s

6
)(V aUh)kh.

75



(i, j) = (2, 3) r23 = [ξ2, ξ3] = [(I+iJ)V, (I+iJ)θ̂h] = Ho+V e, Ho et V e désignant les composantes
horizontale et verticale, qui sont données par la proposition 9.3.1, avec ε = ε′ = 1.
R23 = d′ω(r23, (I − iJ)θ̂k, (I − iJ)U)) = 1

2
d′ω((I + iJ)r23, (I − iJ)θ̂k, (I − iJ)U)) =

1
2
dω((I + iJ)r23, (I − iJ)θ̂k, (I − iJ)U)) (passage de d' à d). La contribution de Ve

est nulle car (I − iJ)U est aussi verticale. Il reste

R23 =
1

2
dω((I + iJ)Ho, (I − iJ)θ̂k, (I − iJ)U)).

On a Ho = 2i
∑

r V
a
rhθ̂r, soit

R23 = 8i
∑
r

V a
rhdω(θ̂r

a
, θ̂k

h
, Uh)) = −8i

∑
r

V a
rhdω(θ̂k

h
, θ̂r

a
, Uh))

= −8i
∑
r

V a
rhG(Λ(B(θhk ∧ θar ), JUh) = 8

∑
r

V a
rhG(Λ(B(θhk ∧ θar )), Uh)

En conclusion :(il faut diviser par 16)

dd′ω(θ̂k
h
, Uh, V a, θ̂s

a
) = −iV a(G(Λ(B(θhk ∧ θah)), Uh)) +

1

2

∑
r

V a
rkG(Λ(B(θhr ∧ θah)), Uh)

−1

2
i(1− s

6
)(V aUh)kh −

1

2

∑
r

V a
rhG(Λ(B(θhk ∧ θar )), Uh).

11.2.6. Cas 6. � ξ0 = (I − iJ)U ,ξ1 = (I − iJ)V ,ξ2 = (I + iJ)W , ξ3 = (I + iJ)θ̂k,
avec U = [X,A], V = [X,B], W = [X,C], et A,B,C sont des matrices anti-symétriques
(dans M(2n,R)).

i χi rt commentaires (−1)iξi(χi)

0 d′ω(ξ1, ξ2, ξ3) 0 ξ2 et ξ3 sont ah 0

1 d′ω(ξ0, ξ2, ξ3) 0 idem 0

2 d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) 0 ξ0 et ξ1 sont verticaux 0

3 d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) 0 ξ0 et ξ1 sont verticaux 0

Calcul des sommes à double indice

(i, j) = (0, 1) R01 = d′ω(r01, ξ2, ξ3)=0 car ξ2 et ξ3 sont ah.
(i, j) = (0, 2) r02 = [ξ0, ξ2] = 0 selon la proposition 9.3.1, d'ou R02 = 0.
(i, j) = (0, 3) R03 = d′ω(r03, ξ1, ξ2) = 0 car ξ1 et ξ2 sont verticaux.
(i, j) = (1, 2) R12 = 0. Idem au cas (i,j)=(0,2).
(i, j) = (1, 3) R13 = 0. Idem au cas (i,j)=(0,3).
(i, j) = (2, 3) R23 = d′ω(r23, ξ0, ξ1) = 0car ξ0 et ξ1 sont verticaux.

En conclusion,

dd′ω(ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) = 0.
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11.2.7. Cas 7. � ξ0 = (I − iJ)θ̂k, ξ1 = (I − iJ)θ̂h, ξ2 = (I + iJ)U , ξ3 = (I + iJ)V , avec
U = [X,A], V = [X,B], et A, B sont des matrices anti-symétriques (dans M(2n,R)).

i χi rt commentaires (−1)iξi(χi)

0 d′ω(ξ1, ξ2, ξ3) 0 ξ2 et ξ3 sont ah 0

1 d′ω(ξ0, ξ2, ξ3) 0 idem 0

2 d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) (1) (1)

3 d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) (2) (2)

(1) = χ2 = d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) = dω(ξ0, ξ1, ξ3) = dω((I − iJ)θ̂k, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)V )

= 8dω(θ̂k
h
, θ̂h

h
, V a) = 8(1− s

6
)V a

kh. (V aa = V a).

(2) = χ3 = 8(1− s

6
)Ua

kh.

D'où :
(1)=(−1)2ξ2(χ2) = 16Ua((1− s

6
)V a

kh). Comme s est une fonction de x seulement et que Ua

a une action nulle sur de telles fonctions, (1) = 16(1− s
6
)Ua(V a

kh). De même, en permutant
ξ2 et ξ3, (2) = (−1)3ξ3(χ3) = −16(1− s

6
)V a(Ua

kh). On obtient

(1) + (2) = 16(1− s

6
)[Ua, V a]kh.

Calcul des sommes à double indice

(i, j) = (0, 1) R01 = d′ω(r01, ξ2, ξ3) = 0 car ξ2 et ξ3 sont ah.

(i, j) = (0, 2) r02 = [ξ0, ξ2] = [(I−iJ)θ̂k, (I+iJ)U ] = Ho+V e, Ho et V e désignant les composantes
horizontale et verticale, données par la proposition 9.3.1, avec ε = −1, ε′ = +1.
R02 = d′ω(r02, ξ1, ξ3) = d′ω(Ho+V e, (I−iJ)θ̂h, (I+iJ)V ). La contribution de V e est
nulle car V est vertical, donc aussi (I+iJ)V et alors d′ω(V e, (I−iJ)θ̂h, (I+iJ)V ) = 0.
Il reste donc

R02 = d′ω(Ho, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)V ) = id′ω(
∑
r

(I + iJ)U(Xrk)θ̂r, (I − iJ)θ̂h, (I + iJ)V )

= id′ω(
∑
r

2Ua
rkθ̂r, 2θ̂h

h
, 2V a) = 8i

∑
r

d′ω(Ua
rkθ̂r, θ̂h

h
, V a).

Par passage de d′ à d cette dernière expression est égale à

R02 = 8i
∑
r

Ua
rkdω(θ̂r

h
, θ̂h

h
, V a) = 8i

∑
r

Ua
rk(1−

s

6
)V a

rh = −8i(1− s

6
)(UaV a)kh = 0.

(pour cette dernière écriture, comme U = [X,A], V = [X,B], il s'agit du produit des
deux matrices 1

4
(I + iX)[X,A](I + iX)[X,B] = 1

4
[X,A](I − iX)(I + iX)[X,B] = 0

car (I − iX)(I + iX) = 0 car X2 = −I).
(i, j) = (0, 3) C'est le même cas que (i,j)=(0,2) en permutant le rôle de U et V , soit R03 = 0.
(i, j) = (1, 2) C'est le même cas que (i,j)=(0,2) en permutant k et h, soit : R12 = 0.

(i, j) = (1, 3) C'est le même cas que R03 en permutant h et k soit R13 = 0.
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(i, j) = (2, 3) Puisque r23 = [ξ2, ξ3] = [(I + iJ)U, (I + iJ)V ] = 4[Ua, V a],

R23 = d′ω(r23, ξ0, ξ1) = 4dω((θ̂k
h
, θ̂h

h
, 4[Ua, V a]) = 16(1− s

6
)[Ua, V a]kh.

En conclusion le cas 7

(1) + (2)−R23 = 0.

11.2.8. Cas 8. � ξ0 = (I − iJ)θ̂k, ξ1 = (I − iJ)U , ξ2 = (I + iJ)V , ξ3 = (I + iJ)W .

i χi rt commentaires (−1)iξi(χi)

0 d′ω(ξ1, ξ2, ξ3) 0 ξ2 et ξ3 sont ah 0

1 d′ω(ξ0, ξ2, ξ3) 0 idem 0

2 d′ω(ξ0, ξ1, ξ3) 0 ξ1etξ3 sont verticaux 0

3 d′ω(ξ0, ξ1, ξ2) 0 ξ1etξ2 sont verticaux 0

Calcul des sommes à deux indices

(i, j) = (0, 1) R01 = d′ω(r01, ξ2, ξ3) = 0 car ξ2 et ξ3 sont ah.
(i, j) = (0, 2) R02 = d′ω(r02, ξ1, ξ3) = 0 car ξ1 et ξ3 sont verticaux.
(i, j) = (0, 3) R03 = d′ω(r03, ξ1, ξ2) = 0 car ξ1 et ξ2 sont verticaux.
(i, j) = (1, 2) r12 est vertical comme crochet de deux verticaux, d'où R12 = d′ω(r12, ξ0, ξ3) = 0 car

ξ3 est aussi vertical.
(i, j) = (1, 3) Idem au cas (i, j) = (1, 2).
(i, j) = (2, 3) Idem au cas (i, j) = (1, 2).

Pour le cas 8 on a donc

dd′ω(ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) = 0.

On peut aussi raisonner en utilisant la propriété de conjugaison

dd′ω(θ̂k
h
, Uh, V a,W a) = −dd′ω(θ̂k

a
, Ua, V h,W h) = +dd′ω(V h,W h, Ua, θ̂k

a
)

= 0 = cas6

à une permutation près entre U ,V et W .

11.2.9. Cas 9. � Chaque �bre π−1(x) est kählérienne, donc dω =0 sur des vecteurs
tangents à cette �bre (en un point a de la �bre) qui ne sont autres que les vecteurs
verticaux en a. A fortiori dd′ω = 0 sur ces vecteurs.

11.3. Tableau récapitulatif

Pour obtenir des expressions en id′d”ω, il faut multiplier les résultats obtenus par
−i(d′d” = −d”d′ = −dd′). On résume les résultats dans le tableau ci- dessous. Lorsque
R = 0 ou dans le cas d'une surface K3 munie d'une métrique Ricci-plate , B = 0, s = 0.
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On réunit ces deux cas dans la dernière colonne.

champ ξ0 ξ1 ξ2 ξ3 id'd"ω K3 ou R = 0

type de champ h h ah ah

cas 1 θ̂hk θ̂hh θ̂ar θ̂as (1) 0

cas 2 θ̂hk Uh θ̂ar θ̂as −i(I − ia)θk(
s
12

)Uh
rs 0

cas 3 Uh V h θ̂ak θ̂ah 0 0

cas 4 θ̂hk θ̂hh V a θ̂as −i(I + ia)θs(
s
12

)Ua
kh 0

cas 5 θ̂hk Uh V a θ̂ah (5) −1
2
(V aUh)kh

cas 6 Uh V h W a θ̂hk 0 0

cas 7 θ̂hk θ̂hh Ua V a 0 0

cas 8 θ̂hk Uh V a W a 0 0

cas 9 Uh V h W a Xa 0 0

En posant B = Â • g, A étant l'opérateur de Ricci à trace nulle intervenant dans la
décomposition de R̂

(1) = G(Λ(B(θhh ∧ θas )),Λ(B(θhk ∧ θar )))

−G(Λ(B(θhh ∧ θar )),Λ(B(θhk ∧ θas ))) + i(1− s

6
)
s

12
(Λ(θar ∧ θas ))akh.

(5) = −V a(G(Λ(B(θhk ∧ θah)), Uh))

−i1
2

∑
r

V a
rkG(Λ(B(θhr ∧ θah)), Uh)− 1

2
(1− s

6
)(V aUh)kh

+i
1

2

∑
r

V a
rhG(Λ(B(θhk ∧ θar )), Uh).

11.4. Signe du id′d”ω dans le cas R = 0 ou M est K3

On déduit du tableau précédent, en écrivant le cas 5 :

id′d”ω(θ̂k
h
, Uh, V a, θ̂h

a
) = −1

2
(V aUh)kh.

Si U=V et k=h :
id′d”ω(θ̂k

h
, Uh, θ̂k

a
, Ua) = +1

2
(UaUh)kk = 1

2

∑
r U

a
krU

h
rk). Du fait que les matrices considé-

rées sont antisymétriques et que Ua
kr = Uh

kr, id
′d”ω(θ̂k

h
, θ̂k

a
, Uh, Ua) = 1

2

∑
r

∣∣Uh
kr

∣∣2 ≥ 0.
On peut s'a�ranchir des indices k, car tout θ ∈ TxM , à un coe�cient positif prés (la
norme de θ) peut être considéré comme unitaire :
id′d”ω(θ̂h, Uh, θ̂a, Ua) ≤ 0. D'une manière plus générale, si η est un autre champ sur M
et en tenant compte des résultats :
id′d”ω(θ̂h, η̂h + Uh, θ̂a, η̂a + Ua) ≤ 0. Cette identité peut se traduire en disant que si
θ ∈ TxM et ξ ∈ Taτ(M), avec πτ (a) = x, alors :

id′d”ω(θ̂h, θ̂a, ξh, ξa) ≥ 0.
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11.5. Cas où la variété est Einstein et 2n > 4

Le principe de calcul des cas de 1 à 9 peut être transposé dans le cas général où la
variété M est de dimension 2n, Einstein (B = 0) où la métrique est intégrable (W = 0).
On déduit :

R̂ =
s

2n(2n− 1)
Id∧2 +B +W =

s

2n(2n− 1)
Id∧2

Il reste à modi�er les données initiales suivantes :
1) le théorème 7.3.2 fournit la formule suivante :

dω(θ̂i, θ̂j, U) = ω(Λ((
1

2
Id− R̂)θi ∧ θj), U) = G(Λ((

1

2
Id− R̂)θi ∧ θj), JU).

L'identité de la proposition 10.2.1 est adaptable au cas général par cette formule, et
donne :

dω(θ̂hi , θ̂
h
j , U) = (1− s

n(2n− 1)
)Ua

ij

L'autre identité devient :

dω(θ̂hi , θ̂
a
j , U) = 0

En e�et :
dω(θ̂hi , θ̂

a
j , U) = 1

4
(ω(Λ(θi ∧ θj), U) + ω(Λ(aθi ∧ aθj), U) + iω(Λ(θi ∧ aθj), U)− iω(Λ(aθi ∧

θj), U)) = 1
2
(Uij − Uij + i(XU + UX)ij) = 0 car U est un vecteur vertical en a (de

coordonnées (x,X)).
Alors on peut se convaincre par exemple dans le cas 1, en examinant les calculs en amont
des notions qui utilisent W+, ∧+, ∧− qui sont spéci�ques à la dimension 4, qu'il su�t
de considérer les mêmes formules que dans le cas 4, avec B = 0. En tenant compte du
fait que pour une variété d'Einstein de dimension ≥ 3, la courbure scalaire est constante,
on déduit que dans tous les cas le résultat est nul sauf dans les cas 1 et 5 :

cas1 : i(1− s

n(2n− 1)
)

s

2n(2n− 1)
Λ((θar ∧ θas ))akh.

cas5 : −1

2
(1− s

n(2n− 1)
)(V aUh)kh.
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