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HESSIEN DE LA FORME METRIQUE
SUR LES ESPACES DE TWISTEURS

Noél Le Du

Résumé. — L’objectif principal de la thése est de calculer le Hessien (id'd”w)de la
forme métrique w d’un espace twistoriel associé a une variété riemannienne M orientée
de dimension 4, lorsque la métrique est anti-autoduale. Ces notions seront définies ou
rappelées selon le cas, au fil du document. Pour y parvenir, il est nécessaire d’étudier
en détail les champs de vecteurs sur un tel espace, ce qui constitue la préoccupation
principale du document.

Accessoirement, on revisite les propriétés conformes des espaces twistoriels, surtout la
correspondance bijective existant entre les classes d’isomorphies des espaces twistoriels
et les classes d’équivalences de métriques conformes sur M. Plus directement liée & notre
problématique, on étudie la relation entre les métriques anti-autoduales et les structures
presque complexes intégrables sur M.
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PANORAMA



Dans cette thése, j’étudie les espaces twistoriels. Une des justifications a I'introduction
de tels espaces est la recherche de conditions pour munir des variétés réelles de structures
de variétés complexes, compatibles avec la structure réelle sous-jacente.

Il n’y a que le dernier chapitre (calcul du id'd’w) qui est nouveau, les chapitres
antérieurs étant développés pour rappeler le contexte. Ils sont néanmoins le prétexte
dans certains cas a la recherche de démonstrations personnelles se voulant optimisées.
Dans ces chapitres, je m’appuie essentiellement sur [B-N]| et [D].

Ce calcul peut étre motivé par les considérations suivantes :

Sur Pespace twistoriel 7(M) = 7(M,g) associé & une variété riemannienne (M, g) de
dimension réelle 4, on considére V I'espace des cycles (courbes complexes compactes de
dimension complexe 1) tracées dans 7(M ). Comme exemple d’élément de V, on peut citer
les fibres de 7(M), considéré comme fibré sur M. On note w la forme de kdhler sur 7(M).
On considére la forme ¢ : V — R : 37, n,C; — 35, n; [, w. (sommes finies, avec n; € Z)
Le hessien de ), id’'d”v se calcule en fonction du hessien id'd’w, et la positivité de ce
dernier (par exemple sur les surfaces K3) implique que v est une fonction d’exhaustion
pluri sous-harmonique.

D’une maniére générale, pour un espace vectoriel euclidien E et selon les notations
usuelles, SO(E) désigne le groupe des endomorphismes orthogonaux directs; de méme
so(E) désigne I'espace vectoriel des endomorphismes de F, anti-symétriques. Si £ = R",
on notera SO(n) et so(n) les espaces de matrices associés.

Pour une variété différentiable M, connexe, orientée de dimension paire 2n, munie d’une
métrique riemannienne g, on note 7'M son fibré tangent; on définit le fibré twistoriel
(T(M,g),m, M) (=7(M) en abrégé) comme le fibré sur M, ou 7 : 7(M) — M est la
projection telle que la fibre en x € M s’écrit :

7 (z) = {u € SO(T,M),u* = —Id,u >> 0}.

La propriété u >> 0 sera précisée (endomorphisme a chiralité positive). 7(M) est une
variété réelle de dimension n(n + 1). Les fibres ont de multiples propriétés : ce sont des
variétés réelles de dimension n(n — 1), connexes, compactes, kidhlériennes.

En un point a € 7(M), on définit 'espace des vecteurs tangents verticaux en a comme
I'espace tangent & la fibre 7~ '(z) en a : V, = T,7 (z) C T,7(M) , avec m(a) = z. On
montrera que 'on peut écrire un élément de V, de deux fagons :

Vo={u€ End(T,M), uoa+aou=0et u+u" =0}

Vo ={u € End(T,M, v € so(T, M) tel que u = [a,v]}

On peut aussi décrire la version opérateur différentiel d’un élément de V, de la maniére
suivante : dans un repére local R, un point a est repérable par deux coordonnées x et X



avec X € SO(R?), X? = —Id et X >> 0. Un élément V de V, peut alors s’écrire :

V= %:[X, S]Z‘ja%ij = ([X, S]* symboliquement)
ou S € so(2n). En considérant PgoM, fibré des repéres orthonormés directs sur M et la
connexion riemannienne sur M, en un point a € 7(M) on montre l’existence d’un espace
horizontal H, privilégié tel que T,7(M) =V, ® H,, tel que m,, soit un isomorphisme de
H, sur T, M. Si 6 € T, M, on définit et on note 02 Vantécédent horizontal de 0 par cet
isomorphisme (donc Ta® = 6), que 1'on appelle le relevé horizontal de 6 en a. Lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité , on ne note pas I'indice a. Le point a étant fixé de coordonnées

(z,X), je montre que pour tous champs 6 et 6 sur M (champs basiques)

0.07= 0,07+ [X.90.0)]"
ou 2 est la 2-forme de courbure de M (& valeurs dans so(2n)).

Puis on définit une structure presque complexe J, € End(T,7(M)) de la maniére
suivante : -
o sur H, : J,(0%) = a(@)a, (relevé horizontal en a de a(6)).
e sur V, : J(u) = aou (selon la forme des éléments de V, donnée plus haut).

Désignant par é, 0" des éléments de H,et par u, v’ des éléments de V,, on définit une
métrique G sur 7(M) comme suit :
G(0,0) = g(0.0) , G(A,u) = 0, (H, et V, sont donc orthogonaux par définition),
G(u,u') = —3Trace(uou’). En général, on omet a dans les notations, sachant néanmoins
que a est représenté par ses deux coordonnées (z, X). On vérifie du fait des propriétés de
a que J?=-Id et que J est G orthogonal. La forme de kihler relative & J et G est définie
pour tous U et V € T,7(M) par :

w(U,V)=G(U,JV).

On suppose J intégrable. Alors il existe une seule structure de variété complexe sur
7(M), compatible avec J. Alors on a les deux décompositions, T,7(M)¢ = HE @ VS =
T, 7 (M) @& T,7(M)", avec la notation c=complexifié, le deuxiéme membre désignant les
champs holomorphes et anti-holomorphes, c’est a dire : (T,7(M) = {U, J,U = iU} et
(T,7(M) ={U, J,U = —iU}.

On montre qu’il existe un isomorphisme @ : so(T, M) — A>T, M, défini par §(®(u), X A
Y) = g(u(X),Y) ou g est le produit scalaire construit sur A*T'M a partir de g. Pour deux
vecteurs 6 et §' de T, M, on définit alors le champ vertical A(O A0 )(a) = [a, D~ (OAH)]".

On montre alors la relation entre dw et R opérateur de courbure ( € Sym(A2TM)),
qui n’est autre que la formule montrée dans |[B-IN| mise sous une autre forme : dans un
repére R(x) = (z; 64, ...,0s,), U désignant un vecteur vertical,

~

deo 6, 6, U) = G(A((%Id — R)6 A 0),T0).

La forme dw s’annule sur les autres types de triplets relatifs & la décomposition hori-
zontale /verticale car si H, Hy, Hs, ... désignent des vecteurs horizontaux et V;, V... des



vecteurs verticaux
dw(Hy, Hy, Hs) = 0, dw(Vy, Vo, H) = 0, dw(V, Ve, V3) = O.

Ces trois derniéres relations sont démontrées dans |B-N| et seront admises dans la suite.
On a une décomposition

S

— " Id Aeyg
2n(2n N 1) A2TM + ®g + W

R =
qui est orthogonale dans Sym(A?T'M) pour le produit scalaire (u,v) = Trace(u o v), et
ot TraceA = 0. Le tenseur W s’appelle le tenseur de Weyl.

Dans le cas 2n = 4, grace a Uopérateur de Hodge, qui vérifie > = Id, on peut écrire la
décomposition

NT,M = NT,M & N T, M,
avec
NT,M = {p € NPT, M,xp = o}, N2T,M = {p € N°T,M,xp = —p}.

Pour simplifier les notations on écrira en général A, = A*T, M, Ay, = A2T,M et A, =
A2 T.M de sorte que A, = Aypp @ A_,. Cette décomposition permet de scinder W en
W=W, + W_. La métrique g est dite anti-autoduale si W, = 0. Il y a alors une relation
connue entre l'intégrabilité de J et le tenseur de Weyl : J est intégrable si et seulement
si: pour 2n =4 W, =0 et pour 2n > 4, W = 0.

Les propriétés conformes sont revisitées : il y a une équivalence entre les classes d’iso-
morphie de fibrés twistoriels et les classes de métriques conformes. On termine cette
partie en faisant correspondre les structures intégrables de deux variétés conformes : si
o :(M,g) — (N, h) est conforme, il y a une correspondance bijective entre les structures
presque complexes intégrables de M et de N via 0. On pose nd— pole nord de S*. On
applique & M = S* — (nd), N = R%, o étant la projection stéréographique. Comme
les structures intégrables de R?* sont toutes de la forme al + bJ + cK ou a,b,c sont des
constantes réelles avec a® + b? + =1, et I, J, K sont des structures presques complexes
¢lémentaires de R?, vérifiant les relations quaternioniques usuelles, on en déduit celles de
S* — (nd). Notons qu’il n’existe aucune structure presque complexe intégrable sur S* en
entier (résultat da a JP Serre).

Je termine ce résumé par une bréve description du calcul de ddw(= —d'd’w), en
dimension 2n = 4, et en supposant que J est intégrable, ce qui est équivalent & g est anti-
autoduale. La forme dd'w est de degré 4 et de type (2,2). Pour la calculer, il "suffit" donc
de la calculer sur des configurations dd'w(h, ', ah,ah’) ou h et h' sont des vecteurs de type
holomorphe et ah et ah’ sont des vecteurs de type anti-holomorphes. Les différents cas
sont répertoriés dans un des tableaux en fin de document, qui combine les deux types de
vecteurs tangents & 7(M) en un point a de 7(M) : horizontal /vertical, holomorphe/anti-
holomorphe.

Pour un vecteur tangent L a 7(M) quelquonque, on a la décomposition :L = L" 4+ L¢
ou L" = I(L —iJL) désigne la composante holomorphe de L, et L* = 1(L +iJL) désigne

2
la composante anti- holomorphe de L. Ce qui simplifie les calculs, c¢’est en particulier le



fait que en dimension 2n=4,

dw(0;".6,",U) = (1 - g)U;;.,
s désignant la courbure scalaire (ce qui montre au passage que si la métrique naturelle de
T(M) est kihlérienne, alors s = 6). De plus, pour u et v € so(T, M), tels que ®(u) € A4,
et ®(v) € A_,, alors [u,v] = uov—vou = 0. Ceci s’applique dans le cas ot u = a € 7(M),
et £ € N_,, alors [a, ®71¢] = 0.

Dans le tableau de calcul, sont répertoriés I'ensemble des cas possibles (a I'ordre prés).
La régle de conjuguaison permet de limiter les calculs : en effet au signe prés, les cas 2 et
4 sont conjugués, de méme que les cas 3 et 7, et les cas 6 et 8. Le cas 9 est traité a part,
puisque dw=0 sur les vecteurs verticaux (la fibre est kihlérienne). Les calculs sont réalisés
a laide de lemmes, concernant les crochets de champs de vecteurs en particulier. Les
résultats sont réunis dans le tableau suivant, le cas particulier ot M est une surface K3,
munie d’'une métrique Ricci-plate laissant apparaitre qu’il n’y a qu’une seule configuration
qui est non nulle (deux vecteurs horizontaux, 'un holomorphe, 'autre anti-holomorphe,
et deux vecteurs verticaux, avec les mémes caractéristiques).

champ &1 & | & | & id’d"w K3ouR=0
type de champ | A | h | ah | ah

cas 1 or | on | 6o | e (1) 0

cas 2 op | U | 0% | 09 || —i(I —ia)0,(5)UL 0

cas 3 uh|vh é;; ég 0 0

cas 4 op | OF | Ve 09 || —i(1 +ia)0y(3)UL 0

cas b or (Ut | ve | oe (5) — (VUM
cas 6 Uh | vhlwe| oh 0 0

cas 7 or | an | Ue | ve 0 0

cas 8 or | UM | Ve | e 0 0

cas 9 Uh | vhlwe| X 0 0

En posant B = A/o\g, A étant 'opérateur de Ricci & trace nulle intervenant dans la
décomposition de R

(1) = GA(B(B]: A 62). AB(E; A 67))

~GA(BO} A 6), B} 1 02))) +i(1 — <) 75 (A7 A O
~V(GAB(E] A 67).U")

i D VAGIMBIOL A 0). 0" = (1 = VT )

(5) =
6
+¢% Z VaGA(B(O! A 0%)), UM).

Certaines notations peuvent préter a confusion. Par exemple dans une expression du

h A ph .

type (1 —§)75(A(07 A 09))5, -
*la lettre s apparait deux fois, et les significations sont différentes car dans I'expression

(1 = §)55, s désigne la courbure scalaire, alors que s par ailleurs désigne un indice (de



champ).

*la lettre h en indice en haut signifie composante holomorphe, alors que par ailleurs h
désigne un indice (de matrice).

*la lettre a peut aussi étre source de confusion : avec les notations utilisées, dans 'ex-
pression A(6" A 01))¢, = [a, ®~1(O" A 61)]%,, le premier a du second membre désigne un
endomorphisme, alors que le second désigne une composante anti-holomorphe.

D’une maniére générale les indices élevés désignent des composantes holomorphes(h), ou
anti-holomorphes (a), alors que les indices en bas désignent des indices.



PARTIE 1

NOTIONS DE BASE






CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Quelques propriétés des variétés complexes

Soit M une variété complexe telle que dimcM = n.

1.1.1. Orientabilité. — On considére un atlas sur M, donnant la structure complexe.
Les changements de cartes sont holomorphes. Si (U, ¢) et (V, 1) sont deux cartes (p(U)
et (V) C C") telles que UNV #£ (), alors F = ool : oUNV) = p(UNV) est telle
que

det(dg F) = | det(dcF)|* > 0.
De cette stricte positivité, on conclut que toute variété complexe induit une orientation
sur la variété réelle sous-jacente.

1.1.2. Structure d’espace vectoriel complexe sur 7, M. — Lorsque 'on considére
Iespace tangent en un point x de M, il s’agit de celui qui concerne la structure réelle
sous-jacente. Si X € T, M, on sait définir un élément i.X € T, M de la facon suivante :
dans une carte (U, ¢), telle que x € U et p(z) =0, (U) C C", par définition X = [t —
e 1(tV)], ou V € C™ et t — @ 1(tV) est une courbe tracée dans M, et définie pour ¢
voisin de 0 dans R, et le crochet désigne la classe d’équivalence de cette courbe(deux
courbes sont équivalentes si elles ont mémes dérivées a Uorigine). On définit alors : i.X =
[t — @ 1(tiV)], qui ne dépend pas de la carte utilisée. En effet, si on exprime X par
deux cartes différentes : X=[t — @ 1 (tV)] = [t — ¢Y"LH(tW)], avec V et W dans C",
on vérifie que W = dy(1 o p~1)(V).(différentielle réelle en 0). Du fait que 1 o ! est
holomorphe, la différentielle considérée est C-linéaire . On déduit i.W = dy(vpo ™) (i.V)
donc [t — @7 (ti.V)] = [t — ¢~ 1(tiW)]. On déduit I'existence d’une structure d’espace
vectoriel complexe sur T, M.

1.1.3. Endomorphisme J de T, M, lié a sa structure complexe. — On définit J
par : J(X) =iX. On obtient un endomorphisme de T, M vérifiant J> = —Id (i* = —1).
On peut donner une expression de J en fonction des coordonnées locales : dans une
carte (U, ) au voisinage de x, on peut écrire : ¢(m) = (z1(m), ..., z,(m)) o zx(m) =
x(m) + 1y, (m). Dans la structure réelle associée : %]I = [t — o 1 (tVi)] ou V), =

1 k n 1 k n
=~ e N AN =~ ~~ /=
(0. 170 et glo=[t = (W) ou We=(0,.," @ ,..00).



On voit que Wy, =1V}, d’ott avec les notations utilisées :

0 0 0

J(=— T = i = A |z
(Gal=) = 5.1 ayk!
0 0
J(8_|m> = _8_|:ﬂ
Yk Lk
La matrice de J dans la base (a%l‘w’ aiyl‘ﬂw e % - % z) est
0 -1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
I = 0 0 1 0 0 0
0 O —1
0 O 0

1.2. Exemple de R*

On peut munir R* d’une structure de variété complexe en prenant comme atlas & une
seule carte, (R, ), avec

0 : R — C?: (21,41, T2, 92) — (1 + Y1, 2o + iyo).
On désignera par I 'endomorphisme correspondant (1,(X) =i.X) de T, M. En un point

x de R%, la matrice de I, dans la base ai’ 81 est
L Yk
0 -1 0 0
1 0 0 0
I, =
0 0 0 -1
0 0 1 0O
On aici en plus de I? = —Id que I, € SO(T,R?), pour la métrique euclidienne canonique.

Si au lieu de considérer la structure ci-dessus, on considére la carte
.4 2. . .
YR — C° (21,51, T2, Y2) — (21 + 2, 41 — 132),

cette carte génére une structure de variété complexe, différente de la premiére ; en effet le
changement de carte est ¢ o ™! (21, 20) = 3((21+21) +i(22 + 22), —i(z1 — Z1) + (22 — 22)),
qui est non holomorphe.

Remarque 1.2.1. — Ces deux structures sont différentes mais "isomorphes" en ce sens
qu’il existe une application biholomorphe entre les deux :

F:(RY9) — (RLY) : (21,91, T2, ¥2) — (21,72, y1, —ya) est égale a I'identité en coor-
données : Yo F o p~! = Idga.

Dans ce document on ne considére pas les classes d’isomorphies de structures.

10



0 0

8—%,8—% est

La matrice de 'endomorphisme J, (J,(X) =i.X) dans la méme base

o = O O
o O = O

On peut le justifier en écrivant comme dans le cas général ci-dessus :
(z1(m), z2(m)) = (X1 + Y1, Xo +1Y5) = (21 + ix2, 91 — iyp) , done Xy = 21, Y1 = 2y,
Xy =1y1, Yo = —yo. Ensuite J,(55) = 5% et J.(57-) = —Ju(5%). On déduit

0X,/) — oYy
) ) B B
Jﬂ”(a—xl) - Jw(aXﬂ TOY, 0wy
B ) ) 0
L) = 6% T T e

De méme on pourrait considérer la structure de variété complexe sur R*, définie par la
carte (z1,y1, T2,Y2) — (1 +iya, y1 + ixe). L'endomorphisme K, associé a cette structure

a pour matrice, dans la méme base %, %
0O 0 0 -1
0O 0 -1 0
K. =
* 0 1 0 0
1 0 0 0

1.3. Tenseur de courbure d’une variété riemannienne (1, g)

Ici g désigne la métrique sur M. Le tenseur de courbure apparait de maniére naturelle
dans la suite, notamment lorsqu’on calcule des crochets de certains champs de vecteurs
sur un espace twistoriel ou lorsqu’on calcule la différentielle de la forme de kihler d’un
tel espace. On rappelle dans cette partie les propriétés basiques de I’endomorphisme de
courbure, noté R. Je m’appuie sur les ouvrages |K]| et |L|; en particulier j’adopte la
convention concernant la formule donnant le tenseur de courbure,

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ — VixyZ

(certains auteurs prennent la convention opposée). Les résultats sont rappelés sans dé-
monstration.

1.3.1. Propriétés de R. — On désigne par V la connexion riemannienne de M.
Pour X,Y,Z champs de vecteurs sur M, on note R(X,Y) I'endomorphisme de cour-
bure de M. R est un tenseur et induit ainsi pour tous x de M et X et Y fixés de
T, M un endomorphisme R(X,Y") de T, M (grace a sa nature tensorielle). On pose aussi :
R(X,Y,Z,T)=g(R(X,Y)Z,T). Des propriétés de R, il résulte que
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a— R(X,Y,Z,T)=—R(Y,X,Z T) (anti-symétrie par rapport aux deux premiéres va-
riables).

b— R(X,Y,Z,T) = —R(X,Y,T, Z) (anti-symétrie par rapport aux deux derniéres va-
riables).

c— R(X,Y,Z,T)=R(Z,T,X,Y) (symétrie par rapport aux deux couples de variables).

d— R(X,Y,Z,T)+ R(Y,Z,X,T)+ R(Z,X,Y,T) = 0.(premiére identité de Bianchi).

1.3.2. Produit scalaire AT M. Endomorphisme R. — Le produit scalaire g sur
M induit un produit scalaire § sur A2T'M, défini comme suit :

GXANY,ZNT)=g(X,2)g9Y,T)—g(X,T).9(Y, Z).

On sait que pour tout opérateur I', a I'instar de R et vérifiant les 4 propriétés a,b,c,d
ci-dessus, on peut associer un opérateur I', tel que : g((X AY ), ZAT) =T(X,Y, Z,T).

1.3.3. Cas particulier. — Si A et B sont deux opérateurs symétriques : TM xTM —
R, on définit 'opérateur e par

AeB:TMxTMxTMxTM — R
(X.Y,Z,T) = A(X,Z)B(Y.T)+A(Y,T)B(X,Z2)

L’opérateur A e B vérifie a,b,c,d. Si on prend par exemple A = B = g , on obtient :
g/.\g = 2[dA2TM.

1.3.4. Décomposition de R et tenseur de Weyl. — On note R 'espace des tenseurs
de type (0, 4) vérifiant a,b,c,d et R son image par 'application’, a valeurs dans I'espace des
opérateurs symétriques de A2T'M. Alors pour n > 3 on a une décomposition orthogonale
pour le produit scalaire (u,v) = Tr(uowv) :

R=UDZDOW

avec U le sous espace engendré par 'identité, Z le sous-espace engendré par les tenseurs
de la forme Zo\g avec TraceA = 0. W = (U ® Z)* (orthogonal pour le produit scalaire
(,) ci-dessus).
(On peut par exemple consulter [K] sur cette question page 324). Comme ReR,ona
une décomposition

R=Mdoy+Aeg+W
ou si s désigne la courbure scalaire, Ric 'opérateur de Ricci,

s

1 s
A= — A= — (Ric—2y)
n(n—1) n—2( e ng)

Définition 1.3.1. — W s’appelle le tenseur de Weyl de R.

On sait que W, considéré comme tenseur de type (1,3) ne dépend que de la classe
conforme de la métrique g.(voir par exemple [K| page 334). De plus les métriques d’Ein-
stein sont caractérisées par A = 0. On verra plus loin le lien entre 'intégrabilité de J et
Popérateur W.
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CHAPITRE 2

FIBRE TWISTORIEL 7(M, g)

2.1. Condition d’intégrabilité de Newlander-Nirenberg

On considére une variété différentiable réelle M de dimension paire 2n, orientable. On
recherche & quelle(s) condition(s), il existe une ou des structures de variétés analytiques
complexes sur M. [’étude précédente suggére de considérer des endomorphismes J, de
T, M , tels que J> = —Id, qui donnent déja sur chaque espace tangent T, M une structure
complexe par :(a+ib) X = aX+0bJ,X. L’existence d'un champ d’endomorphismes x — J,
global et 7C'*” n’est pas toujours possible. Lorsque un tel champ J existe et génére
effectivement une structure de variété complexe sur M , on dit que J est intégrable. Un
résultat du a Newlander-Nirenberg permet d’assurer que J est intégrable si et seulement
si le tenseur de Nijenhuis de J est nul. Ce tenseur, qui s’exprime par des crochets de
champs de vecteurs X et Y sur M, est donné par :

Ny(X,Y)=[JX,JY] = JJX,Y] - JIX,JY] - [X,Y].

2.2. Structure hermitienne associée a J

On suppose de plus que M est munie d’une métrique riemannienne ¢g. Si J, est un
endomorphisme de SO(T, M) tel que J?> = —Id, on définit un produit hermitien sur T, M,
par: hy (X,Y)=g(X,Y)+ig(X, JY). Du fait que dimcT, M = n, il existe une C- base
€1, ..., en de T, M, h; orthonormale. On montre alors que ey, J.(e1), ..., €n, Jz(€,) est une
R-base g-orthonormale de T, M. On montre que 'orientation de cette derniére base ne
dépend pas de la base ey, ...e,, orthonormale choisie . Si 'orientation est compatible avec
orientation de la variété, on indique J, >> 0, sinon on note J, << 0.(chiralité de J,)

2.3. Fibré twistoriel de (M, g)

Définition 2.3.1. — On pose :
7(M,g) = {(z,a),z € M, a € SO(T,M,q), tq a*=—Id et a>>0}.

Si aucune confusion d’espace n’est possible, on note cet espace 7(M). La projection sur
M est définie par 757y (ou 7 siil n’y a pas de confusion d’espace), telle que 7(x,a) = .
Avec ces notations, le triplet (7(M), 7, M) est un fibré C'* sur M, localement trivial,
appelé le fibré twistoriel de (M, g).



2.3.1. Propriétés des fibres. — On indique ici quelques propriétés basiques des fibres
de (7(M),m, M) sans démonstrations. On peut consulter par exemple [B-N]| pour des
justifications ou plus de détail. On pose :

Z.(n) ={J € S0(2n), J* =—Id, J>>0}.

Soit # € M. La fibre 7 !(x) ¢’identifie diffeomorphiquement a Z,(n), via n’importe
quel repére orthonormé direct (x;04,...,65,) avec 0, € T, M, en faisant correspondre a
(r,a) € 7 1(z) la matrice de a dans la base {6;}. Elle hérite donc des propriétés de
Zi(n) :

e/ . (n) est une variété réelle connexe de dimension n(n — 1),donc de dimension 2 pour
2n = 4. On montrera plus loin que dans ce dernier cas, Z,(2) est diffeomorphe a S?; la
sphére unité de R?. Dans le cas général, Z, (n) est diffeomorphe a SLO,((EL;L) via I’application
A:SO(2n) — Zy(n) : A — AJ,A" ou J,, est donnée par la matrice décrite ci-dessus.
Z,(n) apparait alors comme le quotient d’un groupe de Lie (ici SO(2n)), par un sous-
groupe fermé (ici U(n)). Par un résultat connu (voir par exemple [M-T|, a partir de la

page 144), on peut alors munir ce quotient d’une structure de variété C> (via ’application
exponentielle de SO(2n)).

e/, (n) est compacte et connexe comme image continu d’un compact connexe, ici
SO(2n), par Papplication A.

eZ,(n) est une variété complexe de dimension @ Sur T'x Z,(n) il y a un endomor-
phisme particulier Jy défini par : Jx(P) = X P.Cet endomorphisme vérifie J% = —1Id; il
génére donc une structure d’espace vectoriel complexe sur Tx Z, (n). Dans [B-NJ,(pages
104-105-106), il est montré que X — Jx est intégrable en utilisant le théoréme de
Newlander-Nirenberg qui équivaut a la nullité du tenseur de Nijenhuis. (on reviendra
sur ce théme au fil de la thése).

e/, (n) est kihlérien : la métrique gy de Z,(n) est celle induite par celle existant sur
M(2n,R) : go(A, B) = 1Trace(AB') = —iTrace(AB) car ici B' = —B.

Considérons w la 2-forme définie sur Z, (n), a valeurs réelles : w(U, V) = go(U,JV)(
a interpréter en point X de Z,(n) comme w(X;U,V) = go(U, XV) = g(XU, X?V) =
—g(V,XU) = —w(X;V,U)ouUet V € TxZ(n)) alors on vérifie dw = 0; on déduit que
(M, ], g) est kéhlérienne.

Remarque 2.3.2. — On définit de maniére analogue
Z_(n)={J € SOR™), J* = —Id, J << 0}.
De cette maniére
Z(n)={J € SOR"), J*=—-Id,}=2Z_UZ,.

Cette décomposition est la décomposition de Z(n) en ses deux composantes connexes.

2.3.2. Cas de la dimension 4 (n = 2). — Utilisons les notations du corps non
commutatif des quaternions H. On a alors le résultat :
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Proposition 2.3.3. — On a

Z,(2) = {J:R*=RY 3 (be,d) eR*tqb® +E+d*=1et J(x) = (bi+cj+dk).x}
Z_(2) = {J:R*"—=RY3F (be,d) eR*tqb* ++d*=1et J(x)=a.(bi +cj+dk)}

Démonstration. — D’abord, rappelons quelques propriétés de H. C’est un corps non
commutatif, et un espace vectoriel de dimension 4 sur R. Les éléments 2,7 et k vérifient
i?=j2=k*>=1,i.j = ket 1,1, j, k est une base de H sur R. Dans H, tout élément p s’écrit
donc p = a+bi+cj+dk = (a+bi)+(c+di)j = a +0j,aveca,b,cet d € R,aet § € C. Le
conjugé de p s’écrit p = a—bi—cj —dk = a— 5. On vérifie alors que p.g = ¢.p pour tous p
et ¢ dans H. On définit la norme d’un élément p de H par : N(p) = pp = a®>+b* +* +d>.
Le produit scalaire réel s’écrit : < p,q >= Re(pq) (Re(p)=partie réelle de p = a avec
Décriture initiale de p ci dessus =3(p +p).).

Si € est un élément de H, de norme 1, montrons que x — &.x est orthogonale : <
Ex, &y >= Re(E.x.€y) = Re(Ex7.€) = %(f.(z.@%— yT).£). Comme .5 + yT est réel on
peut Iextraire de 'intérieur du produit, soit : < .2,y >=< z,y > £.£ =< x,y > car
¢ est de norme 1. L’application considérée est donc orthogonale. De méme 'application
r — x.£ est orthogonale . L’application x— ¥ est aussi orthogonale . Il résulte qu’'une
application de la forme x — —£.7.£ est aussi orthogonale comme composition d’applica-
tions orthogonales.

La réflexion orthogonale par rapport a & de R*, de norme 1, s’écrit pe(z) = —€.2.€ .En
effet de ce qui précéde , on sait déja qu’elle est orthogonale. Ensuite p¢(§) = —£E6=—¢.
Pour terminer, pour x tel que < x,& >= 0, 2.£ = —£.7, d'oit pe(v) = —€.7.£ = v.£.€ = 1}
donc pg laisse invariant point par point I'hyperplan < z,§ >=0. Ces arguments montrent
que pe est bien la réflexion orthogonale par rapport a &.

On en déduit que le produit de deux telles réflexions s’écrit : pg o pgz(az) = .&xf€.

Un élément de J € SO(4) étant un produit pair de réflexions, il existe p et ¢ éléments de
H, de normes 1, tels que J(z) = pxq pour tout x.

Si on suppose en plus que J € Z(n), J> = —Id , on déduit p*rq®> = —x pour tout x.
Prenant x=p2, on déduit que ¢> = —p?, d’oil p?zp? = x pour tout z.

On pose o = p*; p étant de norme 1 , o et & aussi , et ax = za pour tout z. Ceci
implique que a = +1ou — 1, d’ou deux cas

l.a=p*=1=p=+lou —1,¢> = —1, soit ¢ = — soit ¢ = bi + ¢j + dk avec
b2 + ¢ 4+ d> = 1. Dans ce cas , il existe b,e,d € R tq b*> + > +d®> = 1 et tq
J(x) =x.(bi+ ¢j +dk). Si p=—1, on prend (—b, —c, —d). On voit que (b, ¢,d) sont
determinés de maniére unique par J(1) = bi + ¢j + dk.

2. a = p*> = —1; en échangeant les roles de p et ¢, on déduit que il existe (b, c,d) réels

tels que b + ¢ +d* =1 et tq J(x) = (bi + ¢j + dk).x.
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La matrice M(J) de J dans la base canonique s’écrit

0 =b —c —d 0 —b —c —d
b 0 d —c b 0 —d ¢
MID=10c Za o ot ¢c d 0 —b
d ¢ —=b 0 d —c b 0

cas J(z) = z.(bi + c¢j + dk) cas J(x) = (bi + ¢j + dk).x

Montrons :

Jx)=ur s J>>0e J(x)=zus J<<0.

On suppose J de la forme J(x) = u.z. On sait qu’il existe une C-base h; orthonormale
e1, €. Le premier terme e; peut étre choisi arbitrairement, de norme 1. On prend e;=1
(notation dans H)=(1,0,0,0) (notation dans R*). Si J(x)=u.x pour tout x, Je; = u.1 =
u=bi+cj+dk. hjler,ea) =0 = g(ey,ea) +igler, J(ea)) = g(u,e2) = 0. On déduit
es = (0,0, 3,7) et ba+cf+dy = 0. Il s’agit de montrer que la base (e, J(e1), ea, J(e2)) =
(1,u, ez, u.eq) est directe : on écrit cette base dans la base canonique

1 0 0 0
- 0 b a cy—=081 a2 N2 Y
det((1,u, €9, u.e9) = det 0 ¢ B do—tm | (ey=b8)"+(da—by)*+(bf—ca)® > 0
0 d ~v b6—ca

(ne peut étre nul car c’est une base; de plus cette base est R-orthonormale , donc ce
déterminant est en fait égal 4 1). On déduit que le cas J(x)=u.x = J >> 0. De méme
le cas J(x) = z.u, = J << 0. Comme pour J il n'y a que ces deux cas, il y a en fait
équivalence dans chacun des cas. O

Comme conséquence, en fixant un repére local, on a

Proposition 2.8.4. — Dans le cas ou M est de dimension 4, les fibres 7' (z) sont
difféomorphes o Z,(2) et a S?(sphere unité de R3).

2.3.3. Trivialisations et structure de variété différentiable réelle sur 7(M). —
Pour chaque point z de M, il existe un voisinage U de z et un champ de repéres or-
thonormés directs (prendre U suffisamment petit), noté R(y) = (y;601(y), ..., 02,(y)). On
considére alors

YRy, a) = (y, Mat(a, (01(y), ., 0n(y))) : 7 (U) = U x Zy(n).
Les applications de type g fournissent une structure de variété réelle sur 7(M), de
dimension 2n 4+ n(n — 1) = n(n + 1).
Concernant les changements de cartes, si (U, @) et (U’, ¢') sont deux cartes locales sur M
telles que U NU’ # 0 et si (V,9) et (V',4)') sont deux cartes locales de Z, (n) telles que
VNV £Q alors : ¢’ o L op i p(UNU) xp(VNV') = oUNU) xp(VNV'):
est un changement de cartes dans 7(M).
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CHAPITRE 3

FIBRE DES REPERES Ps,(M)

On veut définir des espaces horizontaux dans 7(M) = 7(M, g), de sorte que I'on puisse
décomposer un vecteur tangent en une somme de deux vecteurs, sa composante hori-
zontale et sa composante verticale. Il est nécessaire au préalable d’étudier les notions
d’horizontalité et de verticalité dans Pso(M). On définit : Pgo(M)={repéres orthonor-
més directs au dessus de M}. On définit 7p : Pso(M) — M par : mp(p) = x , ou x est
'origine du repére p = (x; 04, ..., 02,). Pour simplifier les notations, on posera P = Pso (M)
(si aucune confusion n’est possible) et G = SO(2n).

Définition 3.0.5. — Soit p = (x;04,...,02,) un élément de P, et g un élément de G .
On note p- g P'élément de P qui est dans la méme fibre 75" (x) que p, défini comme suit :
p-g=(x;0,,...,05,), avec : 0, = Zj 9;i0;.

De cette maniére (P, mp, M) est un fibré principal de groupe G sur M.

3.1. Espace des vecteurs verticaux dans P

On désigne par G = {A € M(2n,R) A+ A" = 0} lalgebre de Lie de G . P est une
variété de dimension dimM + dimG = 2n + $2n(2n — 1) = 2n? + n. Les fibres 7' (x),
qui sont difféeomorphes a G sont des sous-variétés de P de dimension n(2n — 1).

En un point p de 75" (z), on note Vert, = T,75" ().

Lemme 3.1.1. — Vert, = T,rp' (z) = Ker(mp).p

Démonstration. — Du fait que 7p est constant sur chaque fibre, T, (7;1) C Ker(mp).p.
De plus 7p est une submersion, on conclut par un argument de dimension, puisque les
deux dimensions sont égales & dimP — dimM. O]

Définition 3.1.2. — Vert, est 'espace des vecteurs tangents verticaux en p a P.

En considérant I'application exponentielle exp du groupe de Lie G, exp : G — G, on
peut tracer des courbes y (t) =t — p.exp(tV) ,ou V € G, qui sont incluses dans la fibre
75 (2), et telles que 7y (0) = p. On considére alors I'application

d
p.exp(tV)]i=o-

Ip:g—>V67’tp:V—>’y'V(O):E(



Il s’agit donc de la dérivée de 7y en 0. Des propriétés de 'application exponentielle ( exp
est un diffeomorphisme local d’un voisinage de 0 dans G sur un voisinage de I(I'identité
dans G), il résulte que I, : G — Veert, est un isomorphisme. De plus, on note R, : P — P
le difféomorphisme défini par : Ry(p) =p - g, avec g € G.

3.2. Espace des vecteurs horizontaux dans P associé a une connexion
3.2.1. Connexion sur P. —

Définition 3.2.1. — Une connexion sur P est un champ d’espaces vectoriels 7, C T, P,
vérifiant

a.— (mp)p est un isomorphisme de 7, sur 7, M.
b.— (Ry)«(p) = Tpg, Vg € G.

En un point p € P, les espaces 7, sont dits horizontaux, en p.
On a une décomposition en somme directe :
Lemme 3.2.2. — Pour tout p € P, T,P = 7, ® Vert,.

Démonstration. — L’application (7p)., : T,P — T, M est surjective. Lorsque l'on res-
treint cette application a 7,, ¢’est un isomorphisme. Si V' € 7,NVert,, comme V' € Vert,,
(7p)wp(V) = 0; comme V € 7,, V = 0. On conclut que 7, N Vert, = {0}. D’autre part,
dim 7, + dim Vert, = dim(M) +n(2n — 1) =2n+n(2n — 1) = 2n’ + n =dimT,P. O

3.2.2. 1-forme de connexion. — Soit f, : T,P — Vert, la projection verticale liée &

la décomposition ci-dessus.

Définition 3.2.3. — La 1-forme de connexion associée au champ 7 est définie par
n(p;.) =1 o fp: T,P — G

La forme 7 est une 1-forme différentielle sur P, a valeurs dans G qui vérifie 7, = Kern(p; ).

Lemme 3.2.4. — Soit p € P et soit g € G

1. le diagramme suivant est commutatif

(Ry)sp
T,P — TpeP
L L Jog
Vert, —  Verty
(Rg)sp

R;n(p; X) = [z:gl 0 (Ry)sp o Lp(n(p; X)).

Démonstration. — 1. En effet, sur les éléments horizontaux en p, f,=0; comme
(Ry)spTp = Tpg, les deux trajets du diagramme donnent 0 sur ces éléments. Sur les
éléements verticaux, comme R, (7~ (z)) C 7 1(z), (Ry)xU € Vert,,. Si Ue Vert,,
U =U , dou (Ry)p o fo(U) = (By)p(U) = fpg © (Rg)ip(U), ce qui achéve la

preuve de la commutativité.
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2. D’aprés la définition de 7, n(p, X) = n(pg; (Ry)pX) = L} o fpg(( 7)spX ).

D’apreés 1, I, Ofpg(( 0)wpX) = o Ry)spo f(X) = I;;quo(Rg)*pOIpOI o fp(X) =
Loy o (Rg)up © Ip(n(p; X))
m
Proposition 3.2.5. — Il est équivalent de se donner

1. un champ de sous-espaces 1, C T, P vérifiant
(a) (mp)sp restreinte a T, est un isomorphisme de 7, sur Ty, M.
(b) Vg € G, (Rg)sp(Tp) = Tpg-
2. une 1-forme n sur P, & valeurs dans G telle que
(c) n(p; I,(A)) = AVA € G.
(d) Rgn(p; X) = I o (Ry).p © Iy(n(p; X))
Le lien entre ces deuzr notions est le suivant : si on se donne le champ T,, vérifiant a et b,
alors on posen = I; Yo f, ; si on se donne n, vérifiant ¢ et d, alors on pose 7, = Kern(p;).

Démonstration. — On a déja montré que 1 = 2-d. Pour 2-c, 1(p; I,(A)) = I, "o fyoI,(A).
Comme [,(A) € Vert,, f,(I,(A)) = I,(A), d’ou le résultat.

Inversement, si on se donne une 1-forme n vérifiant ¢ et d, posons alors 7, = Kern(p; ).
Alors si U € 1, N Vert,, il existe A € G tel que U = I,(A). Alors 0 = n(p;U) =
n(p; I,(A)) = A (a cause de I'hypothése 2-¢). Donc U = 0; on conclut que 7, N Vert, =
{0}. Du fait que n(p;) : T,P — G est surjective & cause de 2-c¢, G est isomorphe &
T:;pp(isomorphisme d’espaces vectoriels). On déduit que T,P = 7, ® Vert,. Comme le
noyau de mp,, est Vert,, de ce qui préceéde on déduit que (7p),, est un isomorphisme de
Tp sur Tr,myM, d’ont 1-a. Pour vérifier 1-b, il suffit de vérifier que 1(pg; (Ry).«p(U)) = 0
pour U € 7, (ce qui impliquera (Ry).,(7,) C Ty et méme (Ry).p(7p) = Tpg, d’ot 1-b). Or
n(pg; (Rg)sp(U)) = Rin(p; U) = I} o (Ry)up © I(n(p; U)) (la derniére égalité a cause de
2-d). Comme 7(p; U) = 0, on déduit le résultat. O

3.2.3. Relation de trivialisation. — Si R : U — P est un champ local de repéres
orthonormés directs sur un ouvert U de M suffisamment petit, on pose 17 = R*n, qui est
une 1-forme sur U, & valeurs dans §. La relation entre n et 1 peut étre obtenue comme
suit.

Proposition 3.2.6. — On note pp : U x G — 75" (U) C P, lapplication définie par
er(r,g) = R(z)g.
1. T,G={M e M(2n,R), M'.g+ ¢"M = 0}.
2. Pour T €T,M et VeT,G,
ern((z,9):(T,V)) = g"0i(x;T).9+ ¢".V

3. Un élément horizontal est de la forme (pr)wwq) (T, —7(x;T)g) ou T € T,M. Un
élément vertical est de la forme (QR)ww,q)(0,V) ot V € T,SO(2n).

Démonstration. — 1. résulte du fait que I'application F de GL(2n,R)) dans 'espace
vectoriel des matrices symétriques de Mat(2n,R) telle que F(g)=g.¢g" — Id est une
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submersion, que O(2n) = F~1(0). Alors si ge SO(2n) 7,50(2n) = KerF,,. En cal-
culant F,, on obtient I’égalité en 1.(SO(2n) est une des deux composantes connexes
de O(2n)).

2. L’espace U x SO(2n) étant un espace produit, T(y (U x SO(2n)) = T,M x
T,50(2n), donc tout vecteur tangent & U x SO(2n) s’écrit sous la forme
d'un couple (T,V) ou T € T,M et V € T,50(2n). Par définition, on a :
ern(@, 9)(T, V) = n(R(2)g; (¢R)+(2.9)(T,V)). On se place en un point (zo, go). On
considére les deux applications A : U — P,z — R(z)go et p: G — P, g — R(x)g.
L’application pg étant une fonction de deux variables, en appliquant les régles du
calcul différentiel, on a : (Yr)(z0,90) (15 V) = Ao (T) + fago (V).

calcul du terme qui concerne A, :

On pose py = R(zp). On a A = Ry o R, on déduit n((R(z0)go; Mazo(T)) =
D Rap (50); (Rao)epa (e (T))) = (By)*1(p0; Rea(T)).

Appliquons le lemme 3.2.4 & p = py et X = R, (T) . On obtient : A\, (T) =
Looto © (Rgo)apy © Lo (1(po; Ruay (T)). On pose A = 1(po; Ruxy(T)). C'est une matrice
anti-symétrique de M (2n,R). En utilisant les définitions de I,, et de (Ry)wpo
(Rygo)spo © Lpo (N(p0; Ruay(T)) = L(po-exp(tA).go)|s—o. C’est un vecteur tangent en
Po-go & la fibre 77! (z), donc il s’écrit sous la forme < (po.go.exp(tB))[—o o1t B est
une matrice anti-symétrique. On déduit A, (T) = I} (5 (po-go-exp(tB))|i=0)=B;
mais A.go = go.B, dott B = g5 A.go = g5 0(po; Rexo(T))-90 = 9o " -71(20; T)-go,
soit :

Mo (T) = g5 " 7(w0; T)-g0 = gbii(20; T)-90- (95" = gb)-

calcul du terme qui concerne fi.g,

Comme g est a valeurs dans la fibre 77! (x0) et que u(go) = po-go, si V€ T,,G,
fgo (V) € Verty g, donc sécrit g, (V) = 24(pg.go.exp(tA))|i—o) ou A est
une matrice anti-symétrique . On a pg.go.exp(tA) = p(go.exp(tA)); on dé-
duit < (po.go-exp(tA))|i—o = fugy (& (go-cxp(tA))]i—o). De plus, p est un difféo-
morphisme de G sur W];l(l'o). En particulier p.,, est injective; de la relation
fago (V) = fisgo (2 (g0-€xp(tA))|i=o) on obtient V' = go.A. En appliquant la défini-
tion de 7, on trouve 1(po.go; fgy (V) = A =gy .V = g§.V.

3. Tous les vecteurs tangents & P en p = R(x)g s’écrivent sous la forme L =
(PR)s(z,g) (T, V) ot T€ T, M et V € T,SO(2n), puisque ¢p est un difféomorphisme
de U x SO(2n) sur 75" (U). Les éléments horizontaux L annulant la forme 7, par

1

la formule de trivialisation, en simplifiant par ¢~ & gauche , on trouve la relation

V= —ij(z;T)g.
Un vecteur vertical L se caractérise par m.,(L) = 0. Comme 7p o ¢p(z,g9) =z , on
déduit 7' = 0. D’ou le résultat.

[

La relation de trivialisation prouve que pour connaitre 7, il suffit de connaitre 7).
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3.3. Connexion riemanienne V de M et connexion sur P

On note de maniére générique un champ de repéres orthonormés directs sur un ouvert
U de M comme une application R : U — P telle que R(x) = (;6,(x), ..., 02,()), on 0;
est un champ local, unitaire, sur U et R(x) est un repére orthonormé direct.

Soit V la connexion riemanienne de (M, g). On définit 7, (et donc 7), la 1-forme de
connexion sur P, telle que V1" champ local de M sur U

VTQJ‘ - Z ﬁij (T)el

)

Iei, 7(T") € G est la matrice (7;;(1))i j<an-

Remarque 3.3.1. — A linverse de 7, n ne dépend d’aucun repére. Si on change les
indices dans la formule ci-dessus et que I'on prend T' = 0; , Vg,0; = >, Mk;(0;)0;r . On
obtient que les symboles de Christofell relatifs au repére 6y, ..., 05, sont Ffj = 7k;(6;). Ces
symboles ne sont pas utilisés dans la suite.

3.4. 2-forme de courbure sur P

Définition 3.4.1. — La 2-forme de courbure sur P = Pgo(M) a valeurs dans G, est
définie par : Q = dn+ n A n ot n est la 1-forme de connexion sur P = Pso(M).

Si R est un champ de repéres local, on pose 17 = R*n et Q = R*Q. La 1-forme n =R
sur M est a valeurs dans G. On a : Q = di +n A7, qui est une 2-forme définie sur M,
aussi a valeurs dans G = so(2n).

3.5. Relation entre 2-forme de courbure et tenseur de courbure

Selon les notations précédentes, P = Pso(ra est le fibré des repéres orthonormés
directs sur M. On rappelle que la connexion de Riemann V sur M est reliée a la 1-forme
n définie sur P et a valeurs dans G = {4 € M(2n,R), A +' A = 0} par la relation : si
R = (01, ...05,) est un repére local, et 7 = R*n, alors Vy 0, = Zj n;:(V')0;, pour tout V'
dans T'M.

On note R le tenseur de courbure de M : pour tous V, W, Z des champs de vecteurs
sur M,

R(V,\W)Z =VyVwZ —VyVwZ =V ywZ
est un champ de vecteurs sur M. Le tenseur R génére pour tous V et W de T, M un
endomorphisme de T, M , comme suit : si Z € T, M, on prend des prolongements locaux f/,
W, Z au voisinage de x , et on pose f(V, W) : T,M — T,M, f(V,W)Z = R(V,W)Z(x).
Du fait que R est un tenseur, (R est C°°(M) trilinéaire) cette définition ne dépend
pas des prolongements choisis. On note cet endomorphisme R(V,W)(x). En utilisant les
propriétés de dérivations de V

Vy Vb = vV(Z 7:(W)8;) = Z 7 (W )i (V)0 + Z V (7:(W))6;
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on déduit

VoVl = Vw Vol = > (Wi (V) = 73V )il (W) 0 + Z(V(ﬁji(w)) — W(i;:(V)))0;

Jk

= Z(ﬁ ANk (V, W), + Z(dﬁki(‘/, W) + ki ([V, W1)) 0

= > 0u(V. W) + Vv
k
D’ou

Proposition 8.5.1. — Dans un repére local R = (01, ...,04,) sur M, R € P, pour des
vecteurs V. et W de T, M, la matrice de Uendomorphisme R(V,W)(x) de T, M, dans la
base (61(x), ..., 02,()), est (i(V, W) ktigne-
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CHAPITRE 4

STRUCTURES SUR 7(M,g)

4.1. Relation entre Pso(M) et (M)

On note toujours P = Pso(M). Pour un ouvert suffisamment petit dans M pour qu’il
existe un repére local R : U — 75" (U) C P, on définit le diagramme de trivialisation
suivant :

,
PO rx'(U) — 71 U) C 7(M)
Ter L ¥r
U x SOs, — UxZ.(n)

TR=1proropg
avec pr(z,g) = R(z)g, Yr(z,a) = Mat(a, R(x)).(matrice de a dans R(x)). Le lien entre P
et 7(M) est réalisé via 'application r définie comme suit : r(p) = a tel que Mat(a,p) = J,
, ot J,, désigne la matrice de Z, (n) définie en 1.1.3.

Proposition 4.1.1. — Pour tousx € M et g € G = SO(2n)

1. 7r(z, g) = (z,9. Ju. tg).

2. r est une submersion surjective.

3. Soit U(n) = {A € G,J,A = AJ,}. U(n) s’identifie au groupe unitaire classique.
Soit a € T(M). Soit g9 € G tel que a = r(pr(x,g0)). Alors la fibre r—'(a) =
QDR(Z',QUU(TL))

Démonstration. — 1. Soit (z,g) € U x SO(2n); on pose p = R(z) et r(pg) = a; par

définition de r , Mat(a;pg) = Jp; Tr(x,9) = Yror o pgr(x,g) = Mat(a,p). On
examine le changement de base, qui fait passer du repére p a pg :

a
(I,M,p) — (T.M,p)
TIdeM T[deM
(IuM,pg) — (T:M,pg)
a

Matriciellement , on obtient :

Mat(a,p) = Mat(Idp,a,pg,p)-Mat(a, pg).Mat(Idr,a,pg,p)~". On adéja Mat(a, pg) =

Jy; L'identité Idyp,y; s'écrit 0, — 0, = >_; 9jifj, avec g la matrice de SO(2n) dont
la ligne est le premier indice. D’ou : Mat(Idr,n, pg, p) = g, d’ott le résultat en 1.



2. Pour montrer la surjectivité de r, on prend (x,a) € 7(M).1l existe une base ortho-
normale directe de T, M dans laquelle la matrice de a est J, : pour cela on peut
prendre une C base ey, ..., e, orthonormale par rapport a la métrique hermitienne
he ; on sait alors que (01 = e1,0y = aley), ..., 02,1 = €,, 02, = a(e,)) est une base
orthonormale directe de T, M qui convient. Alors dans le repére p associé a cette
base, r(p) = a , ce qui prouve la surjectivité de r.

Pour montrer que r est une submersion, il suffit de montrer que rz est une
submersion, car ¢gr et Yg sont des difftomorphismes. Pour simplifier les nota-
tions, on écrira 7 = 7k, dans la mesure ou R ne change pas. Pour cela calculons
((x,9); (T, V) ouT e T,M et V e T,G :

(2, 9); (T,V)) = (T, V.J,'g + 9.J,.'V).

De cette expression, on voit que pour montrer la surjectivité de 7.((z,g); (.,.)), il
suffit de vérifier que si W € T, 5, +,Z.n, il existe V € T,S0(2n) tel que V..J,,.'g +
g.J,.'V =W . La condition V' € T,50(2n) implique V.fg 4+ ¢.'V" = 0. De I'équation
précédente V.J, tg+g.J,.'V = W, il découle alors Vilg.g.J,.t g+ 9.0, g.g. 'V = W =
l9.Jn1g,9.'V] = [X, g.'V], avec X = g.J,,.'g. (crochet de matrices). De plus comme
WeTxZin), XW+WX=0et W+W' =0, W =[X,—sXW].

La comparaison des deux crochets donnant W suggére de prendre V' = —%Wan ;
on obtient une solution effective. En effet, comme W € TxZ,(n), XW + WX =0
et W+ W! = 0. On a avec cette valeur de V, on trouve V.J,.'lg + ¢.J,.'V =
—sWyldy.Jnltg + 9. 0o (=5 WgJ,) = W, car g.g"=Id et J? = —Id. On vérifie que
V.g' +¢.V' = 0 a cause des propriétés de W, donc V' € T,G. Ceci termine la preuve
que r est une submersion.

3. Soit @ € 7(M); posons x = 7,(a). Par surjectivité de r, il existe p € P, tel que
r(p) = a. Il existe aussi g € G tel que p = pgr(z,9) = R(x)g ot g € G. De ce qui
précede, Yr(a) = Yroropr(x,g) =7(x,9) = (2, 9.Jn.9") = (2, go.Jn-g5). On déduit
que g.J,.9" = go.Jn.gb, ce qui équivaut a g € goU(n).

O

4.2. Espaces horizontaux et verticaux dans 7(M)

Proposition 4.2.1. — Soit a (ou (x,a)) un point de T(M). Soit R un champ de repéres
local sur un ouvert U tel que x € U, et R: U — P ; r étant surjective, il existe p € P tel
que r(p) = a. Si p' est un autre élément de P, tel que r(p') = a, alors

L. T,mr(M) = ryp(1p) @ rep(Vert,).

2. 7ip(Tp) = Tap ()
3. ripy(Vert,) = roy(Verty) = Ker(mrw) = Tom, H(x).

Démonstration. — 1. D’abord r,,(7,) N ry,(Vert,) = {0} car si X € ry,(7,) N

rop(Vert,), X = ry,(H) =r,(V) avec H € 7, et V € Vert,. Rappelons que si 7p
et 7, sont les projections sur M des deux fibrés P et 7(M), mp = rom,, car on a le
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diagramme commutatif :

On a alors
0 = 775*(‘/) = Tr4q © T*p(v) = Trsq © T*p(H) = ﬂ.s*p(H)'

Comme 74, : 7, — T, M est un isomorphisme, H = 0, soit X = 0. On conclut en
indiquant que r est une submersion.

2. Soient g et ¢ € G tels que p = R(z)g et p' =
Mat(a,p) = Mat(a,p’) = J, = Mat(a, ( )g
Mat(a,R(z)) = g.Jn.tg = ¢ . Jn.bg'. (%)
Montrons que 7,,(7,) = T ( p/) Par symétrie il suffit de montrer que r.,(7,) C
Tup (Ty) @ 801t XE 15(7y). p=R(x)g=¢r(x,8); X = 1p,(U) avec U € 7, c’est a dire
U= (¢r)«((z,9); (T,V)) avec T € T, M, Ve T,G et V=-1j(z;T)g (conséquence de
'horizontalité de U dans P).

(VR)+a(X) = (VR)sa © Tap(U) = (VR)sa © Tup © (r)« (2, 9); (T' V) = Tuag) (T, V) =
(T, V.J,tg+ ¢g.J,.' V) = (T, —n(x; T).9.Jn.t.g + g.J. g.7(x;T)). (7(x;T) est une
matrice anti-symétrique). De la relation (*) ci-dessus entre g et ¢’, on déduit aussi

(Vr)wa(X) = Tupug (T, V) = (T, =i)(2;T).9. "9 + 9. g.0(2: T))
= (T,-q(x;T).q Tt g + ¢ Tt g (@; T)) = Fugugn (T, V')

ot (V! = —=7(2,7)g") = (¥r)w(X') avec X' = 1.y (U') et U' = (¢R) (2,9 (T, V') . On
obtient donc U’ € 7. De plus, (g)., est un isomorphisme, ¥g)..(X) = ¥g)wa(X’)
implique X = X' = r,,(U) = 1.y (U’), d’ott le point 2.

3. Montrons d’abord que r,,(Vert,) C Ker(m;).. Ceci résulte de I'identité np = m,or,
car si V € Vert,, mep(V) = 0 = T 0 rip(V), d’olt linclusion. Inversement, soit

R(z)g'. Comme r(p) = r(p') = a,
) = Mat(a, R(x)g’). On déduit :

W e Ker(m;) .. ll existe g € G tel que p = pg(z, g). Comme r est une submersion, il
existe un couple (T, V') € T, M xT,G tel que 7.,(9R)+(2,g) (T, V) = W. En appliquant
Tsp & chaque membre, le résultat est nul par hypothese7 et tenant compte encore de
la relation 7p = m. o7, on obtient T' = 0, c’est a dire que Qg).(2,q) (T, V) € Vert,,
d’ou l'inclusion inverse.

[l
On définit ci-dessous les espaces horizontaux et verticaux dans 7(M).
Définition 4.2.2. — Soit a € (M) et p € P tel que r(p) = a.
1. H, = r.p(7p) est Pespace des vecteurs horizontaux en a a 7(M).

2.V, = ryp(Vert,) est Pespace des vecteurs verticaux en a & 7(M). On a alors
Tor(M) =Hy ® V.

Il résulte de la proposition précédente que cette définition est cohérente , c’est a dire
qu’elle ne dépend pas de p , pourvu que r(p)=a. De plus 7., est un isomorphisme de H,
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sur T, M. (On peut vérifier que 7, : 7, — H, est un isomorphisme . On sait par ailleurs
que gy 1 T, — T M est aussi un isomorphisme).

4.2.1. Expressions de vecteurs tangents verticaux en un point a. — Dans cette
partie, on donne une expression des champs de vecteurs sur ces fibres, et ’action de tels
champs sur les fonctions (version opérateur différentiel d’un champ de vecteur).

Proposition 4.2.3. — 1. Dans Z(n); soit X € Z.(n),
TxZ.(n) = {PeM2n,R), PX+XP=0et P+ P =0}
= {P e M(2n,R), 3A € s0(2n), P = [X, A]}(crochets de matrices).
2. Dans 7 '(x) ;(on simplifie les notations en posant ™ = 7,), soit (x,a) € 7 *(x)

T,m ' z) = {u€ End(T,M), uoa+aou=0 et u+u* =0}

= {ue€ End(T,M), u=la,v],v € so(T,M)}(crochets d’endomorphismes).
3. L’opérateur différentiel associé a un vecteur tangent de type [X, A], ot A € so(2n)
s’écrit 9
V= X, Alij=—.
Z [ ’ ] J aXij

1<4,j<2n

Selon le contexte, on notera V = [X, A] ou [X, A]* ou ) ;. o, [X, A]ija%ij.

Démonstration. — 1. on peut procéder de deux maniéres :
* utilisation du résultat suivant : A : SO(2n) — Z.(n) : A — AJ, A" est une
submersion surjective. Si X € Z,(n), alors il existe A € SO(2n) telle que X =
A(A) = AJ, A" De plus

TxZ.(n) = A a(TaSO(20)).

Soit U € T4SO(2n). De la définition de cet espace tangent, UA" + AU' = 0, c’est
a dire que B = AU est anti-symétrique. Compte tenu de I'expression de A, qui est
bilinéaire, A,4(U) = UJ, A" + AJ,U' = (UA)X + X(AU') = [X, AU"] = [X, B] =
P, et une telle matrice vérifie : X[X, B] + [X, B]X = 0 (car X? = —Id). De plus
P+ P =(XB—-BX)+XB—-BX =0car X = —X'et B=—B" On en déduit
que
TxZ,(n) C{P e M(2n,R), PX+ XP=0et P+ P"'=0}.

A Pinverse, si P € a cet ensemble, toujours en utilisant la méme matrice A telle que
A(A) = X, recherchons B telle que B+ B! =0 et P = [X, B]. B= —1XP convient
puisque B + B! = —3(XP + PX) = 0 et de plus [X,B] = —3(XXP — XPX) =
—3(=P+ XXP) = P.Sion pose alors U = —BA, UA" + AU" = —(B + AA'B") =
—(B + B") = 0, donc U € T4SO(2n), et A a(U) = (UAHYX + X(AU') = XB +
B'X = XB - BX = [X,B] = P.

*calcul direct : un élément X de Z,(n) vérifie X? = —Id et X + X' = Id. Si X, €
Z(n), un vecteur tangent a Z, (n) en X peut étre considéré comme la dérivée en 0
d’une courbe C*, X :]—¢, +¢[— Z,(n) telle que X (0) = X,. En dérivant les identités
ci dessus au point 0, on obtient X (0)X, + XoX(0) = 0 (dérivée de X2 = —Id) et
X(0)4X*(0) = 0 (dérivée de X + X*=0). Les dérivées étant a valeur dans M (2n, R)
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on peut dire que Tx,Z,(n) C{P € M(2n,R), PXo+XoP =0 et P+ P"=0}. Sion
examine le cas ou Xy = J, (matrice indiqué au début du document), on vérifie que
'espace vectoriel {P € M(2n,R), PJ, + J,P =0 et P+ P' = 0} est de dimension
n(n —1). (calcul " & la main"), en décomposant P en matrices (2,2). On déduit
I'égalité :

T, Zo(n) = {P € M(2n,R),PJ, + J,P =0 et P+ P'=0}.

Pour conclure, en un point X, de Z,(n), il existe A € SO(2n) telle que
Xo = AJ,A" P € M(2n,R). {P,PXo;+ XoP =0 et P+ P' =0} — {P €
M2n,R),PJ, + J,P = 0et P+ P" =0} : P — A"P.A est un isomorphisme
(d’inverse @ — A.Q.A"). On déduit : Tx,Z,(n) = {P € M(2n,R), PX, + XoP =
0 et P+ P'=0}. L'égalité avec {P € M(2n,R), P = [Xy, B], B+ B' = 0} se fait
de maniére analogue a la premiére démonstration.
. On considére dans ce cas des endomorphismes de T, M. L’opérateur u* désigne
I’adjoint de u pour g . En prenant un champ de repéres orthonormés au voisinage
d’un point Xy, on se raméne au cas précédent, en raisonnant sur les matrices :
Mat(a) = X, Mat(u) = P,Mat(u*) = P'. L’intérét de cette formulation est de
fournir une description de I’espace tangent en un point d’une fibre , indépendamment
de bases, méme si on passe par des repéres pour y parvenir. On pourrait raisonner
directement sur des endomorphismes et faire un calcul s’inspirant de la deuxiéme
méthode ci-dessus. Mais pour calculer les dimensions, il semble nécessaire de passer
par des bases.
. Soit X € Z,(n) . Ux désigne un voisinage de X dans Z,(n) et f : Ux — R une
fonction C*°; un vecteur V' € TxZ, (n) peut étre vu de deux facons d’aprés ce qui
précéde : il existe v :| — €, +¢[— Ux telle que y(0) = X et il existe A € so(2n) tels
que

V =4(0) = [X, A].

V agit sur f par V(f) = dx f(V) = dx f(3(0)) = (£ 07)(0) = (f 07)(0), pour tout

prolongement local f de f au voisinage de X dans M(2n,R).f est une fonction de
n? variables indépendantes , donc dy f(U) = > i %(X)Uij pour toute matrice U

de M(2n,R). En appliquant cette formule a U = §(0) = [X, A], on obtient :

V) = S Ay (X).

]

4.2.2. Expression du relévement horizontal d’un vecteur tangent & M. —

Définition 4.2.4. — Soient x € M , 0 € T,M et a € (M), tel que m.(a) = x. Le
relévement horizontal de 6 en a, noté #* (ou 0) s’il n’y a pas de confusion possible, est le

~

seul élément de H,, tel que m,.,(0%) = 6.

Sauf pour précision, on omettra le a dans I'expression 6*. On donne ci-dessous une

expression détaillée de é, qui sera utilisée par la suite. On se donne un champ de repéres
local R au voisinage de z. Pour connaitre 6, il suffit de connaitre (1g).q(#), puisque que
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g est un difféomorphisme. Il existe U € 7,, unique tel que 6 = rp(U), p étant choisi

tel que r(p) = a; p = R(z)g pour un g unique de G. Le vecteur U étant horizontal dans

T,P, il existe T' et V uniques avec T € T, M et V € T,G tels que U=(pg).((z,9); (T,V))

avec la propriété V = —ij(z;T)g (relation d’horizontalité). Des relations mp = m, o r et

Tpopr(t, g) = x on déduit = (7;).a(0) = (77)a0rp(U) = (1p)p(0n)«((w, 9); (T, V) =

T,soit : T =0etV =—q(x;0)g. Avec T et V ayant les valeurs ci-dessus, on en déduit
(¢R)*aé> = 71*((%9)3 (Ta V)) = (Ta V'Jn'tg + g-Jn-tV>'

Comme r(p) = a, on a Mat(a,p) = J,. Comme p = R(x)g, on a Mat(a, R(z)) =
g-Jn.tg; En posant X = Mat(a, R(z)), on obtient :V.J,,.tg + ¢.J,,.'V = —j(x;0).9.J,. g +
g-Jntgn(z;0) = [X,7(x;0)]. D'ou le résultat suivant, en indiquant le produit T, M x
TxZ(n), de maniére additive

Proposition 4.2.5. — Soit a € T(M) tel que . (a) = x; soit R un repére local au
voisinage de x ; soit X = Mat(a, R(x)); alors

(VR)a(0%) = 0 + [ X, ii(x; 0)]

La version opérateur différentiel s’écrit :

(wR)*a(éa) =0+ [X,ﬁ(:)f; 0)]. =0+ Z[Xv 77(1‘, Q)h’l

En général on ne mentionnera ni a ni Yg lorqu’il n’y a pas ambiguité, et on écrira

0=0+[X, 7(z;0)]".

4.2.3. Remarques sur les champs de vecteurs sur 7(M). — Tous les champs
de vecteurs tangents verticaux ne sont pas de la forme (z, X) — [X, A] ot A est une
matrice constante de so(2n). D’une part on peut ajouter X a A puisque [X, A + X| =
[X, A]. Plus généralement, il existe des champs de la forme (z,X) — [X, A(z, X)] ou
Az, X) € so(2n), mais dépend de x et de X. En général, pour réaliser des calculs du type
dw(a; Vi, Vo, Hy, Hy...) ou Vi € V,, et Hy, € H,, il est nécessaire de prolonger localement
ces vecteurs par des champs de vecteurs locaux, bien que le résultat soit indépendant des

prolongements, a cause de la nature tensorielle des opérateurs utilisés.
YR

Un repére local R étant fixé, dans la suite un vecteur tangent vertical en ap” = (g, Xo),qui
YR

est de la forme [ X, A] sera prolongé localement par a/z\(:v, X) — [X, Al

Un vecteur horizontal en ag, qui est de la forme é“o, ouf € T, M, on prolonge localement
0 par un champ de vecteurs noté aussi 6 et g0 par a — 6. Néanmoins dans le cas
horizontal, en général des champs de vecteurs locaux sont déja donnés.

4.3. Structure presque complexe sur 7(M)

En chaque point a de 7(M), tel que m(a) = x, on définit un endomorphisme J de
ToT(M) tel que :
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e sur H, : un élément de H, s’écilt\de maniére unique comme T, avec T' € T, M. Pour
un tel 7' € H,, on pose : Jo(T) = a(T). (les relévements sont a prendre en a). Dans un
repere R(x) = (2;01, ..., 02,), st a(0;) = >_; X;i0; , alors Jo(6;) = >, X;0;.

e sur V, : Un élément de V, peut étre considéré comme un endomorphisme anti-
symétrique de T, M, tel que uoa+ aou=0; On pose alors J,(u) = a owu. Dans un repére
R comme ci-dessus, si Mat(a, R(z)) = X, on sait qu’il existe une matrice antisymétrique
M telle que Mat(u, R(x)) = [X, M]. (prendre par exemple M = Mat(—3a o u, R(z))).
Alors Mat(J,(u), R(z)) = X.[X,M] = —M — XMX = [X, XM]. Pour cette raison, on
représentera en général J,(u) sous la forme [ X, X M], bien que ne soit pas la forme cano-
nique; en effet X M n’est pas forcément anti-symétrique (on peut prendre en s’inspirant
de 'exemple de u en remplacant u par aowu, aou = [a, 5]).

On a les propriétés :J2 = —Id (résulte du fait que a®> = —Id); J conserve les facteurs
de la somme directe T,7(M) = H, @ V,. En général, on n’écrira pas le a, lorsqu’il n’y a
pas de confusion possible.

Définition 4.3.1. — L’opérateur J est dit intégrable si il existe une structure de variété
analytique complexe sur 7(M), compatible avec J (notations du début du document).

4.4. Structure riemannienne sur 7(M)

On définit une métrique G comme suit

Définition 4.4.1. — 1. G(X,Y)=0si X€ H, et Y € V,.(H, et V, sont orthogonaux
par définition).
2. G(X2Y") =g(X,)Y)si X et Y € T, M.
3. G(X,Y)=-3Trace(uov) = 3Trace(*uov) avec X =u, Y = v, u et v comme dans
1.2.
4. On a la proprié¢té :G(J(X),J(Y)) = G(X,Y) (J orthogonal pour G).

4.5. Forme de Kahler w

On pose : w (X,Y)=G(X,J(Y)). C’est une 2-forme sur 7(M), appelée la forme de Kéhler
de 7(M).

4.5.1. Décompositions de 7,7(M)¢. — On note ici :

Tom(M)° le complexifié de 'espace tangent en a a 7(M),

T,7(M)" le sous-espace de T,7(M)° des vecteurs holomorphes(h en abrége). Si
X e T,7(M)", alors J(X) =iX.

T,7(M)" le sous-espace de T,7(M)° des vecteurs anti-holomorphes(ah en abrégé). Si
X eT,7(M)", alors J(X) = —iX.

Remarque 4.5.1. — Les notations plus correctes pour désigner ces deux types d’espaces
sont :

THO7 (M) = {X € Tor(M), J(X) =iX},
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TV (M) = {X € T,r(M), J(X) = —iX}

Les adjectifs holomorphes et anti-holomorphes ne sont pas non plus trés bien choisis. Ils
plus appropriés quand on suppose que 7(M) est une variété complexe, dont la structure est
compatible avec J. Pour des raisons d’écriture du document, on conservera ces notationss.

On a les deux décompositions

ToT(M)° = TaT(M)I ©T,7(M) =HE® V.

4.5.2. Types de w, dw, dw, dd w. — On suppose J intégrable. Décomposons w selon
ses types : w = wop + wi,1 + wo 2.

Si on décompose deux éléments X et Y appartenant a 7,7(M)¢ selon leur composantes
heta, X=X +X,Y =Y +Y" avec J(X) =iX,JY) =iV, J(X") = —iX" et
JY') = —iy".

wao(X,Y) = woo X + XY +Y7) = wofX,Y) = GX,J(Y)) = G(X,iY) =
iG(X',Y") (G est étendu par C-linéarité).

Utilisons les propriétés pl et p2 de J : woo(X,Y) = G(X,J(Y")) = GI(X), DY) =
G(iX',—-Y') = —iG(X,Y') = —wy(X,Y). On déduit que wyy = 0; pour les mémes
raisons, wpo = 0. Donc w est de type (1,1). De ce résultat, on déduit que dw est de
type (2,1)+(1,2), d'dw est de type (3,1)+(2,2), d’dw est de type (2,2)+(1,3). Comme
dd+ d d=d?>=0, d dw est de type (2,2). En résumé

Lemme 4.5.2. — w est de type (1,1) et d dw est de type (2,2).

On déduit de ce lemme que d w est de type (2,1). De méme d w est de type (1,2). Si
on note hg, hi.. des champs de type h (€ (T,7(M))"), et ag, a;.. des champs de type ah
(€ (Tyr(M))") : dw(hg, hy,a0) = dw(ho, hi,a0) car d = d +d et d w(hg, hy,a0) = 0, &
cause du type de d . Toutes les autres configurations sont nulles, plus précisément :

(1)d’w(h0,h1,h2) =0
(2)d’w(h0,a0,a1) = 0
(3)d'w(ag,ar,az) = 0.

Du fait que w est réelle (appliquée a des vecteurs réels, le résultat est réel), on montre

que si on considére h; et hy des vecteurs tangents a 7(M ), holomorphes et a; et as des

vecteurs tangents a 7(M), anti-holomorphes, alors, en utilisant pour un vecteur tangent
V a 7(M) la notation V pour le conjugué de V :

2.dldﬁé’u(h_la h_27 a_la CZ_Q) = id/d” (hla h27 aq, CZQ).
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CHAPITRE 5

PROPRIETES CONFORMES

5.1. Isomorphismes d’espaces twistoriels et transformations conformes

Définition 5.1.1. — Soit (M, g) et (N, h) deux variétés de Riemann orientées. Les mé-
triques g et h sont conformes si il existe un difféeomorphisme ® : M — N préservant les
orientations et tel que ®*h = Ag ou A est une fonction différentiable strictement positive.

On a alors le résultat suivant, qui montre une équivalence entre les classes de métriques
conformes et les classes ”d'isomorphie” de fibrés twistoriels.

Théoréme 5.1.2. — Il y a équivalence entre
1. g et h sont conformes.
2. 3 un difféomorphisme C* de fibrés @ : 7(M, g) — 7(N, h) tel que ®,,0J4 = Ik od,,,
pour tout a € T(M,g).(Isomorphisme d’espaces twistoriels).

Démonstration. — 1 = 2 : Si g et h sont conformes, il existe une fonction 0 : M — R
de sorte que A(x) = €@ et donc telle que h(®,, X, ®,,Y) = 2@ g(X,Y) pour tous
de M et tous vecteurs tangents X et Y de M . Définissons & : Pso(M) — Pso(N) et
® : 7(M) — 7(N) de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

d
7(M,9) — 7(N,h)
vl Try
Pgo(M) T> P50<N)
P

Pour cela on pose pour un repére p = (;601...,0s,) € PsoM :
D(p) = (O(2);e@D,,0,,..e @D, ,0,,);
(on ne mentionne plus z, sauf cas particulier). Pour montrer la cohérence de cette défi-
nition, on a h(e 7®.0;, e 7P.0;) = e 27 h(P.0;, D.0;) = g(6;,6;) = d;;, ce qui montre que
®(p) est bien orthonormé. De plus ® préserve les orientations , donc ®(p) € PsoN.
Application entre 7(M) et 7(N) :

Définition 5.1.3. — En un point a € 7(M) , il existe p € PsoM tel que ry(p) = a;
on définit alors ®(a) = ry(P(p)).



Montrons que cette définition a un sens, c’est a dire ne dépend pas de p, pourvu que
rv(p) =a:

Pour cela, montrons que 7y (®(p)) = (®.,) 0 a0 ®.}. On suppose r3(p) = a avec p =
(2,61, ..., 09,). Sion pose b = ry(D(p)), Mat(b, ®(p)) = .J, ; Mais compte tenu de la forme
de la base ®(p), on a aussi : M (b, ®.oby, ..., P,ubon) = Mat(b, &(p)) = J,.(le coéfficient
e~ n’intervient pas puisque les bases ®,.01, ..., P05, et e 7D, .01, ..., 7D, .05, étant
"proportionnelles", les matrices de b dans ces deux bases sont les mémes).

Mat(®,,0a0®} ... 0y, ..., Piybo,) = Mat(a,0y,...,0,) = Mat(a,p) = J,. On déduit
que b et D, oao(I)*gC ont la méme matrice dans la base ®,.60, ..., ®.,05,, donc sont égaux.

*x )

Ce procédé est réversible ((iD est inversible, et donc aussi <I>) On déduit que ® est un
difféeomorphisme.

Pour terminer la démonstration du point 2 du théoréme, on doit démontrer la commu-
tativité du diagramme

b,

Tor(M,g) — Ty,yT(N,h)
It R
TaT(M7 g) - Ti)(a)T(Na h’)

b,q

On examine la commutativité sur les éléments de T,(7(M, g)) : dans un ouvert U ou existe
un repére R local, on avait introduit des applications ©¥r pour pouvoir faire correspondre
a un endomorphisme, sa matrice dans R.

Calculons d’abord ¢4 g, © doyp! U x Zy(n) — ®U) x Zy(n).

Pour un élément (x, X) de Z,(n), par définition ¢;'(z, X) est I'endomorphisme de
7y (z) dont la matrice dans R(z) est X. Mais on a aussi ¢5' (2, X) = ry(R(z).9)
pour un élément g de G (rys est surjective). b = ® o ¢z (v, X) = d(ry(R(z)g)) =
v (®(R(x)g))=endomorphisme de 73! (®(z)) dont la matrice dans ®(p), (p = R(x)g), est
Jn. Mat(ra(p),p) = J, = Mat(vi'(x, X), R(x)g) =" g.X.g. De méme Mat (b, &(p)) =
Mat(ry(®(p)), ®(p)) = J,. On en déduit que Mat(b, ®(R(z)) = g.J,.'g = X ; en conclu-

sion
Vi (r) © b oyt (z, X) = (®(x), X).

On peut traduire cette propriété en disant que pour un point a de 7(M), si on repré-
sente dans R(x) un vecteur vertical en a par la matrice [X, A] avec X = Mat(a, R(x))
et A € s50(2n), ..(T,[X, A]) = (®..(T),[X, A]), sachant que le deuxiéme [X, A] dé-
signe I'élément de 7(N) dont la matrice dans le repére D(R(x)) est aussi [X,Al. (X =
Mat(a, R(x)) = Mat(®(a), D(R(x))).

Un vecteur de T,7(M) peut s’écrire U=T+[X, A]* ou T € T,M et [X,6A]* =
> i1 A]ija% (écriture dans R(x)).

Jg(a) 0D, (U) = J’;( )( (1) + [X, A]*) = ®(a)(P,.(T)) + [X, XA]*. On remarque que

le deuxiéme terme est écrit dans le repére ®(R).
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Pour lautre sens du diagramme ,®,, o J9(U) = ®,, 0 J9(T + [X, A]*) = &,4(a(T) +
(X, XA]*) = (®re(a(T)+[X, X A]*). Comme ®(a)od,, = ®,,0a, (P(a) = &, 0a0(P,,)"")
on en déduit la commutativité du diagramme.

2 =1 : A l'inverse , si on suppose 'existence d’un isomorphisme d’espaces twistoriels
U entre 7(M, g) et 7(N,h), comme ¥ respecte les fibres , on définit & : M — N de la
maniére suivante : si a € 7, (), on pose ®(z) = 7x(¥(a)).Cette définition a un sens car
W(my/ (7)) est une fibre par définition de ¥, donc cette définition ne dépend pas de a .
De plus si R est un repére local C>* dans M, ®(z) = my o ¥ o R(z) , qui montre que ®

est C°, comme composition d’applications C*°. On a le diagramme commutatif

N
(M) — 7(N)
Y N
M — N
(0]

par définition de ® puisque ®(x) = mn(V(a)) pour tout a tel que my(a) = x.

(1) W,q0l8 = I oW,, par hypothése, et de plus ¥.,(Va) € Vu(q) puisque ¥ respecte les
fibres. Considérons un élément T quelconque de T, M et notons T son relevé horizontal
en a; on peut écrire : (2)W,,(T) = H+V ot H = UY, avec U € Ty N, le relévement
horizontal étant & prendre en W(a), et V' € Vy(q).

—

Lemme 5.1.4. — a.— U = ®,,(T) , cest & dire U,o(T) = ,,(T) + V.
b.— On a ®,,0a =¥(a)o P,,.

Démonstration. — a.— Appliquons (7n).w(e) & I'identité (2) ci-dessus. (7n)sw(a)(V)=0
car V est vertical; il reste : (7n)ww()(Wea(T)) = U = (75 0 ¥)o(T) = (® o
71—M)*a(T) = ((D)iI(T) . R

b.— En appliquant 7' a I'identité (1), W,, 0 J4(T) = J% o W,,(T) d’ou en appliquant
le lemme aux deux membres et compte tenu des définitions de J9 et J* : U,, o
J9(T) = \D*a(@) = CI)*I/(a(\T))—i—Vl ot Vi est vertical. J§ oW,,(T) = J%a(m)ﬂL
V) ou Vs est vertical. En égalant ces deux quantités , et en particulier les parties
horizontales, on obtient @, (a(T)) = ¥(a)(P..(T)) ce qui revient a la commutativité
du diagramme

a
T,M — .M
¥(a)

De la relation (b) du lemme,

O*h(a(X),Y) = h(Pw(a(X)), Pu(Y)) = h(¥(a)(Psr(X), DY)
= —h(P(X),¥(a)(P,,Y)) = —P*h(X,aY).
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Donc a est ®*h anti-symétrique. Pour conclure, choisissons une base v; qui soit g-
orthonormale et ®*h orthogonale : ®*h(v;,v;) = Adij, g(vi,v;) = d;;. Si on écrit
av; = Zj A5V, @*h(avi,vj) = aji>\j = —CID*h(vZ-,cwj) = —az-j/\i = aji)\i,(a est aussi
g-anti-symétrique) d’ou a;;(A; — A\;)=0, pour tous i et j et tout a . On déduit que les )
sont égaux a un seul A. (par exemple A\; = Ay puisque dans la base {v;}, 'endomorphisme
a ayant J, comme matrice vérifie ag; = 1). Soit ®*h = Ag et A est positive car g et ®*h
sont définies positives.

Notons que W, respecte par définition les espaces verticaux, alors que ce n’est pas
nécessairement le cas pour les espaces horizontaux. O

5.2. Relation entre intégrabilités sur deux espaces conformes

Soit ¢ : (M, g) — (IV,h) une application conforme , préservant les orientations. Si a
est un endomorphisme de T}, M, on définit a, endomorphisme de 75, )N par :

O
.M — Tyu)N
a | la
.M — TyuN
Osxx

c’est a dire @ = o, 0ao00, "

On peut alors définir comme précédemment avec o dans le role de @, ¢ : 7(M, g) —
7(N, h) par ¢(x,a) = (0(z),a). Si a est fonction de x € M, on construit une section s,
par s,(z) = (z,a(r)). De méme on définit sz(o(z)) = (0(), 0w 0 a(z) 0 0.,}), section de
7(N, h). Examinons alors le diagramme suivant :

Jh

Tssu(@nT(V; 1) Ts(sutanT(N, h)

J9
Tsa(x)T(Mv g) - TSa(I)T(M7 g)
(5&)*o(w) Sa*x‘T Sa*wT (SE)*U(m)
M —" 1M
To@) N To@ N

a(o(x))

Les 4 diagrammes périphériques sont commutatifs :

-diagramme du bas :a(0()) 0 04y = 04y 0 a(z) 0 0} 0 04y = 04y 0 a(x) ; ce qui montre la
commutativité de ce diagramme.

-diagrammes latéraux : (5a)so(z) © Ose = (53 © 0)sz €t (0)ss,(2) © (Sa)sz = (00 8a)wr €t
008, = Sz o0 par définition.

-diagramme du haut :la démonstration de la commutativité a été effectuée dans le théo-
réme 5.1.2 avec & = o . Il y a donc équivalence entre la commutativité du "petit "
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diagramme central et celle du grand diagramme.
Rappelons ici le théoréme de Newlander-Nirenberg :

Théoréme 5.2.1. — Soit a une structure presque complexe sur M. a est intégrable <
N(a) =0 (tenseur de Nijenhuis de a).

Utilisons alors le lemme que j’admets :

Lemme 5.2.2. — Soit a une structure presque complexe sur M. Sont équivalentes :

1. a est intégrable.
2. 54(M) est une sous-variété complexe de T(M).
3. Le diagramme central ci-dessus est commutatif.

Voir par exemple |D|(p 25) et aussi |B-N| p128.

Remarque 5.2.3. — On voit par ce lemme la relation existant entre I'intégrabilité d’une
structure presque complexe sur M et la structure presque complexe J sur 7(M) (Vz € M,
Jsa(z) 0dySy = dypSq © CL(Z'))

En utilisant ce lemme on obtient I’équivalence

Corollaire 5.2.4. — Pour deux variétés (M,g) et (N,h) conformes par o : M — N,
si a est une structure presque intégrable sur M. En posant pour tout y de N, a(y) =

Oua-i(y 0 a(0™ (y)) 0 05,

a intégrable <= a inlégrable.

5.3. Cas de R* et S*

Rappelons que nous ne considérons que les structures presque complexes compatibles
avec les métriques usuelles.

Soit N le pole nord de S* et S le pole sud. La projection stéréographique de pole nord,
oy : S*—(N) — R? étant conforme, d’aprés ce qui précéde, il y a donc équivalence entre
leurs structures presque complexes intégrables, compatibles avec leurs métriques usuelles
( métrique euclidienne h dans le cas de R? et métrique g sur S* induite de la métrique
euclidienne de R®) . Celles de (R*, h) étant connues, toutes les combinaisons de la forme
Jape = al + bJ + cK, (notations du début du document conernant I,.J, K) avec a,b,c
constantes réelles telles que a? + b% + ¢ = 1, les structures presque complexes intégrables
L de (8* — (N), g) sont donc de la forme

L= ((0n)s) " © Jabe(on (7)) 0 (0 ) (x € S* = (N)).

De méme, en utilisant la projection stéréographique de poéle sud : og : S* — (S) — R4,
on obtient un résultat analogue : pour une structure presque complexe intégrable L sur
St —(9), il existe a/, I/, ¢ des constantes réelles telles que a? + 02 + 2 =1 et :

L=((05)w)"" 0 Juye(0s(z)) 0 (05)w((z € ' = (5)).
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Une structure presque complexe intégrable (pci) sur S?* induit une structure pci sur
S* — (N) et une structure pci sur S* — (), on doit donc avoir

((UN)*x)_l 0 Jabe(ON(2)) 0 (ON) sz = ((US)*I)_l o Juer (05(2)) 0 (05)wx
pour x € S*— (N US), soit (aSoa;,l)*gN(x) o Jupe(on(z)) = Jype(os(x)) 0 (ogoa;,l)*,m(x)
pour z € S* — (N U S)(*).
L’application og o Uj_vl est I'inversion de centre O, centre de la sphére S* et de puis-
sance 1. Alors, og 0 oy (u) = W pour tout u € R* — 0. Ecrivons la matrice M (u) de

(05 00y )wu dans la base canonique de R*
Mu) = ——1d — —
[l Il
On se place en un point x € S* et on pose on(r) = u = (uy, ug, u3, uy), v = og(x). On
suppose que x = (&1, To, T3, Ty, T5) est dans le plan (x1, z5), c’est & dire 9 = x3 = x4 = 0,
ce qui implique uy = uz = uy = 0; On pose u = u;.

(wity )i j<a-

10 0 0
1 0 10 0
Mu) =510 o 1 0
0 0 0 1

En faisant le produit de matrices M (u).Jupe(u) = Jope (v). M (u), issue de la relation (*)
ci-dessus, on obtient

0 a b c 0 —-d =V -
a 0 —c b B —a 0 = ¥
b ¢ 0 —-al| -y 0 —d
c —=b a 0 A 0
De cette identité matricielle, on déduit a = —a’ = d/,... dota =0,b =10, ¢ = 0, ce qui

est impossible puisque a? + b 4+ ¢ = 1.
En conclusion ceci montre qu’il n’existe aucune structure presque complexe intégrable
compatible avec la métrique usuelle sur S* en entier.
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CHAPITRE 6

CALCUL DU CROCHET |6, 0]

6.1. Crochets élémentaires

Pour calculer des différentielles de formes différentielles dans 7(M), il est nécessaire de
calculer de tels crochets. On considére ici des champs verticaux sur 7(M) qui s’écrivent
dans un repeére local R sous la forme (z, X) — [X, A(x)] ou A(z) € so(2n). D’abord, on
établit le lemme suivant :

Lemme 6.1.1. — Si A et B sont des matrices de so(2n,R) (A et B peuvent dépendre
de x, mais pas de X )

[X, AP, [X, BI'T = [X, [A, B]J™.

On se fixe le repére local R sur un ouvert U suffisamment petit pour que des coordonnées
locales (1, ... JEQn) existent. Posons K = [X,A]* = ) [X, A]TS&X et L = [X,B]* =
S X, Blrsnd— ax_ - Le crochet [K, L] est & calculer dans 7(M), qui localement via 1r est
difféomorphe & U x Z(n). On peut alors écrire localement

0
L}zgak z, X) ——l—;ﬁrs z, X) 6er'

On note

pr:UXxZi(n)—=R:(x,X) — xp
Gs :UXxZy(n) = R:(2,X) = X,

ap(z, X) = K(L(pr)) — L(K(pr)) = 0 car L(pr) = 0 et K(py) = 0.
ﬁrs(IaX> = K( (q’l”S)) - (K(QTS)) . Comme L(QTS) = [Xv A]rs et K(Qrs) = [X7 B]rs on



en déduit

ﬁrs(I7X> = K([X7B]rs)_L([X7A]Ts)
0

0
= S Al (X Bl) = SIX. Bl (X, 4L)

k.l

0
= X, A Xt Bis — B Xys) — (X, B| XA — Ari Xos
S A S KB = BaXe) = 2| i (0K Ao

= Z[X, Al akl (X, Bis) (a)

kit Xk
S Bl (X An) (0)
‘ 0X
At
0
+> X, Blrigz—(AnXe)  (d)
k,lt

Ces sommes se simplifient : §,5(z, X)=(a)+(b)+(c)+(d) et
pour (a) :k =7 et I =t soit (a)=)_,[X, A4 DBs
pour (b) :k =t et [ = s soit (b)=—>,[X, AlxsBrk
pour (c) :k =r et [ =t soit (¢)=—)_,[X, Bl A
pour (d) :k =t et [ = s soit (d)=+)_,[X, BlrsAwk, d'ou :
Boo(z, X) = ([X,A]B — B[X,A] — [X,B|JA+ A[X,B])rs = (XA — AX)B — B(XA —
AX) — (XB — BX)A+ A(XB — BX))s = [X, [A, B]],s.

Remarque 6.1.2. — Dans les différentielles partielles, il est primordial que A et B ne
dépendent pas de X, mais peuvent étre fonction de x, ce qui sera en général le cas dans
les applications suivantes, pour lesquelles A et B sont du type 7(x,0(x)) ou 0 est un
champ défini localement sur M.

6.2. Crochet de deux relévements horizontaux

On peut calculer des crochets de champs de la forme f6 + h[X, A]* dans 'espace
twistoriel 7(M), oil f et h sont des fonctions de x et X. Soient 6 et 6 deux champs de
vecteurs sur M, définis localement dans un voisinage U d’un point z. On peut considérer
les deux champs 0 et O , définis localement sur 7! (U), par 'étude précédente. Calculons
6.6

0,07 = 10+ [X,7(0)]",0 + [X,7(6)]°]

/

= (6,6 + X, [7(8), i(&)]]* + 16, [X,n(6)])*] = [¢', [, n(6)]°].

(lemme précédent pour le deuxiéme terme de cette derniére somme). On a de plus :

’

Lemme 6.2.1. — a.— [i(0),7(6'] =7 A7(0,6").

38



b.— [6,[X,7(0)]°] = [X,0(7(60))]*, en supposant que O est un chamyp simple, c’est & dire
que dans son expression en coordonnées locales, les coefficients dépendent de x mais
pas de X.

Démonstration. — a.— Résulte de la définition des crochets de matrices et de celle du
produit extérieur de formes. Il faut remarquer qu’il s’agit ici de calculs dans so(2n),
et non de calculs sur des champs de vecteurs.

b.— Tl faut comprendre 6(7(6")) comme la matrice (6(7;;(6"))):; ot 7;;()) est une fonc-
tion de x, n;;(z;.) : T,M — R. Le calcul peut se faire en appliquant une fonction
f(z,X) a0,[X,7(0)]°] comme suit, en posant A = A(z) = 7j(x; 0 (r))

[0, (X, 7i(2: 6 (2)°)(f) = O(X,A]"f) — [X, A*(6(f))
of )
= ;9([X,A]klaxkl)—%:[XaA]manl(@(f))-

Notons que 0([X, Al = 0(3_; XijAj); 0(Xy;) = 0 car 0 est un champ sur M. D’out
O([X, Al = > Xij0(Aj1). En définissant la matrice 6(A) , comme la matrice de
fonctions (6(A));; = 0(A;j), on trouve 0([X, Al = [X, 0(A)]. Pour finir 0(%) =

8§kl (6(f)) , d’ou I'identité en b.

]

Utilisons la formule donnant la différentielle d’une 1-forme, appliquée a 7 : dn(0,0") +
n([0,8']) = 0(n(0')) — ¢'(7(F)) En utilisant d’autre part les propriétés a- et b- ci-dessus et
la proposition 4.2.5, on peut écrire :

0,07 = [0,0]+ X, A7(0,0)]" + [X,06i(0))° — [X,0'(7(6)))*
0,07+ [X, 7 A7(0,0)]" + [X, dij(0,6") + 7([0,0)]".
Appliquons la formule du relévement horizontal a [0, 6']
0,07 = 10,0) + X, 7(16,0')))*

En conclusion

Proposition 6.2.2. — Lorsque 0 et 0 sont des champs sur M, sans dépendance par
rapport & X (c’est a dire que dans ’expression en coordonnées locales, les coefficients ne
dépendent que de x (pas de X ), alors :

0,0)=[0.6] + [, 50,0
On peut consulter la définition 3.4.1 pour se rappeler la définition de Q
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CHAPITRE 7

RELATION ENTRE L’OPERATEUR DE
COURBURE R ET dw

On reprend la précédente notation § pour désigner le produit scalaire sur A2T'M in-
duit par g. On fait de cette maniére un léger abus de langage, pour étre rigoureux on
devrait dire § = (§u)eerr OU §p @ N2T,M x N*T,M — R ou g, (G(XAY,ZAT) =
9 X, Z2)g(Y,T) — g(X, T)g(Z,Y) (X,Y,Z,T € T,M). De plus, on note so(T'M) le R-
espace des endomorphismes anti-symétriques de (M, g).

7.1. Isomorphisme entre so(T'M) et A>T M

On considére Iapplication @ : so(T'M) — A*T'M définie par la propriété suivante :
G(P(u), X NY) = g(u(X),Y). Le fait que u soit anti-symétrique, implique que f :
(X,Y) — g(u(X),Y) se factorise via A2E en f, qui est donc une forme linéaire sur
A?E. Comme § est non dégénérée, on conclut a l'existence (et 1'unicité) de ®(u) telle
que f(X AY) = gu(X),Y) = §(®(u), X AY); cette derniére est visiblement injec-
tive. La dimension des deux espaces étant la méme, n(2n — 1) si dimM = 2n, ® est un
isomorphisme.

7.2. Relation entre les vecteurs tangents verticaux et so(7,M)

On se place dans le cadre habituel ot M est une variété riemannienne orientée de
dimension paire, et on considére I'espace twistoriel correspondant 7(A/). On fixe un repére
local R au voisinage de € M, R(x) = (z;6,(x), ..., 02,(z)). Un vecteur tangent vertical
en a € 7(M) tel que w(a) = x, s’écrit sous la forme [a,u] = aou—wuoa ouu € so(T,M).
Dans la suite on note (z, X) = ¥g(a), qui représente a dans R. X est donc la matrice de
a dans le repére R(x). Si on note A = Mat(u, R(z)), la matrice |a,u] dans R est [X, A],
qui est un crochet de matrices. On définit ci-dessous A(6 A @) pour 6 et 6" dans T, M.

Définition 7.2.1. — C’est le vecteur vertical en a & 7(M), défini par :

YR
AO A (a) = [a, (8 A 0)]) =X, Mat(® (0 A0, R(x))].

Lemme 7.2.2. — Soit R(x) = (x;04, ...,02,) un repére orthonormé direct (€ Pso(M)).
Soit a € 7= (x); on note X = Mat(a; R(z)). Soit U un vecteur vertical en a représenté
par sa matrice (notée U aussi) dans R(x); on a



G(A(@Z N GJ)NUU) = w(A(@z A Hj), U) == 2Uz]

b.—
G(A(a(8;) Na(6;)),JU) = w(A(ab; A aby),U) = —2U;;.
Démonstration. — a.— Les indices i et j étant fixés, tels que ¢ < j, on pose E = ®~1(6; A
6;). On a par définition de J sur les éléments verticaux, JU = XU (produit de
matrices) et G(A(0; A 0;),IJ(U)) = —3Tr([X, E]XU) = —3Tr(XEXU — EXXU).

En utilisant la propriété de la trace, Tr(MN) = Tr(NM), X2 =—-IldetUX+XU =
0,(propriété des vecteurs verticaux en a) on obtient G(A(0;A6,),J(U)) = =Tr(EU).
Tr(EU) = Zk,l EyUn = 2 EwlUp. Pour k < leti <j, g(®(E),0AN0) =
f](@/\@j, QkAél) = 6k,’i-5jl = g(EQk, 91) = Elk- On déduit que TT(EU) = 2Uji = —2Uij.
Finalement, on obtient le résultat, pour tous i et j , pas nécessairement ordonnés,
car U est anti-symétrique.

b.— CL(@Z) = zk X,Imgk . G(A(a(é’z) A a(é’j)),ﬂ ) = ZthkzXh]G<A(0k A Qh) JU)
utilisant la proposition précédente, G(A(a(6;) A a(6;)),JU) = QZthkZthUk.h =
—2U;;. Notons que XUX =U car UX + XU =0 et X? = —Id.

]

7.3. Relation entre ’opérateur de courbure R et dw

On sait que R(0;,0;) : T,M — T,M est un endomorphisme anti-symétrique. On
peut alors considérer ®(R(6;,6,)) € A% Par définition de @, G(P(R(6;,0,),0k N 6;) =
g(R(60;,0;)0k,0,). Si on désigne par R Vendomorphisme symétrique de A2T, M, associé a
R on a aussi g(R(0;,0;)0k,0;) = G(R(6; A 6;),0, A 6;) , soit finalement

Proposition 7.3.1. — ®(R(6;,0,)) = R(6; A 6;)(€ N?)

On donne ici une autre expression de la formule de [B-NJ, donnant dw, qui est une
3-forme sur 7(M) . Dans ce méme article , il est montré que dw n’est non nulle que
lorsqu’elle est appliquée a deux vecteurs horizontaux et un vecteur vertical, toutes les
autres configurations sont donc nulles : Pour des vecteurs horizontaux H et H;, et des
vecteurs verticaux Vj :

1. dw(Hy,Hy, H3) =0

2. dw(V1, Vo, H) =0

3. dw(Vy, Vo, V3) = 0.

En supposant que J est intégrable la condition NS pour que 7(M) soit kdhlérienne est
que dw(éi, 9}, U) = 0, pour tous i et j et tout U vecteur vertical.

Théoréme 7.3.2. —
~ A 1 ~ 1 ~
dw(0;,0;,U) = W(A((Eld —R)0; NG,),U) = G(A((Eld — R)0; NG,),IU).
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Démonstration. — Comme d’habitude, on fixe un repére local R. On utilise la définition
globale donnant dw, au point a de 7(M), de coordonnées (z, X) dans R :
dw(0;,0,,U) = 0,(w(0;,U)) = 0;(w(0,, U)) + U(w(6;,65)) — w([6:,6,],U)) + w([0:, U], 0;) -

A6, U),6,).

Mais, w(6;,U) = G(QJ,JU) 0 car 6, est horizontal et JU est vertical (comme U). De
meéme w(6;, U) = G(6;, JU)— 0. De plus comme il existe Ae so(2n) telle que U=[X, AJ*,
[0;,U] = [6; + [X,7(6:)]°, [X, A]*]. [6;. [X, AJ*]=0 . On déduit que [Hz,U] =X, [7(6:), A]]*
est un vecteur vertical. Donc w([0;, U], 6;)=0. De méme w([6;, U] 0; ):O.

L expression donnant dw se réduit alors a : dw(6;,6;,U) = U(w(8;,6;)) — w([b;, 6], U)).
Pour terminer, calculons les deux termes de cette somme, en utilisant les propositions
antérieures : A o )

ow(0;,0;) = G(0;,(0;)) = G(6;, (ab;)) = g(0i,a0;) = Xi5. D’ U(w(6;,0;)) = U(Xy;) =
Ui; = 3G(A(0: A 6;),IU).

ws[8:,6),U)) = (B8] + (X, 84616, V), -

Comme [0;, 6] est horizontal , il est orthogonal a U (et & JU) . Donc w([6;,0;],U) = 0.
11 reste donc le terme w([X, Q(6;,0,)]°, U) = G(A(R(6; A6;)),JU). En réunissant ces deux
calculs, on obtient le résultat. O
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CHAPITRE 8

INTEGRABILITE DE J

8.1. Opérateur de Hodge

D’une maniére générale, si M est variété riemannienne orientée de dimension n, pour
tout 0 < p < n l'opérateur de Hodge, noté %, est un opérateur linéaire de APT'M dans
NPT M que 'on peut définir comme suit :
elin chaque point x € M, si ey, ..., e, est une base orthonormale directe de T, M ,on sait
que e; A ... A e, est indépendante de la base choisie car si e’l, e e;l est une autre base du
méme type :
e1A...Ne!, = det()ey A... Ae, oit det()=déterminant du changement de base=1. On posera
Wy, = €1 A ... A en qui est donc intrinséque (ne dépend pas de la base choisie).
ePour z € M, et o € APT, M on considére la forme linéaire A" PT,M — R : 5 — \(()
ou A est le scalaire défini par : a A 8 = Awg,.

La métrique g étant non dégénérée sur A" PT, M, il existe un seul élément, noté x«a, dans
NPT M, et telle que pour tout 5 € A" PT, M :

a N B = g(*a, ﬁ)ng-u)

Si on se donne une base orthonormée eq,...,e, de T'M, compatible avec |'orienta-
tion, si de plus 1 <1y < iy < ... <7, < n alors on vérifie que :

*(e;, N oo Ne,) = e A ... Aej,_, pour tout multi-indice ji, 72, ..., jn—p tel que
e, N .o Ney, Nejy Ao Nej, o = er A ... A ey, Il suffit de vérifier que ce terme véri-
fie identité (1) ci-dessus.

8.2. o, et u,
Définition 8.2.1. — Soit a € 7 '(z). On définit o, et p, :A*TM — N*TM par :

0 ( XANY)=a(X)NY + X ANa(Y)
Ua(XAY)=a(X)NaY)—-XAY



On vérifie que 02 = 2u,, que o, est g-antisymétrique, et que p, est g-symétrique.

8.3. cas particulier n—4

8.3.1. W, et W_. — Dans ce cas on vérifie que x> = Id,2rp;. On en déduit une
décomposition A*T'M = A3 @ A?, correspondant aux deux sous-espaces propres liés aux
valeurs propres +1 et -1. On note p, et p_ les deux propections associées. On pose alors
W,y =Wopyet W_=Wop_. On ala décomposition de 'opérateur de Weyl :

W:W++W_.

On vérifie (et on admet ici) que E étant un espace vectoriel enclidien de dimension 4,
si on considére ensemble Endg,,(A*(E)) des endomorphismes symétriques, on a la
décomposition orthogonale :

Endy,(N*(E)) = RxoRId® ZoW.

On peut sur ces sujets consulter par exemple |B]. Cette identité est la conséquence du
fait que Trace(x o }?):0 pour tout R tenseur vérifiant les 4 conditions a,b,c,d décrites
au début du document et d’un argument de dimension. (les deux espaces & gauche et a
droite sont de méme dimension 21).

On déduit que Tr(W) = 0 (orthogonalité de W avec Idpzrpr)et Tr(xo W) = 0 (orthogo-
nalité de W avec x).

On montre de plus que Vo € W, ¢ o x = x o ¢, ce qui entraine en particulier que
W o% =xo W. Il résulte de cette propriété et de la définition de W, et W_ que :
*xoW =koW,+ oW_ =W, —W_, soit : Wy = 3(W+x0W), Wy = (W —xoW).
De ce qui précéde, on déduit Tr(W) =Tr(W,) =Tr(W_) =0.

8.3.2. Anti-autodualité. —

Définition 8.3.1. — En dimension 4, la métrique g de M est dite anti-autoduale(AAD)
(respectivement autoduale) si W, =0 (respectivement W_=0).

Par exemple les espaces (M, g) a courbure nulles (cas de R* ou T* = Pz{—f munis des
métriques naturelles ) ont des métriques AAD, puisque R = 0. Les surfaces K* munies
d’une métrique Ricci-plate (qui existe) aussi, par le théoréme de Calabi-Yau. Dans ce

dernier cas, R = W_.

8.3.3. A, et A_,. — On se place dans (7(M, g), 7, M). En considérant u € 7~ (x) =
{u € SO(T,M),u* = —Id,u >> 0}, il existe une C-base ej,es de T, M telle que
e, u(er), ez, u(es) soit une R base g-orthonormale directe de T, M. On a alors ®(u) = e A
u(er) +ea Au(eg)(voir en 7.1 la définition de @) et comme u >> 0, xe; Au(er) = ea Au(es)
d’ou *®(u) = ®(u), donc (7 *(z)) C A4, (abrége de AT, M) . De plus §(®(u), ®(u)) =
gler Nu(er) +ea Au(ez), ex Auler) + ez Au(er)) = 2, d'ott &(77(2)) € S 5(A4s) (spheére
de rayon v/2 de A,,). D’une maniére analogue au fibré (7(M), 7, M) on peut considérer

46



le fibré (7/(M),n’, M) ou au lieu de considérer les endomorphismes >> 0, on considére
les endomorphismes << 0.

Proposition 8.3.2. — On a
1. si ue SO(T, M), tel que u*=-Id , alors u >> 0 < *®(u) = ®(u).
2. On a ®(77Y(2)) = S 5(Ass). De méme on a ®(7' 1 (z)) = S 5(A—s).
3. Siuy et ug € so(T, M) (endomorphismes anti-symétriques) tels que ®(u1) € Ny, et
O (uy) € Ay alors [ug, us] = 0(= uy o ug — ug 0 uy ).

Démonstration. — 1. On a déja montré I'implication =. A l'inverse, si *®(u) = ®(u),
en utilisant une base g-orthonormale comme ci dessus ey, u(ey), ez, u(es), ®(u) =
er ANuler) +ea Aules) , xe; Au(er) = eeg Au(eg) avec e=+ ou -1 selon que cette base
est directe ou non. Comme ** = Id, on déduit *®(u) = e®(u) = ®(u); donc e=1,
donc la base est directe et u>>0.

2. On prend 6, 05, 03,0, une base orthonormale directe de T, M. Alors X; = \%(91 A
92 + 93 A 94), X2 = \%(91 VAN 93 — 92 A 64), X3 = \%(91 N 94 + 92 N ‘93), forment
une base orthonormale de A,. De plus X; = \%@(uz) i=1,2,3 les endomorphismes
u; vérifiant les relations quaternioniques u? = —Id, wyug = —uguy = ug.(ug, us et
ug ont pour matrices I, J, K indiquées au début du document, dans la base {6;})
St € e Sp(A), € = aXy+ 00Xy 4+ ¢X3 , a,b,c € Ret a®> + b+ ¢ = 2, soit

a c R EPREN aui+bustcu aui+bustcuz\2__ -
(7§)Q+ (\%)2‘1' (75)2 =1;dot = 9( 1+l1/§+ 2) et (! 1+\/§2+ 2)2=-Id. On vérifie
que ‘“‘1“’% € SO(T,M), car det(aus + bus + cuz) = (a® + b* + *)*> = 4 et la
matrice considérée est anti-symétrique . Comme & € A, par hypothése, en utilisant

1-, on obtient W’% >> 0 d’ou le résultat.

3. On peut toujours supposer u; # 0 et uy # 0, que ||®(u))|| = V2 et ||®(ug]| = V2,
auquel cas, d’aprés 2-, uy € SO(T,M) (groupe spécial orthogonal), u? = —Id,
u; >> 0. De méme, uy € SO(T,, M )(groupe spécial orthogonal), u3 = —Id, uy << 0.
En utilisant les notations des quaternions, il existe p,q € H (imaginaires purs) tels

que ui(x) = p.x et ug(z) = x.q, d’ott ug oug(x) = p.x.q = ugouy(x), soit [uy, us] = 0.

]

8.3.4. Propriétés liées a o, et y, en dimension 4. — Soit a € 7 '(z). On a
défini précédemment de maniére générale (sans restriction de dimension) o, et p, deux
endomorphismes de A%T, M,

Proposition 8.3.3. — On a, en dimension
1. Imo, et Imp, sont inclus dans Ny,.
2. XANY +a(X)ANaY) e AL, @ (P(a)) o (D(a)) est le sous-espace de dimension 1
de Ny engendré par ®(a). De méme X Na(Y) —a(X)A(Y) € A_, @ (P(a)).

Démonstration. — 1. Soit B = (04,...,04) une base orthonormée directe de T,M.
On peut faire une démonstration directe en prenant successivement a tel que
Mat(a,B) =1, Mat(a,B) = J, Mat(a,B) = K, ou I, J, K sont les matrices décrites
au début de la thése, en vérifiant la propriété dans chaque cas, puis en écrivant que
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tout endomorphisme a de la fibre en x est une combinaison linéaire de I, J etK.
La démonstration proposée ici est plus intrinséque. Un élément de A?T,M peut
toujours s’écrire : £ = >, u;0; A0 ott U = (uy;) est une matrice anti-symétrique.
On a alors 0,(&) = >, - wi;(a(6;) NO; +0; Na(b;)). On écrit a(b;) = >, Xkiby , ot

1,J
Oa(f) = Z ul]Xlek A 9]' + ZUZJX]CJQZ N Hk
1,7,k 4,5,k
= D (XU A0 = > (UX)iwb; A b
k,j 1,5,k

En permutant k et ¢ dans la derniére somme puis en changeant ¢ en j, on ob-
tient : 0,(&) = 3o ;[X, UlgiOk A 0;. De plus @ : so(T, M) — AT, M est linéaire,
et ®(7(z)) C Ay, d’apres la proposition précédente, qui est un espace vectoriel.
La différentielle de ® en a envoie donc 'espace tangent en a a la fibre dans A,.
L’endomorphisme v, dont la matrice est [X, U] dans la base {6;} est dans cet espace
tangent (v antisymétrique et v o a 4+ a o v=0), donc ®(v) € A4, et 0,(§) = —2P(v).
2. On peut supposer que X = e, premier élément d’une base orthonormée directe
e1,aler), es, ales). Alors Y = aey + fa(er) + ves + da(es) et
XANY +a(X)Na(Y)=e AY +aler) Na(Y)

= e1 A (Baler) +vea + da(es)) + aler) A (—Ber + ya(ea) — des)

= 28(ex Naler)) +v(ex Aea+aler) Aaler)) + d(er Aale) — aler) A es).
Pour finir, a(ey) A a(e) +e1 Aex € Ay, e1 Aaler) = 5((er Aaler) + e Aalez) +
(ex Na(er) —ea Na(ez)) € (P(a)) ®A_, ((P(a)) désigne le sous espace de dimension

1 engendré par ®(a)) et (e; Aa(ez) —aler) Aey) € A_,. L’autre démonstration peut
s’obtenir en remplacant Y par a(Y).

]
8.4. CNS
Théoréme 8.4.1. — L’intégrabilité de J sur (M, g) équivaut a
1. dim M = 4, la métrique g de M est AAD.
2. dim M > 4, W=0 (g est conformément plate).
Démonstration. — Le principe de la démonstration consiste a montrer a quelle condition

le tenseur de Nijenhuis Ny est nul. On calcule ce tenseur sur les types de vecteurs hori-
zontaux et verticaux. On s’apercoit que la seule obstruction éventuelle a sa nullité est le
calcul de Ny(6,0") ou 6 et &' sont dans T'M, les autres configurations étant toujours nulles

(NJ(Vv V/) =0= NJ(V> H))
Lemme 8.4.2. — .On a les relations
1. [Jél,.,]]é]] = Jm — Jv/a\gjez + [X, Q(a@i,aéj)]'.
2. J[Jéz; éj] = Jvaeﬁj + v@jei + J[X7 Q(aeiv 9])].
3. Ny(6;,0,) = [X,Q(ab;, ab;) — Q(6;,0;) — XQab;,0;) — XQb;, ab,)]°.
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Démonstration. — On utilise dans cette preuve des notations du type Vy,a(6;),
Vao,(0;), Vap,a(0;) qui n’ont pas de sens a priori, car les champs de type a(0;) = >_; X;it;
sont des champs sur 7(M), et non sur M. Dans ce qui suit, il faut comprendre les
expressions considérées comine

Vgia(ﬁj) = ZijVQiQk s Vagia(ej):ZXhiijvgth

k,h

k
Vaei (9]) = Z szvé‘ke]
k

En bref dans ces expressions, les variables X;; sont "‘transparentes” (considérées comme
constantes).
On se fixe un repére local R(x) = (z;60:(z), ..., 02,(x)). On se place en un point a de
7(M) de coordonnées (z, X) dans R. On a (*)a(0;) = >, X0k
1. [76;,36;) = [a(6:), a(8;)] = > kn Xi X0 [0k, On] + Xuibr (Xnj)0n — X0 (X3i)0y
On examine les trois sommes de ce développement :

(a)
S1= >0 XeiXlfe, )] = D Xaa Xy (B, 0] + [X, 204, 01)]°)

= Vaena(0;) — Ve, a(0:) + [X, Qabs, ab;]*)

Remarquons que a(6;)(X,s) = 0 puisque un élément 6, n’a d’effet que sur les
fonctions en x, pas sur les fonctions en X.

(b)
Sy = Zin‘gk(th)éh:Zin[Xaﬁ(ek)]hjéh

Tohot
= Z Xt (a(6:))0), — Z Tt (ab;) X1,;0n
It It

= J(Va@)05) — Vae,alt;)

en utilisant la relation (*) ci-dessus.
(c) s’obtient a partir de la deuxiéme en permutant i et j soit

—

Sy = I(Vaw)0h) — Vaa(0h).
Soit
1 = Si+8 -5
= Vaooa(0;) — Vag)a(6s) + [X, Qab;, ab;)]*)
+I(Vat005) = Vaoyal0) = IV 03) + Vaioyalth)

— X, 0065, 0)]°) + I(Vaonby) — I(VaioBs).

Ceci termine la preuve du point 1.
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2. Ici,
36:,6,) = meek, Zxkz O, 0] — 0;( X )0

~

- ZX’“ ek’ +[X Q(Gk,e )° )_Z[Xvﬁ(ej)]kiek

k

= ZXM Vo0 = Vo,00) + [X, (ab;, 0,)]*) = > (Xiaihs(0;) — e (05) Xo:) .
k

k.t

En utilisant encore le fait que 0,5(X,,,) = 0 pour tous indices m,n,r, s on obtient

~ ~ —

30,05 = Va5 — Vo,00;+ [X, Qab;,0;)]*) = I(V4,0:) + V,a6;)
= Vo0 + [X,Q(ab;,0;)]*) — I(Vs,0).
Quand on applique J a cette expression, du fait que J?> = —Id, on obtient bien la

formule du point 2.
3. Pour le point 3, on utilise les résultats obtenus

Ny(6:,6;) = [36;,36,] — J[36:,6,] — (6, 36,) — [6;, 6]
= (X, Qath, a0,)]*) + I (Va@nBy) — H(Vaio b — IV, 0,
~I[X, 2(ab;,6,)]*) = (Vo,0) + IV, b
+I[X, Q(ab;,6,)]°) + (Vo 0;) — [6:,6,).
On déduit alors le résultat en 3-, grace aux relations
6:,6,1 = [6:, 6] + [X, (6, 6;))°
(voir proposition 6.2.2) et
[91‘, Hj] - V@igj - ngﬂi.

Dans le lemme suivant on transforme la relation établie en 3-

Définition 8.4.3. — Pour a € 7(M), on définit o, it : NA*TM — A>T M par
0 (XAY) = a(X)ANY +X Aa(Y)
U (XAY) = aX NaY — X AY.

Lemme 8.4.4. — On a
1. o, est anti-symétrique pour §, produit scalaire sur N*TM issu de g.
2. 11 est symétrique et 2, = 02,
3. 81 & et & sont deur éléments de TM , et X désignant la matrice de a dans le

repere{0;}, alors : [X, Q& ) = —§(0ao RENE), 0, NG).

Démonstration. — Les points 1 et 2 se vérifient sur les éléments de la forme X AY. Pour

le point 3 :
On pose M = Q(E,€); ona My = g(R(E,€)6,,01) = §(R(EAE), 0,A8;). (par définition de
R) (X, Q({' Nk = D, XeeMy— My Xy. En remplacant les termes M, par les expressions
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en § on obtient : Y, XMy = —G(R(E A E), 0, A aby). De méme, S, My Xy = §(R(E A
¢'),ab; A 0y). En faisant la différence , on aboutit finalement au résultat. O

De maniére analogue, aprés développement ,[X, Xﬁ(g,f’)]kl = —My — (XMX)y =
JRENE), 0k NO) — G(RENE), abi N abl)=-g(R(ENE), pa(O N 01)).

On en déduit les identités :
(X, Q(ab;, ab))| = —G(oq 0 R(ab; A ab;), 0 N6;),
X7 Q(g’u 6])]“ - _g<0-a © R<01 A 0])7 Hk A 0l)7

[
[X, XQ(ab;, 0;)] = —g(pa © ]?(aei N0;), 01 N Oy),
[X,XQ(Qi,an)]kl = —f](,uaOR(Hz/\a@),@k/\Hl) L]

Ces relations valant pour tous k et [ , la relation Ny(6;,0;) = 0 équivaut a :
—040 R(ab; AN abj) + 040 R(0; A Oj) + g 0 R(ab; A 0;) + p1q 0 R(0; A ab;)) = 0, soit :
—04,0 Ro g+ pia © R o 0,=0 (étant valable pour tous i et j). D’ou la proposition

Proposition 8.4.5. — Pour que J soit intégrable , il faut et il suffit que pour tout a €
® 2

T(M), 0,0 Ro jig = g 0 Ro 0, , ou encore comme 2, = 02, 6,0 Roo? =020 Roo, ,

ou encore o, 0 [R,0,] 00, = 0.

Maintenant, quand on écrit la décomposition R= m + W, ou W est 'opérateur de
Weyl, la contribution de 1?0\9 dans la relation (E) o, o [R,0,] 0 0, = 0 est nulle (que A
soit & trace nulle ou pas). Cela se vérifie sur les éléments et utilise la définition de A e g
(calcul non reproduit ici). On déduit

Proposition 8.4.6. — Pour que J soit intégrable , il faut et il suffit que pour tout a €
T(M), 040 [W,0,] 00, =0 (relation (E)) , ou W désigne 'opérateur de Weyl.

Pour clore la démonstration du théoréme, nous proposons une preuve uniquement
lorsque dim M = 4 en utilisant cette derniére proposition; on admet le théoréme pour
dimM > 4.

Pour un point z fixé dans M, on veut montrer que la relation (E) équivaut a W, (x) =0

e Si la relation (E) est vraie, on fait varier a € 7 '(z) on écrit les matrices de W et de
0, dans une base fixée comme suit. On fixe R(z) = (x; 0y, 02, 05, 0,) un repére orthonormé
direct dans T, M. On pose

X1 == 61/\92+93/\94 y X2:91/\¢93—02/\94
X3 == 01/\94+92/\03,

alors { X1, Xy, X3} est une base orthogonale de A, . De méme

Yi - 61/\02—93/\94 y }/2:91/\934—92/\64
Ys = 01 N04—05N03,
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alors {Y1, Y5, Y3} est une base orthogonale deA,_. On écrit la matrice de W, dans la base
X17 X27 X3

w11 W2 Wis
W, = W21 Wa2 W23
W31 W32 Wss
ee On prend a tel que a(ty) = 0s, a(by) = —01, a(03) = 04, a(0;) = —03. En terme de
matrices, si on note X la matrice de a dans la base {6;}, X = J,. Les matrices de W et
0, sont des matrices 6 X 6, et dans la base X1, ..., Y3 elles s’écrivent comme des matrices
2 x 2 de matrices 3 x 3

0

0 0
W = (MSJF I/I(; ), Oy = (]\04 8), avec M = 0 0 -2
B 0 2 0

Le calcul de la matrice de o,(et donc M) s’effectue sur les éléments de la base X, ..., V3.
On peut simplifier le calcul quand on sait que I'image de o, C A4, et que o, est anti-
symétrique.(on pourra consulter la proposition 8.3.3). On vérifie facilement que o,(X;) =
0; calculons 0,(Xs) : 0,(X2) = 04(61 A O3 — 03 A Oy) = a(01) A O3+ 61 A a(B3) — a(f2) A

0 0 0
094 — 092 N a(04) = 2(92 VAN 63 + 91 VAN 94) = 2X3 On a: M2 = 0 —4 0 La relation
0 0 -4

(o 0) (v ) (0 0) (5 0)
= ) (e (e (6 0)

On obtient que M.W,.M? = M2 W, .M (E’) qui est une condition sur des matrices 3 x 3.
Remarquons que W_ n’intervient pas dans cette relation. Cette relation conduit aux deux
relations : Wo2 = W33 et Wo3 = W3y = 0.

ee Si on prend a tel que a(6y) = 05, a(f3) = —01, a(6;) = —0,. Par le méme calcul, on
obtient la méme formule (E’), mais cette fois avec :

0 0 2 -4 0 0
M = 0 0 0] et M? = 0 0 0 On déduit cette fois wy; = wss,
-2 0 0 0 —4

w1z = ws; = 0. Dol w11 = woy = w33 = A.
ee Si on prend a tel que a(6y) = 04, a(b) = 03, a(f3) = —0,, a(fy) = —03, on trouve de
méme wy; = wip = 0. En résumé la matrice W, = \.Id. Comme par ailleurs Trace(W, ) =
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0, on déduit A = 0, soit W, = 0.
e Inversement, si W, = 0, alors W s’écrit comme une matrice 2 x 2 de matrices 3x3: W =

0 0 . . . P .
(0 W ) utilisant le fait que pour tout a, la matrice de o,, s’écrit comme une matrice

: : . S 0 . S0
2 x 2 de matrices 3 x 3 (voir proposition 8.3.3) o, = 0 0 soit o5 = L

Alors, par un calcul évident de matrices, on obtient la relation (E).
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CHAPITRE 9

CHAMPS DE VECTEURS DANS 7(M)

Le calcul de id'd”w nécessite au préalable une étude précise des crochets de champs
de vecteurs complexes sur 7(M), qui est développée dans ce chapitre. On suppose que
lopérateur J est intégrable. On considére l'extension C-linéaire de J, au complexifié
ToT(M)° de T,7(M), que 'on notera aussi J.

Remarque 9.0.7. — Il ne faut pas faire la confusion entre la structure d’espace vectoriel
complexe sur T,7(M), donnée par J, et le complexifié de T, 7(M), T,7(M)¢ = T,7(M)®gr
C=T,7(M)®iT,7(M).

Désormais, sauf cas particulier lorsque 'on fera référence & un champ de vecteur de
T(M), il s’agira d’un champ de vecteurs complexe.

9.1. Champs holomorphes et anti-holomorphes

Un vecteur tangent holomorphe en a a 7(M) est un élément U de T,7(M)° tel que
JU = iU. De méme un vecteur anti-holomorphe est un élément U de T,7(M) tel que
JU = —iU.

Pour les crochets de champs de 7(M)¢, on examine ici les propriétés d’holomorphie(h),
d’ anti-holomorphie (ah) ainsi que les composantes horizontales(H) et verticales(V').

Lemme 9.1.1. — Si X et Y sont des champs (anti-) holomorphes, [X,Y] est aussi
(anti- Jholomorphe.

Pour des champs holomorphes X etY, utilisons le théoréme de Newlander-Nirenberg
en écrivant [JX,JY]| —JJX,Y] - J[X,JY] - [X,Y] =0=—[X,Y] — 2J[X,Y] — [X,Y]
dou JIX,Y] =i[X,Y].

Le raisonnement est analogue pour deux champs anti-holomorphes.

Lemme 9.1.2. — Pour tout X € (T,7(M))°, X = (I — il)(X) + 1(I + iJ.)(X),
X" = L(I—iJ,)(X) représentant la composante holomorphe de X et X* = (I +iJ,)(X)
représentant la composante anti-holomorphe de X. remarque : dans 'expression de X°,
lindice a placé en haut indique la composante anti-holomorphe et non un point a de

T(M).

Pour montrer ce lemme, on utilise le fait que J? = —Id.



Lemme 9.1.3. — Si f et g sont des fonctions d’un ouvert de T(M) dans R ou C , et U
et V' deuzr champs de vecteurs définis sur cet ouvert

fU,gV] = fglU, V] + fU(g)V — gV (f)U.

Démonstration. — En effet, utilisons la propriété d’'un crochet : [fU, V] = f[U, V] —
V(f)U pour tous champs U et V de 7(M), on obtient :
[fU.gV] = flU.gV] = gV (/U = = f([gV, U] = gV (/)U
=—flV.U = U(g)V) = gV (/U = fglU. V] + fU(g)V — gV (f)U. O

9.2. Crochet de champs de vecteurs horizontaux

Dans cette partie, on généralise la formule donnant [é, é’] a des vecteurs horizontaux
plus complexes. En effet pour calculer le hessien id'd”w, de maniére exhaustive, il faut
calculer la valeur de cette forme sur plusieurs combinaisons de vecteurs de type holo-
morphes, anti-holomorphes de type I + eJU ou U est horizontal ou vertical, avec e= +1
ou -1.

Proposition 9.2.1. — On se place en un point a de 'espace twistoriel T(M). On se
donne un repére local orthonormé direct dans M , R(x) = (x,0:(x), ..., 02,(x)). On sup-
pose que les coordonnées de a dans R sont (x,X)(VYr(a) = (z,X) selon les notations
précédentes, ou x € M et X € Z(n)); alors, pour € et € réels

(I 4 i€J,)0;, (I +i€T,)0,] = H+V
avec
V = composante verticale = [ X, Q((I + ica);, (I + i€'a)d;)]*
H = composante horizontale = (I + ie'ﬂa)(v(;\w)gﬁj) - (I + z’eo]]a)(v(mjé’i).

Notation : dans la partie consacrée au calcul de dd”w on posera en général

QL = QL +ia)d;, (1 +ia)b;),

Q7 = Q1 —ia)b;, (14 1ia)b;),etc...

Démonstration. — On utilise les points 1 et 2 du lemme 8.4.2
[(I + ZEJ)é“ 1 + iEIJ)éj] = [él, éj} + iE[Jéi7 éj] + iﬁl[éi, Jéj] - EGI[Jéi,Jéj]
0:,6;) = Vo0 — Vo0 + [X, 0(0;, 0,))°
ie[10;,0,] = ie(Van,03(c) = IV, 0; + [X, Qab;, 0;))°)
ie0,30)) = —i€ (Voo 0:(8) = IV0,05(3) + [X, 905, a6)]*)
]

= e (IVanb3() = IV.0,0:(8) + X, Qab;, ab))]).
On regroupe les termes horizontaux analogues,par paire, indicés par «, 3, v, A :

—

(@) = ie(I +i€D)Vap,0; , (8) = —ie'(I +i€])V ap, 0
(v) = (I +iD)Vo; , (A) = —(I +ied) Ve, 0.
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On conclut alors facilement. O

9.3. Crochets d’un champ horizontal et d’un champ vertical

Proposition 9.3.1. — Si A est une matrice antisymétrique de M (2n, R); on note €,
e n,n' 4 nombres réels. Alors
(a) [0k, [ X, A]*] =0 et [0k, J[X, A]*] = 0. )
(b) le champ Ty défini sur T(M) par Tp(z,X) = [0k, [X, A]*] est vertical et égal a
[X7 [ﬁ(6k>7 A]].
(c) Si M = M(x) est une matrice antisymétrique dépendant de la variable x (sera
utilisée avec M(x) = 1(0y), puis dans la proposition suivante avec M = B =matrice
antisymétrique), alors

[[X, M]° I([X, A])] = [X, XM, AJ* = J(1X, [M, A]*).
(c’) Si A et B € so(2n), et si on pose U = [X, A] et V = [X, B] qui sont deux champs
de vecteurs verticauz, alors
J(U,V]) =[JU, V] =[UJV].
(@ A
(e) Sion pose U = [X, A]*, avec A une matrice antisymétrique, alors
(I + €iD)0p, (I +€iDU] = (I+ €)X, [7((I + €ia)by), A]]*
—€i Y (I +iT)(U)(X1))0;-

T

(e) Si on pose U = [X, A]*, avec A une matrice antisymétrique, alors
(0] + €iD), (N T+ iD)U] = (' T+ D)X, [7((n] + eia)y), Al)"
—€i Y (0 I+ i T)U)(Xpw))6;-

(Non utilisé mais peut servir pour montrer Nj(H,V) = 0 pour tous vecteurs H
horizontal et V' vertical).

Démonstration. — (a) si f(z, X) est une fonction sur 7(M), définie localement
. af 0
Du fait que A est une matrice (constante), que 0y(X;;) = 0 pour tous ¢ et

j et que Qk(g(—f) = BXL(Hk(f)) (f est supposée C*), on déduit bien la pre-
miére partie de l'assertion a. L’autre partie se montre d’'une maniére analogue

(J([X’ A]. = [X> XA].)'

(b) est une conséquence de (a) et du lemme 6.1.1.
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(c¢) En appliquant une fonction f(x, X)

X, MI% X, XAPYf = Z[XaM]rsa%m([X,XA]mna)&(_{m)

0 of
— X, XAllpn=——(X, M],s——).
Les termes des deux sommes qui font intervenir les dérivées 0 =
5 8XT56an
ﬁ( f) s’annulent de maniére évidente. Il reste donc, compte tenu du fait que
[X, XAl = —A— XAX et que A est constante

XM EXATY = Y XMl (A X) 5
m,n,T,8,pq
_ T’S;M[X, XA]m"@Ximn(X”Mts - MTtXtS)@i(J;s'
Ces sommes se décomposent en 4 sommes
a=-— T,S,mzm,p,q[X’ M, aa me ApgXn afcj; — . P=- m’mz’n’p’q[X M ]rsmequ%j’: &in
y=— %S[X, XA]mnMnsaf(—{m , 0= +n;r [X, X Al My ai{n

En changeant m en r dans la somme 7, et n en s dans la somme ¢ , on trouve :
8= 3, M, X, XAl 52
Pour la somme « , ne subsistent que les termes pour lesquels r = m et p = s, soit :
a=— Zr,s,n,q[Xv M5 As anax "
Pour la somme ( , ¢ =r et n = s, soit :
f=- Zr,s,mp[X M]rsmeApraX ms
En interchangeant n en s dans la somme «, et m en r dans la somme [ :
a = _er([Xv M]AX)TSBXTS’ p=- Z (XA[X M])rsax
QB+ +0= 3, (M. [X. XAJ - [X, MJAX — XA[X, M), 2
Pour finir :
(M, [X, XA]] — [X,M]AX — XA[X M] = M(—A — XAX) — (A — XAX)M —
XMAX + MXAX — XAXM + XAMX
=[A,M] — MXAX + XAXM — XMAX + MXAX — XAXM + XAMX =
X[A, M|X + [A, M] = [X, X[M, A]] d’ou le résultat en (c).

(¢’) On applique (c) avec M = B.

(d) résulte du a, et du ¢ appliqué a M=n(6y).

(e) appliquons le lemme 9.1.3 : pour tous champs U et V sur T(M), [fU,gV]
FlUV] + fU@V — gV(HU. [(I + D) (I + )X A] = [¥, (6 +
€iX,)0r, [ X, A" +ie' 3, [X, XA]mnaX -
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Pour la premiére somme

D) (6o + €0 X,n)0, [X, A)°]

r

= > Gk + €0 X0 [0, [X, A]*] = > (X, A]* (0 + i X,4)0,

T T

= [X [0 + iea)fy), AI* — i Y _[X, Alb,.

T

Pour la seconde somme

) (6o + €iX,1)0, i X, X AJ*]

= Y (O + €iXp) [0, €[ X, XAJ] — €i[X, X AJ*(6s + €i.X,4)0;

T

= i Z(érk + Eink)[X7 X[ﬁ(er)v AH. + e€’ Z[Xv XA].(er)ér

r

= IIX [T + eia)by), All* + e€ > (X, X Al b,

r

En considérant la somme de ces deux sommes, on voit que le résultat est
(I + €i])f, (I + €10)[X, A]*]
= (I +iD)[X, (I +ia)bi), Al = €i Y (X, Al + €i[X, X Al,)0,

= (I + D)X, [+ eia)by), All* — ei Y (I +i€T)(U)( X))o

T

(¢’) analogue a (e).

9.4. Crochet de deux champs de vecteurs verticaux

On poursuit la numérotation utilisée ci-dessus : a,b,c,d,e,....

Proposition 9.4.1. — (f) Si A et B sont des matrices antisymétriques alors

[X, AP, 31X, BI*] = J(IX, [A, BIIY).

((g) Si U = [X,A]*,V = [X,B]*, avec A et B des matrices antisymétriques, et e =

+1, = =£1
(I +ead)(U),(I+ i) (V)] = ((1+e) +i(e+€))[U, V].

Démonstration. —  (f) 1l suffit d’appliquer c- avec M = B.
(g) [+ ed)U, (I +€id)(V)] = [U, V] — e'[JU,IV] + e&[JU, V] + €4[U, JV]. Utilisons

I'identité de Newlander [JU,JV| = J[JU,V| + J[U,JV] + [U,V]; on trouve [(I +
al)U,(I+€il) (V)] = [U, V]—ee JIU, VI+IU,IV]+ U, V]) +€i[JU, V]+€i[U, JV].
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En utilisant la proposition 9.3.1, [U,JV] = J[U, V] = [JU, V], et d’autre part (J)? =
—Id soit

(I + ed)U, (I +€d) (V)] = (1 +e€)[U, V] + ((e+ €)id)[U, V].
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PARTIE 11

CALCUL DE id'd"w DANS LE CAS

n =32



Dans cette partie, on calcule id'd’w(a;&,&1,82,&3) sur certaines combinaisons
(&0,&1,&2,&3) de vecteurs tangents, qui représentent toutes les combinaisons de vec-
teurs possibles, a 'ordre prés. Le point a est indiqué ici pour rappeler que 'on se place
en un point a de 7(M). En général on ne l'indique pas dans la suite, mais il apparait par
ses coordonnées (x, X), o x € M et X = Mat(a, R(z)) € Z+(2), o R est un champ de
repéres local. Auparavant, on étudie les propriétés spécifiques a la dimension 2n = 4.



CHAPITRE 10

EXPRESSIONS SIMPLIFIEES

10.1. 0} NG, 6 N O3

Soit a un élément de 7(M), tel que m(a) = x et un repére local R, tel que R(z) =
(2361, ...,04) . On considére les éléments de T, M¢ 0 = 1(Id —ia)b; et ¢ = (Id + ia)b;.

Proposition 10.1.1. — 0} N0} € NG, et O} N0 € \°, @ (P(a))”.

Pour la démonstration on oublie les coefficients % o" A 9? = —pa(0; NO;) —io,(0; NO;).
Cet élément € & A\¢,, d’apres la proposition précédente. De méme, or A 0F = (0; N O; +
aﬁi A (1(9]') + Z(QZ A a9j - CLHZ' N (9]) S /\c_$ ©® (CID(a))C

10.2. dw et courbure scalaire

L’endomorphisme de courbure R € Sym(A2TM) peut s'écrire
A0S
R=—Id+B+W
19 + b+

(on peut consulter [K] & ce sujet,a partir de la page 319) ou s est la courbure scalaire,
avec A = %(Ric —19), B = A/o\g et W est l'opérateur de Weyl. L’opérateur B a la
particularité d’envoyer A_ dans A, et inversement. La partie W_ laisse stable les deux
sous-espaces Ay et A_.

En un point a € 7(M), U étant un vecteur vertical en a, les relévements horizontaux
sont a prendre en a. On/r&te
o = CER)) ), = 5(I —ia)0;= composante holomorphe du relevé horizontal de 6; en a.
éf = %(I + ZJ)éZ = %([:2?1)91-: composante anti-holomorphe du relevé horizontal de 6,
en a.
On procéde de la méme maniére pour les vecteurs verticaux :
UM = 1(I — iJ)U= composante holomorphe de U en a.
U = %(I +4J)U = composante anti-holomorphe de U en a.



Proposition 10.2.1. — La métrique est supposée anti-autoduale(W,=0). Avec les
mémes notations que précédemment, on a l'identité

S

do(dh,6,0) = (1)U
dw(00, 0", U = 0
Y Y a S a
Démonstration. — Pour alléger les notations, on "oubliera" les coefficients % le temps de

la démonstration concernant les relevés horizontaux . Pour obtenir le résultat, on divisera
a la fin par 4.

I expession précédemment trouvée, dw(6;,6;,U) = w(A((31d — R)0; A 0;),U) étant
multilinéaire, peut étre étendue a des champs complexes de sorte que

dw (00, 0%, U) = w(A((%]d —R)OPANOT),U) = w(A((%Id — (%IdJr B+W)) (0} A02)),U).

7 ? ]7

W (0] NOT) = W_(0] AO}) =0 car 0 A" € A,. La contribution de T dans le calcul est
donc nulle. Concernant la contribution de B, B(6}' A0) € A_, donc A(B(0] A67))(a) =
[a, @1 (B(0F AO}))] = 0 : en effet 6] A" € Ay done B(O! A7) € A_,, on applique alors
proposition 8.3.2 point 3.

Il reste donc

Aol 02,0) = (5~ ) W(ABAG,),U)

7 ]7
—w(Ala(6i) A a(05)), U) —iw(A(0; A alb)),U)
—iw(A(a(B;) NO;),U)).
On connait les deux termes w(A(0; A0;),U) = 2U;; et w(A(ab; Nab;),U) = —2U;;. 1l reste
a calculer le terme en 7. On pose toujours a(6;) = >, Xy
iw(A(G; Na(8;)),U) +iw(A(a(b;) NO;),U)
= 0> XA AO), U) +i Y Xpiw(A(6x A 6;),U)
k k

= ZZ(Z chjUik: + XkZU]C]) = 22((UX>Z] — (XU)Z]>,
k

comme U est vertical en a, XU + UX = 0, donc la somme en ¢ est égale & 4i(UX);;. Le
résultat final est donc

N 1 s , S\ rra
ot U* désigne la composante anti-holomorphe de U (3(/+iJ)U). Comme indiqué au début
de la démonstration , en divisant par 4, on obtient le résultat.

Les deux résultats annexes s’obtiennent comme suit. Pour la premiére,

(UM = %(1 + i) U" = i([ +4i))(I —iJ)U =0
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car (I +J)(I —iJ) = I —*J* = 0. Pour la seconde,
1
(U™ = Z(I +4J)*U = U*.
[

Proposition 10.2.2. — On se place en un point a de T7(M). On désigne par U un
vecteur tangent vertical en a. On désigne par R(x) = (x; 60y, ...,04) un repére en x = w(a).
Avec les mémes notations que dans la précédente proposition

dw(6;".0;",U) = w(A(B(0" A 09)),U)

Démonstration. — Examinons d’abord le terme A(6! A 6%). Ecrivons que 6" A 0% € A_ &
(®(a)), soit ) AOY = o+ AD(a), avec @ € A_ et X € R. Alors A(0) A6}) = [a, D () +
Aa] = 0 (proposition 8.3.2 : commutation entre a >> 0 et @ 'a << 0). On déduit

1 s

dw(@',0,",0) = wA((G = 35)1 + B+ W)0 A 6),U)

= w(A((B+W_)0! A 69),0).

La contribution de W_ est nulle pour les mémes raisons. O

10.3. Condition pour que (7(M),J) soit kihlérien

Précisons ici ce que 'on prend comme définition d’une variété kidhlérienne : c’est une
variété V' C°° riemannienne, munie d’une structure presque complexe J qui soit paralléle,
c’est a dire que V.J = 0, ou encore pour tout champs X et Y sur V, Vx(J(Y)) = J(VxY).
Si on désigne par w la forme de Kéhler (w(X,Y) = g(X,J(Y))) Cette définition équivaut
a J intégrable et dw = 0.

Proposition 10.3.1. — Si g est anti-autoduale, on a les équivalences

- 1
(1(M),]) kéhlérien <= dw=0 <= R|a, :gld/\+-

Remarque 10.3.2. — Dans l'article [H], on montre que les seules variétés compactes
de dimension 4 ayant un espace de twisteurs kihlérien sont conformes équivalentes & S*
ou P,(C), munies de leurs métriques usuelles.

Démonstration. — La premiére équivalence est la définition. Démontrons la seconde équi-
valence.

= Si dw = 0, par la proposition 10.2.1, s = 6; Par la proposition 10.2.2,
A((B(6; A 65))(a) = [a, @7 (B(6] A 67)] = 0.

Notons pour simplifier Ay = AZT,M et A = A2T, M. Comme B(Ay) C A_ et
inversement, B(6)' A 0) € A_, d’on

A(B(OF A 02))(a) = [a, @ (B(6! A 67))] = 0.
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Par conjugaison, on déduit aussi A(B(6F A 09))(a) = [a, @~ (B(6¢ A 65))] = 0. De
ces propriétés et du fait que 0; = 0 + 62, on obtient

[a, @' (B(0; A 6;))] = 0.
Mais le terme u = P '(B(#; A 6;)) ne dépend pas de a, mais seulement de .
L’endomorphisme u € so(T, M) est donc tel que [a,u] = aou—wuoa =0, c’est &
dire que u commute avec tous les éléments a € 7~1(x). Montrons alors le

Lemme 10.8.8. — Si u € so(T,M) commute avec tous les éléments de 7w (x),
alors u = 0.
Démonstration. — En effet, en utilisant la notation des quaternions, un élément a

de 7 !(x) s’écrit a(v) = p.v ou p est un quaternion pur de norme 1 (partie réelle
nulle). Si woa = aowu, on obtient u(p.v) = p.u(v). Comme par ailleurs u est R-
linéaire, u est H- linéaire. Il existe donc A € H tel que u(v) = A\.v. En réutilisant le
fait que u commute avec tout a , on aboutit au fait que A\ commute avec tout élément
de H, c’est a dire que A est réel. Mais u étant de plus anti-symétrique, u = 0. [

Dot R=1Id+W_, d'ot R\, = 1Id.
Si R/\+ = 31, alors s=6 et B(Ay) € Ay; comme de plus B(Ay) € A_ on déduit
B|s, = 0. Par symétrie de B, B = 0, soit dw = 0, car les seules configurations

éventuellement non nulles ont été calculées par les deux derniéres propositions.
O
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CHAPITRE 11

CALCUL DU HESSIEN id'd’w

11.1. Préparatifs

11.1.1. Vecteurs tangents considérés dans le calcul. — On distingue deux types
de vecteurs tangents élémentaires : champs horizontaux ou verticaux, champs holo-
morphes ou anti-holomorphes. Un vecteur tangent quelconque est décomposable selon
ces deux types car

(Tor(M)) =H. V. =E, S F,

avec :
H¢—complexifié de l'espace des vecteurs tangents en a a 7(M), horizontaux.
Vé=complexifi¢ de I'espace des vecteurs tangents en a a 7(M), verticaux.

E,=espace complexe des vecteurs tangents en a & 7(M), holomorphes.

F.=espace complexe des vecteurs tangents en a a 7(M), anti-holomorphes.

Les vecteurs holomorphes horizontaux en a, de coordonnées (z, X) sont des combinaisons
linéaires de vecteurs de la forme (I — iJ)(6;) : en effet, si & est un tel vecteur , il existe
un seul 8 € T, M€, tel que £ = 6° (relévement en a , R-isomorphisme entre T, Met H,,
donc entre T, M¢ et 'H¢ par extension C-linéaire de cet isomorphisme). Comme ¢ est de
plus supposé holomorphe J(f) i&. On déduit que (I + ZJ)H = 0.

Comme par ailleurs 6 = L(I —iJ)0 + L(I +4J)f, on obtient & = 6 = L(1 —4J). Il suffit
alors de décomposer 0 , dans la base (01, ..., 04). Pour cette raison, il sufﬁt de considérer (et
on notera) des vecteurs tangents horizontaux holomorphes de la forme (I — iJ)(6). De
méme, il suffit de considérer des vecteurs horizontaux anti-holomorphes de la forme (7 +

Un vecteur vertical V,, en un point a de 7(M), de Coordonnées (,X), otz € M, et
X € Z(2) est de la forme V, = [X, A]* =}, .[X, Ay 72— ax; ol A désigne une matrice
antisymétrique de M (2n, R) et[X, A] désigne le crochet de deux matrices. Par extension
C-linéaire, un vecteur vertical de V¢ peut étre représenté par la méme formule [X, A]°,
ot A est antisymétrique de M (2n, C). Comme pour les vecteurs horizontaux, il suffit de
considérer seulement des vecteurs de la forme (I —iJ)(V) et (I +J)(V'). Pour éviter les
confusions entre a, point de 7(M) et a, type anti-holomorphe, on ne mentionne pas le
point.

Par convention, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on écrira [X, A] au lieu de
(X, Al*.



11.1.2. Formule utilisée. — Pour calculer d'd”w, il est plus facile de calculer dd'w =
—d'd”w, car on peut dans ce cas utiliser la formule globale : si &y, &1, &, &3 sont des vecteurs
tangents complexes a 7(M)

3

dd/W(fm &1, &2, fz) = Z(—l)i&(d’w(fm e éia e fs))

1=0

+ Z (—1)i+jd,wq§i,€j],€0,...,éi,...,éj,...fg)).

(6,),0<i<j<3

11.1.3. Tableau des combinaisons a calculer. — Il résulte de ces commentaires et
du fait que w est de type (2,2), que pour connaitre d'd”w entiérement, il suffit de calculer
dd'w dans les 9 cas rassemblés dans le tableau ci-dessous, avec les notations U, V, W, X
vecteurs verticaux

champ So | &1 | &2 | &3
type de champ | A | h | ah | ah
cas 1 or | on | 6o | e
cas 2 or | UM | 62 | 9
cas 3 uh|ve ég ég
cas 4 or | o | v | 9e
cas 5 é’,; uh| ve é;‘;
cas 6 uthlvr|we| or
cas 7 on | or | U | Ve
cas 8 or | UM | Ve | e
cas 9 Uh | vhlwe| X

11.2. Calcul final

On rappelle ici les différentes formules ou relations concernant d et d’ dont nous nous
servons pour traiter les différents cas : Pour des vecteurs de type holomorphes (h) ou
anti-holomorphes (a), des vecteurs horizontaux H ou verticaux (V)

(1)
d/W(hl, hg, CL) = dw(hl, hg, a)
et
dw =0

pour toute autre combinaison de type (a ou h) a l'ordre prés.

du)(Hl,HQ,Hg) = O
dw(Vi, Vo, V) = 0
dw(H,V1,V3) =0
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(5)

dw (60,61, U") = (1 — %)Ug

(6)
dw(6l,60,U") = w(A(B(6! A 62)),U™).

) Vi )
Dans chaque cas, on transforme d’abord les expressions de type d'w(...) en expressions de
type dw(...), via les relations (1), puis on calcule ces derniéres en utilisant les relations

(2) a (6).
11.2.1. Cas 1. — On prend
So=I—iD)0x, & =T —iD)0y , &= (I +iD)b, ., & = (I +14D)0s.

Dans le tableau ci-dessous, on calcule la premiére somme donnant dd'w (somme en

~

(=1)%). On pose x; = dw(&, ..., &, ..., &3). rt représente le calcul effectif de x; pour la
valeur 7. On utilise aussi les abréviations : h«<» holomorphe , et ah« anti-holomorphe.

i Xi rt commentaires (—=1)%&(xs)
0| dw(&,&,8) |0 & et &3 sont ah 0
1| dw(&,&,&) | 0 idem 0
2| dw(o,&1,8&) | 0| & et & sont h, &3 est ah et (2) 0
3| dw(&o,&1,82) | 0 | & et & sont h, & est ah et (2) 0

Pour calculer la deuxiéme somme, on pose 7;; = [&;,&;], et on fait le calcul de

Rz’j = d’w(nj, fo, cery él', couy fj, ceey 53)
pour tous les couples (i,j) tels que i < j
(4,5) = (0,1) Ror = d'w(ro1,&s,&3). Comme &y et {3 sont de type ah, Ry = 0.
(,7) = (0,2) roa = [&0,&]) = [X, Q7] + H ou H est un vecteur horizontal. Alors, Ry =
d'w(roz, &1, €3). Comme & est de type h et {3 de type ah, pour passer a une expression

utilisant d, il faut prendre la composante holomorphe de rg,, soit %(I — 1J)7p2. On
obtient

Rpy = d'w(rog, &1.&3) = dw(%(f — i)ro2, &1,&3).

Comme [ et J conservent I’horizontalité et la verticalité des vecteurs, il en va
de méme de I — iJ; en particulier (I — iJ)H est horizontal. En utilisant le fait

que dw(H,, Hy, H3) = 0 pour tous champs horizontaux, la composante dw((I —
iJ(H),&, &) = 0. On obtient, en notant [X,Q, " = (I —iX)[X, Q1] = [X, (] -
X))

R = dol(I = D)X, 957 + H),61,6)
= dw(§1,§3, %(I — ZJ)[X, Q];j_])

= 16G(A(B(O) A 62)), %(X +iI)([X, D LR A 62))])
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~h
Le coefficient 16 intervient suite a nos conventions 6" = (I —ia)0;, 0, = (I —

iJ)0; = HA?,.... Du fait que 67 A 0% € A_ @ (P(a)) et que W_ est a valeurs dans A_,

lorsqu’on décompose R = 51 + B + W les contributions de 51 et W_ sont nulles.

En effet si on écrit 67 A 9,? = pu+ AP(a) avec p € A_ et A € R alors

(X, @ (RO A = [X, 07 (121+ B+ W_)(0; A 62)]
X 072 wk N = SIX @t A(a)]
[X,® ' ()] = 0 a cause de la proposition 8.3.2
et [X, A(I)(a)] = MX, & H®(a)] = 0.

Dans cette derniére égalité, il y a une légére ambiguité, la relation entre a et X
est que Mat(a, R(m-(a))) = X. Dans nos conventions X représente a. Maintenant,
(X, oY (W)] = [X, 1 (W_)](W, = 0) = 0 toujours a cause de la proposition 8.3.2.
On conclut que

Ry = 8G(A(B(0) A 02)), (T + i) (A(B(O}: A O2))))-
(i,7) = (0,3) C’est le méme cas que ci-dessus, il suffit de permuter & et &5 ; soit r et s
Ros = 8G(A(B(0) A 02)), (I +il)(A(B(6}: A 02)))).

(4,7) = (1,2) Rig = d'w([&1,82]),80,83) ; en comparant & Roz = d'w([£o, &3], &1, 82) on voit que Ry
est obtenu a partir de Rp3 en permutant k et h , et en permutant r et s, soit

Ry = SG(A(B(O! A 0%)), (I + D) (A(B(6] 7 67)))).
(1,7) = (1,3) Riz3 = d'w([&1,&5], &0, &2) est obtenu a partir de Ris, en permutant & et & soit r et s
Ri3 = 8G(A(B(0y A 6})), (I +4I)(A(B(6; A 62)))).

(i,7) = (2,3) Rz = dw([&2, &3], &0,&1). Comme & et & sont de type ah, [&3,&3] aussi; de plus
[, &) = [X, Q]+ H on OF = Q((I+1ia)b,, (I+ia)f, et H est un vecteur horizon-
tal complexe Ry3 = d'w([€2, &3], &0, &1) = dw([€2, &3], &0, &) = dw([X, QLT+ H, &o, &1).
dw(H,&,&) = 0 car dw = 0 lorsque tous les vecteurs sont horizontaux; il vient
Ry = dw([X, 1], (I —i)fy, (I — iD)y).

Posons U = [X, Q1 ]. Alors, Ry = 4dw(§kh, éhh, U) = 16dw(§kh, 9Ahh, (X, Q(6%,6%)]) =
16dw(ékh, éhh, [X, ® 1 (R(* AG)]). Cette derniére notation peut préter a confusion,
car ®71(...) est un endomorphisme anti-symétrique et non une matrice. En fait on
devrait dire Mat(dL(R(6% A 6?)),{6,}). Pour ne pas alourdir les notations, on fera
cet abus de langage.

Utilisons la décomposition R = 21+ B+ W : (00 A0 € Ay implique
B(0" A 0") € A_. De méme B(0® A 6%) € A_. Le terme en W_ est nul aussi
car W_ est a valeurs dans A_. On déduit que dans la décomposition de fi, seul 51
a une contribution non nulle. Il reste donc

Ry = 4dw(d,",6," . U) = 16dw (6", 6,",U) = 16(1 — E)EA(G“ A 0%)E, .
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Pour obtenir le résultat final, celui indiqué dans le tableau, il faut diviser par 16
~h ~h:a

~a 1
dw(O ,0n 0, ,0s ) = 1_6(_R01 + Ry — Ro3 — Ri2 + Ri3 — Ra3)

= 0+ SGAB(O, A 62)), (T +D)(AB(BL A 6))))
_%G(A(B(e,’j AOD)), (I +iI)(A(B(O) A 02))))

—%G(A(B(O,if A OY)), (T + D) (A(B(O) A 6°))))

1
+§G(A(B(9;’$ N6, (I + D) (A(B(, A 67))))
S S a a a
(1= DA A )
Les termes en J s’annulent dans Rgy + Ry3 ainsi que dans -(Rg3 + Ri2), car J?=-Id et J

est G orthogonal, tandis que les autres termes sont les mémes dans ces mémes sommes,
ce qui fait disparaitre les coefficients %

-~ a

dw(B",0,"0,",0.") = IG(AB(O} A02))., (A(B(O} A 62)))

—IGA(BO), A 62), (A} A 6)))) = (1= )75 (A7 A 62)i

11.2.2. Cas 2. —
~h ~a s~a ~a ~h ~h ~h ~h ~a
ddw(@, ,U",0, .0, ) = —ddw(b, , U0, 0, )=+ddwb, ,0, U6 )
ceci & cause de la propriété de conjuguaison (é,h =0, UF = U?). On reconnait la confi-
guration 4 (voir plus loin) sous le terme de conjuguaison ; avec les changements d’indices
et la conjuguaison on obtient le résultat

(@, U 6," 0.y = (I — m)ek(l—‘;wfs.

11.2.3. Cas 3. —

~h ~h — —

ddw(U", V", 6,".6,") = ddw(@, 6, ,U" V") =ddw(b, .6, U Ve

= —ddw(8,".6,",Us,Ve) = casT =0

(Voir plus loin pour ce cas).

11.2.4. Cas 4. — On prend & = (I —il)bx, & = (I — iD)bh, & = (I +iJ)U avec
U=I[X,A4], &= +il),.

i Xi rt commentaires (=)' ()
0|dw(r,&,8) | 0 | & et & sont ah, 0
1| dw(&,6,&) | 0 idem 0
2| d'w(&,61,8) | 0 [&& et & sont h 0
3| dw(&o,&,&2) | (1) (1) (1)

(1)x3 = dw(&,&1,&) = dw(&o, &1, &) a cause des propriétés de d'. Utilisons la propo-
sition qui indique que dw(éih,éjh,U) = (1 - 5)Ufs. On obtient : x3 = 8(1 — 5)Up,. La
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somme des termes en (—1)¢ est donc —166, ((1 — &)UR,). Pour obtenir le résultat final
dans le tableau, il faut diviser par 16.
Calcul de la deuxiéme somme

(4,5) = (0,1)
Ry = dw(ro, &, &) =0

car & et &3 sont ah.
(i,4) = (0,2)
To2 = [§0,&2) = [(1 — iJ)ék, (L +J)U]
= ([ +i)[X, [i((I — ia)f, A"+ >_ (I + i) (U)X =V + H

ou H et V sont les composantes horizontales et verticales de rgy (proposition 9.3.1).
Roy = d'w(ree, &1,83) = dw(H + V,&1,83) = dw(H, §1,8) + dw(V, &1, &3); comme
tous les vecteurs sont horizontaux, d'w(H,&;,&) = 0 et comme V et & sont ah on
obtient finalement

Ry = d'w(V, &, &) = 0.
(i,7) = (0,3) ro3 = [€0,&3] = [(I — D)0y, (I +i0)0,) = H +V ou H et V sont donnés par la
proposition 9.2.1. Ainsi, Ros = d'w(ro3, &1, &) = dw(3(I — iJ)res, &, &). Comme &
est vertical, dw(3(I — iJ)V, &, &) = 0 soit

Ros — dw(%([ CiDVH, 6, 6) = dw(%([ DV H, (I — D)y, (I +iD)U)

avec H = (I + iJ)V(@@S — (I - iJ)V(mek. Utilisons les deux identités (I —
i) (I +1J) =0, (I —iJ)? = 2(I —4J). On trouve
1

. 1 — I
5(1 —iJ)H = —5([ — i)V (14ia)0,00 = —(I = i3)V (14100, 0%
D’ou
Ry = —dw((I = id)V 1m0k, (I — i0)0n, (I +i0)U)

= =Sl +ia)8,)dw(I — i), (I —i3)6, (I +iI)U)

N ; jh gl e ~ . S\ 1ra
— —8;771k((1+m)93)dw(9; O, U = —8277;1@(([—1-2@)08)(1 _ g)Ulh

5., , .
== +8(1 — 6)(7](([ + ZG)QS)U )kh'
(7,7) = (1,2) On compare Ris & Ry :
Ry = d'w([&1,&2], €0, &3) et Rog = d'w([&o, &), &1,83)- On voit que Ry est obtenu &
partir de Rgy en permutant & et £ qui ont les mémes types (h,H)(h=holomorphe,H=horizontal),
donc en permutant k et h, soit

R12 - O

(7,7) = (1,3) On compare Ri3 a Rys :
Ri3 = d'w([&1,&5), 60, &2) et Rog = d'w([€o, &3], &1, &2). On voit que Ry3 est obtenu a
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partir de Ry3 en permutant &, et &; qui ont les mémes types (h,H), donc en permutant
ket h,

Riz = +8(1 — 2)(77((1 +ia)05) U .

= (2,3) 193 = &2, &3] = [(I+iT)U, (I +iJ)0,] est de type ah, comme crochet de deux champs

de type ah. On déduit que Rgz = d'w(ra3, &, 1) = dw(ras, &o, &) car fo et & sont de
type h. Par la proposition 9.3.1 , avec e = ¢ = 1: [&,&] = —[(I +i)bs, ([ +i)U] =
—(I +4)[X, [7((I + ia)bs), A]]*+H ou H est horizontal.

Mais comme & et & sont aussi horizontaux, dw(H, &y, &) = 05 il reste

Rys = —dw((I iJ)ék,( — i), (I +iD)[X, [7((I + ia)ds), A]]*)
= —8duw((6:". 6, (I+2J)[ (1 +1da)d;), AJ*))
= —8(1- 5)[X, (I + ia)fs, Al

Globalement dans le cas 4 :

dd'w (‘gk ’Qh 7U 0 ) = 16((_1)3§3(X3) - ROI + ROQ - R03 — Ryp + R13 - R23) =

(D6, ((1 = 2)Ug)

~—

(2) = 3(1 = (A +ia)0s)U*)wn

(3) + 3(1 = §) (A +ia)0)U" )

(4) + 3(1 = §)X, [7(1 + ia)bs, Allg,.

Remarque 11.2.1. — 1l y a dans ces notations plusieurs ambiguités possibles : d’une

part I'indice s ne doit pas étre confondu avec s, la courbure scalaire, d’autre part pour un
élement 6 de T, M, (*)éa désigne ici la composante anti-holomorphe du relevé horizontal
de 0 en a, (**)5( + )0 = %((Iﬁ)@)“. Dans le cas de (*), a indique une composante
anti-holomorphe, dans (**) a désigne le point a de 7(M) en lequel on calcule dw.

(1) = 6," (U, — (1 — )85 (A((I + iJ)[X, A])sn). Pour une fonction f qui ne dépend
que de x, ce qui est le cas de la fonction s,

o —

0.°(F) = ST +ia)6.() = S (T +ia)6,+ (X0 +ia)0.])f = 5((T +ia)6(f)

car le deuxiéme terme est nul. Donc, ésa(g)U,‘jh = (I +ia)f (%)Ukh Pour le reste du
calcul, on pose A = 7(I + ia)fs. Concernant le terme (1 — —)6’ ( (I +iD[X, A)kn) ,
seule agit sur la fonction la partie verticale de ésa qui est d’aprés ce qui précede 5[X, Al
Soit (1)=%(I +ia)0s(2)Ug, — (1 — £)5[X, N (3((I +4J)[X, A])xn). (Le crochet correspond
au champ de vecteurs). On a ((I +iJ)[X, A = [X, (I +iX)Algp = (XA —iA - AX —
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Quand on applique le champ [X, \] & cette fonction, il suffit de remplacer X par [X, )],
soit

XA (X A)n) = ([X, Al A)kn

[X,A((iA))kn, = 0 car A est une matrice fixée
XA(AX)) = (AX A
(XA (GXAX ) gn) = i([X,AAX + XA[X, A))gn
On déduit
(1) = %(I+ ia)0, (6)Ukh - 3(1 - 6)([[}( N, Al — i[X, \JAX — iX ALX, N
2) = —50 = DO, (I +iX) A
(3) = +3(1= DO, (T +iX) A = +3(1 = DX, (1 +iX) AN
(@) = 300X +iX) Al

Examinons la somme de matrices (qui apparaissent ci-dessus) :

([, N, A —i[X, \JAX —i X A[X, A+ A[X, (I+iX)A] = [X, (I+iX)AJA—[X, (I+iX)[A, A]
XA, A] = XA - AXA - AX\ + ANX

i[X,NAX = —iXAAX +iAXAX
CiIXA[X, N = —iXAXA+iXANX
ALX, (I +iX)A] = AXA—idA— MAX —iAXAX
S[X, (T +iX)AIN = —XAN+iAN+ AXA+iXAXA
X, (T+iX)[N Al = —XAA+ XAN+ A — AN+ AAX — ANX +iXAAX — iXANX.

Cette somme est nulle(!!). Il reste donc :
, ~h ~h o ~a , Sy
ddw(d 60", U%,60.") = (I +ia)f,(5) U,
11.2.5. Cas 5. — & = (I — i)y, & = (I —iD)U, & = (I +i])V, & = (I +iJ)0), avec

U=[X,A] et V=[X,C] (C et non B pour éviter des confusions avec 'opérateur B, de
NTM).

i Xi rt commentaires (—1)%&(x:)

0| dw(&,62,8)] 0 & et &5 sont ah 0

1 d/u]<€07 527 53) 0 idem 0

2| dw(&o,&1,8&) | (1) | & et &sont h, & est ah (1)

3| dw(&o,&1,8) | 0 | & et Esont verticaux 0

(1) = xo=dw(:,&1,&) = dw(&o, &1, &) = —dw(&o, &3, 61)
= —dw(( — i), (I +i0)0p, (I — iD)U)

= —8dw(0k L6, UM) = —8G(A(B(6! A 62)), JUM)
= —8iG(A(B(0; A 6;)), U").
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Notons que JU" = iU" car U" est holomorphe. D’ot :
(—1)*62(x2) = —16iV(G(A(B(6}; A 6;)). U")).
Calcul des sommes a double indice
(i,4) = (0,1)
Roy = d'w(ro1,62,63) =0
car & et &3 sont ah. )
(i,7) = (0,2) ro2 = [£0,&2] = [(I—1id)0k, (I+iJ)V] = Ho+ Ve, Ho et Ve désignant les composantes

horizontale et verticale, données par la proposition 9.2.1, avec ¢ = —1,/ = +1, et en
remplacant U par V.

Ry = d'w(rog, §1,83)-
Ve = (I + )X, [7((I — ia)bk),C]] est vertical comme Ve est aussi ah,
dw(Ve, 51,53) 0. I1 reste donc

Ry = dw(Ho, &, &) =dw(i Z(I + i) (V) (X)) 0y, (I —iD)U, (I +4J)6y)
— —8@2 2 dw(@,” 6,", U") = —8i Y _VAG(A(B(O! A Oy)), JU)
= 82 B(O" A 62)), UM).

Notons que JU" = iU" car U" est holomorphe.
(i,7) = (0,3) ro3 = [£0, &3] = [(L — D)0k, (L +iJ)0,]=(h)+(ah), ou (h) et (ah) désignent les com-
posantes holomorphes et anti-holomorphes. Roz = d'w((h) + (ah), &, &). Comme &

est ah, la composante d'w((ah),&1,&) = 0. D’out Ry3 = dw(h,&1,&). Comme & et
& sont verticaux,

Rog - O
(i,7) = (1,2) r2 = [&1,&] = [(I —id)U, (I + iJ)V] = 0 a cause de la proposition 9.4.1. D’ou
R12 =0.

(i,5) = (1,3) ri3 = [&1,&] = [(I—iD)U, (I+i])0,] = Ho+Ve , Ho et Ve désignant les composantes
horizontale et verticale, données par la proposition 9.3.1, avec ¢ = +1,¢ = —1.
Ry = d'w(rs, &, &) = dw(Ho+ Ve, (I —il)by, (I +i])V). La contribution de Ve
est nulle car & est vertical. Il reste donc

Rys = d'w(Ho, (I —il)0y, (I +il)V).

Ho = i, (I — i) (U)(Xpn)b, = 203 (U)"0,. (—ei = —i, mais il faut prendre
'opposé a cause de l'ordre).

Ry = 8ZZUhhdw 6,",0.",v) = 1—— ZU

= —8i(l— 6)(VaUh)kh

75



(i,7) = (2,3) ros = [£2, &) = [(I+i])V, (I+i])0,] = Ho+Ve, Ho et Ve désignant les composantes
horizontale et verticale, qui sont données par la proposition 9.3.1, avec € = ¢ = 1.
R23 = d,u}<7“23, (] - ZJ)Q}C, (I - ZJ)U)) = %d/W((I + iJ)ng, (] - ZJ)Qk, (I - ZJ)U)) =
sdw((I + iJ)res, (I —id)0y, (I —iJ)U)) (passage de d’ a d). La contribution de Ve
est nulle car (I — «J)U est aussi verticale. Il reste

1 ~
Rys — 5dw(([ +iJ)Ho, (I — D)y, (I — il)U)).
Ona Ho=2i), V0, soit

Ryy = 8> Vidw(6,".6,",U") :—SZZ 2 dw(@y,6,°, UM))

= —8i) ViGABO} A 07), JU") :82 GA(B(O A 07),U")

En conclusion :(il faut diviser par 16)

Adw(f" UM V46" =~V (GABEL A6),UM) + 5 S VAG(ABE! A 6R), U")
1 . S a 1 a a
—5i(1 = VU — 5 Z VAG(A(B(O A 07), U").

11.2.6. Cas 6. — & = (I —i))\U.&, = (I —il)V.,&o = (I + i)W, & = (I + D),
avec U = [X, A], V =[X,B]|, W = [X,C], et A, B,C sont des matrices anti-symétriques
(dans M (2n,R)).

1 Xi rt commentaires (=)' ()
0] dw(&,8,8)| 0 & et &3 sont ah 0
1| dw(&,&,&) | 0 idem 0
2| dw(&p,&1,&) | 0| & et & sont verticaux 0
3| dw(&o,&1,8) | 0| & et & sont verticaux 0

Calcul des sommes a double indice

) Ro1 = d'w(re1,&2,83)=0 car & et &3 sont ah.
) To2 = [£0, &) = 0 selon la proposition 9.3.1, d’ou Rge = 0.
) Roz = d'w(re3,&1,&2) = 0 car & et & sont verticaux.
) Ri2 = 0. Idem au cas (i,j)=(0,2).
) Ry3 = 0. Idem au cas (i,j)=(0,3).
,3) Roz = d'w(ras, &, &) = Ocar & et & sont verticaux.

En conclusion,

dd’w(£0,§1,§2,§3) =0
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11.2.7. Cas 7. — & = (I —il)by, &1 = (I — D)0y, & = (I +iD)U, & = (I + i)V, avec
U=[X,A],V =[X,B], et A, B sont des matrices anti-symétriques (dans M (2n,R)).

i i rt | commentaires | (—1)°&(x;)
0] dw(&,&,6)] 0 | & et & sont ah 0
1] dw(8, €,85) | 0 idem 0
2 [dw(.61.&) | (1) (1)
3| dw(o,&1,62) | (2) (2)

(1) = xo=dw(&,&,&) = dw(&o, &1, &) = dw((I — i1)6, (I — @'J)HAh, (I +4iD)V)

— 8dw(fy, 0, V) = 8(1 — g)v;h. (Ve = yay,

(@) = xs=8(1-)Uj

D’ou :
(1)=(=1)*&(x2) = 16U*((1—2)V}%). Comme s est une fonction de z seulement et que U*

a une action nulle sur de telles fonctions, (1) = 16(1—£)U%(V3,). De méme, en permutant
52 et 537 (2) = (—1)353()(3) = —16(1 - %)Va(U]?h). On obtient
s
(1) +(2) =16(1 = U, V.
Calcul des sommes a double indice

(1,7) = (0,1) Ro1 = d'w(ro1,&2,&3) = 0 car & et &3 sont ah.

(i,5) = (0,2) rog = [£0, &) = [(I—id)0y, (I+i])U] = Ho+Ve, Ho et Ve désignant les composantes
horizontale et verticale, données par la proposition 9.3.1, avec e = —1, € = +1.
Ry = d'w(roy, &1, &) = dw(Ho+Ve, (I—iJ),, (I+iJ)V). La contribution de Ve est
nulle car V est vertical, donc aussi (I+4J)V et alors d'w(Ve, (I—iJ)0,, (I+i])V) = 0.
Il reste donc

Ry = dw(Ho, (I —il)bh, (I +i0)V) = idw(Y (I +iD)U(Xx)0r, (I —iJ)0s, (I +iJ)V)

T

~ ~h ~ ~h
= idw() 2U%6,,20, ,2V°*) =8i Y dw(U4o,,0, ,V*).
Par passage de d' a d cette derniére expression est égale &

Rop = 8 Y USdw(6,",6,", V) = 8 S U (1 - E)VT‘; — 81 — g)(U“V“)kh —0.

(pour cette derniére écriture, comme U = [X, A], V = [ X, B], il s’agit du produit des
deux matrices (I +iX)[X, A](] +iX)[X, B] = 1[X, A|(I —iX)(I +iX)[X,B] =0
car (I —iX)(I +iX) =0 car X% = —1I).

(1,7) = (0,3) C’est le méme cas que (i,j)=(0,2) en permutant le role de U et V, soit Ry3 = 0.

(1,7) = (1,2) C’est le méme cas que (i,j)=(0,2) en permutant k et h, soit : Ry = 0.

(1,7) = (1,3) C’est le méme cas que Ro3 en permutant h et k soit Ri3 = 0.
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(1,7) = (2,3) Puisque ro3 = [£2,&3] = [(L + iD)U, (I +iJ)V] = 4[U*, V9],
Ry = d'w(ras,&,6) = 4dw((G:",6,",4[U°, V) = 16(1 — 6)[(]& Vi

En conclusion le cas 7

11.2.8. Cas 8. — & = (I —il)by, &= (I — iU, & = (I + i)V, & = (I + i)W

i Xi rt commentaires (—1)%& ()
0| dw(é,8,8) |0 & et &3 sont ah 0
1| dw(&,&,8) | 0 idem 0
2 | dw(&o,&1,8&) | 0 | &etés sont verticaux 0
3| dw(&y,&1,&) | 0| Eetés sont verticaux 0

Calcul des sommes a deux indices

1) Ry = d'w(rer, &,&5) = 0 car & et &3 sont ah.

2) Ry = d'w(res, &1,&3) = 0 car & et &3 sont verticaux.

,3) Rog = d/w(T03,€1,€2> =0 car 51 et 52 sont verticaux.

2) 719 est vertical comme crochet de deux verticaux, d’ot Ry = d'w(ris, &, &3) = 0 car
&3 est aussi vertical.

(i,7) = (1,3) Idem au cas (z,7) = (1, 2).

(i,7) = (2,3) Idem au cas (z,7) = (1, 2).

Pour le cas 8 on a donc

dd/M(&O? 517 62) gd) = 0.

On peut aussi raisonner en utilisant la propriété de conjugaison

dd'w(@,", UM Ve, W) = —ddw(@,",Ue, Vi, Wh) = +ddw(VE,Wh U, §,")

= 0 =rcasb

a une permutation pres entre U,V et W.

11.2.9. Cas 9. — Chaque fibre 77'(z) est kihlérienne, donc dw —0 sur des vecteurs
tangents a cette fibre (en un point a de la fibre) qui ne sont autres que les vecteurs
verticaux en a. A fortiori dd'w = 0 sur ces vecteurs.

11.3. Tableau récapitulatif

Pour obtenir des expressions en id'd”’w, il faut multiplier les résultats obtenus par
—i(d'd” = —d’d = —dd'). On résume les résultats dans le tableau ci- dessous. Lorsque
R = 0 ou dans le cas d'une surface K2 munie d’une métrique Ricci-plate , B =0, s = 0.
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On réunit ces deux cas dans la derniére colonne.

champ o | &1 | & | & id’'d"w K3ou R=0
type de champ | h | h | ah | ah

cas 1 or | o | 6 | 0° (1) 0

cas 2 or (Ut | oo | 0o | —i(1— )0 () UL 0

cas 3 Uh | vl g | 09 0 0

cas 4 o | or | ve | 60 | —i(I +ia)0,(:5)Ug, 0

cas b or | UM | ve | ge (5) — (VU™ )
cas 6 Ut vhlwe| o 0 0

cas 7 o | on | U | Ve 0 0

cas 8 op || Ve | We 0 0

cas 9 Uh | Vi Wwe| X 0 0

En posant B = Aeg, A étant l'opérateur de Ricci a trace nulle intervenant dans la
décomposition de R

(1)

G(A(B(B]; A 62)), A(B(O} A 62)))
~G(A(B(G} A 0)), BB} A 62))) +i(1 = 2) 15 (A2 A B
VO (GAB; A 67)),UM)

—i S VAGABO: A 0, U — 51— (VU

(5)

T

1 a a
s SO VAGABIO] A 6), U").

11.4. Signe du id'd’w dans le cas R =0 ou M est K3

On déduit du tableau précédent, en écrivant le cas 5 :
Z'd/d”w(ékh7Uh,Va,9Aha) —%(VaUh)kh.
Si U=V e}? k=h :
idd oy U6, U = +1(U UM, = LS, U UR). Du fait que les matrices considé-
rées sont antisymétriques et que U, = U_,Z,, id’d”w(ékh, éka, Uh,U%) = %Zr |U,?T|2 > 0.
On peut s’affranchir des indices k, car tout § € T, M, a un coeflicient positif prés (la
norme de ) peut étre considéré comme unitaire :
id’d”w(éh, Uh, 6, U%) < 0. D’une maniére plus générale, si 7 est un autre champ sur M
et en tenant compte des résultats :
id'dw(@, 7" + UM 6° 7 + U?) < 0. Cette identité peut se traduire en disant que si
0eT,Met&eT,7(M), avec 7, (a) = x, alors :

id dw(@", 6%, " %) > 0.
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11.5. Cas ou la variété est Einstein et 2n > 4

Le principe de calcul des cas de 1 & 9 peut étre transposé dans le cas général ou la
variété M est de dimension 2n, Einstein (B = 0) ou la métrique est intégrable (W = 0).
On déduit :

~ S S

-~ "  _Jde+DB =—
R onian =1y e B AW =T

Il reste & modifier les données initiales suivantes :
1) le théoréme 7.3.2 fournit la formule suivante :

.[d/\2

~

. 1 A 1 -
L’identité de la proposition 10.2.1 est adaptable au cas général par cette formule, et

donne :

S

dw(6, 6", U) = (1 - )

17 ] )
L’autre identité devient :

dw (00,60, U) =0

R R
En effet :
dw (08,09, U) = (w(A(O; A 0;),U) +w(A(ab; A ab;),U) + iw(A(0; A aby),U) — iw(A(ab; A

0,),U)) = +(Uy; — Uij + (XU + UX);;) = 0 car U est un vecteur vertical en a (de
coordonnées (z, X)).

Alors on peut se convaincre par exemple dans le cas 1, en examinant les calculs en amont
des notions qui utilisent W, A,, A_ qui sont spécifiques a la dimension 4, qu’il suffit
de considérer les mémes formules que dans le cas 4, avec B = 0. En tenant compte du
fait que pour une variété d’Einstein de dimension > 3, la courbure scalaire est constante,

on déduit que dans tous les cas le résultat est nul sauf dans les cas 1 et 5 :

S S

cast =il = =1y e — 1y A 0Dk
1 s o
casd : —5(1 — m)({/ Uh)kh.
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