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PRELIMINAIRES

1. VARIETES ANALYTIQUES COMPLEXES
1.1. Définitions.

Définition 1. Une wariéié analytique complere X de dimension n est un espace
topologique séparé muni dun atles dont les changements de cartes sont holomor-
phes. Autrement dit, il ewiste un recouvrement (U*) de X par des ouveris ef des
homéomorphismes & 1 U% — V& C C" tels que v = P o (¥*)71 s0it une
application holomorphe (et par suite un biholomorphisme) entre les deuz ouverts
(U N UPY et pP (U N UP) de C™.

Les composantes z;* de %% (x) sont appelées les coordonnées holomorphefde z € X
dans la carte (U%,+®). On notera 2z = =z + iyy. Une application holomorphe
entre deux variétés analytiques complexes est une application continue entre les
deux espaces topologiques sous-jacents qui, lue dans les cartes, est une application
holomorphe entre des ouverts d’espaces affines C™.

Il y a en particulier une structure différentiable sous-jacente et on pourra donc
congidérer le fibré tangent TpX, la notion de submersion, les formes différen-
tielles, 'opérateur d de différentiation extérieure, la cohomologie de De Rham, les

métriques Riemanniennes, le Laplacien,...

1.2, Struture presque-complexe. Sur une variété analytique complexe, on dis-
pose en particulier d'un opérafeur Jyeom de structure presque-complexe (R-linéaire
de carré —Id) sur TpX. Il est défini sur U® par transport de structure Jgeom 1=
()14 (%), ot (™), est la différentielle de . Autrement dit, sur U®,

d d

e Tgeam (P~ Tl
('i,[J ) q (d) )* 8$;¥ 8’y;¥
& a
[kt *J £CTTL a1 - -

Puisque 17 o{1®)~* est holomorphe done de différentielle C-linéaire, (1) ti(y), =
(pP) 74 (4pP), sur U N UP. La structure Jgeom €8t done bien définie. (Une var-
iété munie d'une structure presque complexe n'est pas nécessairement une varidcé
analytique complexe ; il y a une condition d’intégrabilité).

Pour diagonaliser J,eorn on considére le fibré tangent complexifié

TeX =ThX @p C=Tp X ©iTpX

avec la structure presque-complexe Ju;, donnée par Id®@:. L'opératenr Jyeom 8’étend
cn un opérateur Cypg-linéaire de T X diagonalisable. On a TeX = THeX @ T01 X
ol 7YX (resp. T%!X) est l'espace propre de J,eom de valeur propre i (resp. —i).

On oublie désormais 4% dans la notation, ce qui revient 4 identifier un vecteur
tangent 4 U C X avec un vecteur tangent a 1V C C™. Les vecteurs 36;5,1 = %(;ﬁ?ﬁ

: . 8 4. :
182?) (resp. 867? = %(w + 13—‘2’?)) engendrent 710X (resp. T%1X) et aaz;.v = 83;:?..

1



PRELIMINAIRES 3

Des calculs simples donnent avec les coordonnées polaires satisfaisant z; =
7y co86; et 4y, = r;sin b,

d® = —4—?;( - 0)
- —%(Zdztgzi Zdzz-gz—i)
= *é(zd”‘gfzdyiaiﬂ
= %(Zd@in;iﬁzcmi%)
et '
ddczﬂ;;aé

2. FIBRES VECTORIELS HOLOMORPHES
2.1. Définitions.

Définition 2. Un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur une variété analytique
compleze X [la base) est une variété analytique compleze E (I'espace total) avec
une submersion 71 B — X 4 fibre €7 telles qu’il existe un recouvrement de X par
des ouverts U et des isomorphismes holomorphes 1% : 7= H({U®) — U x C" (les
trivialisations) vérifient p1ot® = et les changements de trivialisation tP o (1)1 .
(UenURYxCT — (U*nUP)x CT sont donnés par des applications lindaires g”%(x) €
GL(C™) dépendant holomorphiguement de = : t° o (t*) ™1 (z,v) = (=, g°¥(x)v).

Un repére local de F est la donnée sur un ouvert U7 de X de r sections linéaire-
ment indépendantes. En choisigsant une base cancnique pour €7, la donnée d'un
repére holomorphe local est équivalente 4 la donnée d'une trivialisation locale de
E. ‘

Un morphisme de fibrés vectoriels holomorphes est un merphisme des espaces
totaux linéaires sur chaque fibre. Il est donné sur un reccuvrement ouvert U¢
trivialisant leg deux fibrés par des applications linéaires.

On note la relation de cocycle sur U® N UE N T

gwﬁgﬁa = g7,

La donnée d’un fibré vectoriel holomorphe & isomorphisme prés sur X est équiva-
Iente 4 la donnée d’un recouvrement ouvert de X et des changements de trivilisation
¢f% gatisfaisant la relation de cocycles. En effet,
(o3 T
[[{U= x C) m oy

zB =g

(@2,09) € U2 x € ~ (28,07) c U x O = 770 .

définit un fibré vectoriel. {La relation de cocycle mentre la transitivité de la rela-
tion ~).

Une section de £ est une application ¢ : X — E satisfaisant m o s = Id.
La donnée d'une section est équivalente a la donnée sur chaque ouvert /% d'une
application U® 5 @ satisfaisant sur U7 N UB, (t*)~Hz, s%(z)) = (t°) "z, sP(z))
soit g?%s® = 3. Une forme différentielle de degré d sur X & valeurs dans £ est
une section du fibré (non holomorphe) AT X* @ F = ®ppquaAPITX* @ E.



PRELIMINAIRES 5

oil f est une forme locale & valeurs complexes et s une gection locale de E,
La régle de Leibniz maontre que la connexion V est un opérateur local i.e. si s et
s’ coincident au voisinage d’un point z, Vs = Vs’ au point = et que la différence de
deux connexions est un opérateur C°°-linéaire donc ponctuel : c’est done un opéra-
teur de multiplication par une 1-forme & valeur dans le fibré des endomorphismes
de E. L’espace des connexions sur £ est donc un espace affine sur A'(X, End(E)).
La formule de Leibniz montre aussi que 'opérateur %Vz est un opérateur de mul-
tiplication par une 2-forme (V) a valeurs dans End{E) appelée forme de courbure
de V.
On congidére e un repére holomorphe de E sur un ouvert U,. Par la formule
55
de Leibniz, pour toute section locale s € T(U, E), s = Zsi‘e‘)’f ~a : =:s

(2
™

Vg = stf@ ex + Zsf ®Vef = stif ®ef +ZS§ ® (Ve ) ey
Ainsi, V est caractérisée sur U/® par la matrice de 1-formes

(Veljl e (VeT)l

8

A% = (Vey, - ,Ve,) = : : !
(Ver)r -+ (Ver)e
et la formule

Vs ~rra ds® 4+ A%s”

La forme de courbure est sur U,
O(V) 2y %(ma HANA.

Par changement de trivialisation, s¥ = ¢®*s®, Donc,

Vs o~pe  ds™ - A%
e gPYds® 4 gPe A% s
~pe ds® — dgPo(gPY) TP + gPr AR (gPy T LsP

Par conséquent,
AP = (gﬂﬁ)—]dgaﬁ T (gaﬁ)ﬁlAagcu,@’

TPour donner une connexion sur un fibré %, il suffit de donner des matrices de 1-
formes A% sur des ouverts de trivialisation soumises aux conditions de changement
de trivialisations précédentes.

TUne connexion ost dite holomorphe si pour toute section holomorphe locale s et
pour tout vecteur V € TX, Vs = 0. Alors, pour tout repére holomorphe e, de
B, Ve, est une forme de type (1,0} & valeurs dans F.

Une connexion est dite métrique (ou hermitienne) i

d(s, s’y = {Vs, '} + {5, Vs'}.
Proposition 1. Sur foul fibré vectoriel hermitien (B, h), 1 existe une unigue con-

nezion holomorphe hermitienne. Elle est appelée connexion de Chern. Sa forme de
courbure est appelée courbure de lo métrigue h,
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