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CHAPITRE 1

GROUPES ET ACTIONS DE GROUPES



1.1. Définitions et formules des classes

Définition. — Une action d'un groupe (G, *) sur un ensemble F est la donnée équivalente
ou bien d’une application ® : G x E — E, (g,z) — ®(g,x) =: g - x, qui vérifie

l.Vx e Feq -z =x.

2.¥(9,9) €G*g- (g -2)=(9%7) =
ou bien d’un morphisme de groupes ¢ : G — &(FE) de G dans le groupe symétrique des
bijections de l’ensemble E.

L’équivalence consiste & poser ®(g,2) = g -z = ¢(g)(z). Soit x un point de E. Souvent
le morphisme ¢ est en fait a valeurs dans un sous-groupe de &(F), par exemple aut(FE)
si £ est lui-méme un groupe, ou O(F, q) si E est un espace vectoriel muni d’une forme
quadratique gq.

Le sous-ensemble O(x) := {y € F/3g € G,g-x = y} des éléments de E obtenus par
I’action sur x est appelé ['orbite de x. La relation binaire sur ’ensemble E définie par

TRy < JgeCG,g-v=y < yc Ox)

est une relation d’équivalence. Par conséquent, deux orbites sont soit égales soit disjointes.
Les orbites forment une partition de I’ensemble E. L’ensemble des orbites est noté E/G.
Ainsi,

Lemme (Premiére formule des classes). — Soit G un groupe agissant sur un en-
semble fini E.

Z card O; = card E.
O,€E/G

Le sous-groupe Stab(x) := {g € G,g9 -z = x} de G des éléments de G qui fixent x
est appelé le stabilisateur de x. Deux éléments x et y = g - © de la méme orbite ont des
stabilisateurs conjugués (Stab(y) = gStab(z)g™')). L’application f, : G — E, g+ g-x
a pour image 'orbite de x. Deux éléments g et h de G ont la méme image par f, si et
seulement si ils sont dans la méme classe a gauche modulo Stab(zx) (i.e. h™'g € Stab(x)).
Par conséquent, f, réalise une bijection entre I’ensemble G/Stab(x) des classes a gauche
de G modulo Stab(z) et 'orbite O(z) de x.

Lemme (Seconde formule des classes). — Soit G un groupe fini agissant sur un
ensemble fini E. Pour tout x € F,

card O(z) card Stab(z) = card G.

Lemme (Lemme de Burnside). — Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble
fini E. Alors le nombre N d’orbites se calcule par

1 1
N = Fi — S ‘
card G 2 card Fiz(p(g)) card G 2= card Stab(z)

geG

En particulier, le nombre d’orbites est le nombre moyen de points fixes des éléments
de G.



Démonstration. — Puisque,
{(g,2) eGXx E,g-x =z} ={(9,2),9 € G,x € Fiz(g)} ={(g9,2),z € E,g € Stab(x)}

les deux sommes sont égales. Comme les orbites forment une partition,

Y card Stab(z) = Y > card Stab(x).

LASID) O;€E/G z€0;
Tous les éléments d’une méme orbite ont des stabilisateurs conjugués donc équipotents.
Donc, pour un point a de O;, Y ,co, card Stab(x) = card O(a) card Stab(a) = card G.
Ainsi, Y-, cpcard Stab(z) = card(E/G) card G. O

L’existence d’'une action d’un groupe G sur un ensemble £ donne des renseignements
aussi bien sur I’ensemble que sur le groupe, d’autant plus quand 'action satisfait des
conditions supplémentaires.

Définition. — Une action d’un groupe G sur un ensemble E est dite
— transitive s’l n’y a qu’une orbite i.e. si¥(x,y) € E*,3g € G,y =g - x.
— simplement transitive si V(z,y) € E?,lg e G,y =g - x.
— fidele si le seul élément de G qui fixe tous les éléments de E est l'identité. i.e. si ¢
est injective.
— sans points fixes si aucun élément ¢(g) autre que p(eq) = Idg n'a de point fize. i.e.
les stabilisateurs G, sont tous réduits a {eq}.

1.2. Exemples

1.2.1. Actions par translation. — Tout groupe agit sur lui-méme par translation a
gauche G x G — G, (g,x) — g-x = gx. Comme l'action est fidele, application ¢ associée
réalise le groupe G comme isomorphe a un sous-groupe du groupe S(E). En particulier,
tout groupe fini d’ordre n est isomorphe a un sous-groupe de &,, (Théoréme de Cayley).

Tout sous-groupe H d’un groupe G agit par translation a gauche sur les ensembles
quotients G/S ou S est un sous-groupe de G. Le stabilisateur de la classe a gauche ¢S est
H N gSg~!. Un point fixe ¢S est tel que H C gSg~!, le sous-groupe agissant H est inclus
dans le conjugué correspondant au point fixe.

1.2.2. Actions par conjugaison. — Tout groupe agit sur lui-méme par automor-
phismes intérieurs. G x G — G, (g, x) — g-x = grg~'. Les orbites sont appelées classes de
conjuguaison. En particulier, si G est le groupe linéaire GL(n, K) les classes de conjuguai-
son regroupent les matrices semblables. Le noyau de ¢, N(p) = {g € G,Vx € G, gx = g}
est par définition le centre cent(G) du groupe G. C’est un sous-groupe distingué et méme
caractéristique, c’est a dire stable par tout automorphisme de G. Le centre d’'un groupe
abélien est le groupe lui-méme. En particulier, on obtient un injection de G/cent(G) dans
Aut(G) dont I'image est constituée des automorphismes intérieurs.

Le groupe GL(n, K) x GL(n, K) agit sur M(n, K) par (A,B)- M = AMB™'. Les
orbites regroupent les matrices de méme rang.

Tout groupe agit sur I’ensemble de ses sous-groupes par conjugaison G x Sous —
groupe(G) — Sous — groupe(G), (g, H) — gHg™'. Le stabilisateur G d’un sous-groupe



H est appelé normalisateur de H, Ng(H) :={g € G,gHg™' = H}. Le sous-groupe H est
distingué dans son normalisateur.

1.2.3. Représentations linéaires. — Un exemple important d’action est fourni par
les représentations linéaires ¢ : G — GL(n, K). La représentation de permutation ¢ :
S, — GL(n,K) (C 6(K"™)), donnée par ¢(0) = (6;,+(j)) autrement dit ¢(c)(e;) = e, (;) est
fidele et permet de réaliser via le théoreme de Cayley, tout groupe fini comme (isomorphe
a) un sous-groupe de matrices.

Exercice. — Les isométries d’un tétraedre régulier induisent par restrictions aux sommets
des permutations de Gy. Montrer que cette correspondance est bijective. Fxpliciter la
représentation de &4 dans le groupe des isométries d’un tétraédre régulier. (voir Rauch,
page 40). Quelle est l'image des transpositions, des 3-cycles, des (2,2)-cycles, et des
4-cycles ?

Plus généralement, a toute action d’'un groupe G sur un ensemble fini £, on peut
associer une représentation linéaire dont I'espace vectoriel associé est V := ®,cgCe, et
l'action p(g) : e, — e, échange les vecteurs de base e,. La matrice de ¢(g) dans la
base e, est une matrice de permutation orthogonale, avec e := 3 .y e, comme vecteur
propre. L’orthogonal de e est donc aussi ’espace vectoriel d'une représentation de G.

1.3. Théorémes de Sylow

Définition. —  — Un groupe d’ordre une puissance d’un nombre premier p est appelé
un p-groupe.
— Soit G un groupe d’ordre p*q ou p est un nombre premier, a un entier naturel et q
un entier premier avec p. Un sous-groupe d’ordre p* de G est appelé p-sous-groupe
de Sylow de G.

Théoréme (Théoréme de Cauchy). — Soit G un groupe fini et p un diviseur premier
du cardinal n de G. Alors il existe un élément d’ordre p dans G.

Démonstration. — Comme p est premier, il suffit de montrer ’existence d’un élément a
non neutre tel que a? = e. On pose

E={(g)=(91,---,9) €G" | g1-92---gp =€}

Remarquons alors que si (g1,...,9,) € E alors g; est U'inverse de gy - - ¢g,. Ainsi E est
en bijection avec GP~!. Ceci montre aussi que si (g1,...,9,) € E alors go---g, - g1 = e.
On peut donc définir 0 : E — E, (g1,.-.,9p) — (92,---,9p, ¢1) qui engendre un groupe
de permutations circulaires o = {o!,..., 0P} agissant sur E via ¢ : Z/pZ x E —
E, (k,(g1,---,9p)) — (914 mod ps - - > Gprk mod p)- Les orbites Z/pZ - (g) de ¢ sont de
cardinaux divisant p, et elles partitionnent F avec n; orbites réduites a un élément et
n, orbites & p éléments : ny + pn, = #E = nP~'. Noter que l'orbite de (e,...,e) est
réduite a un élément. Par suite p qui divise nq, est strictement plus grand que 1. Il existe
donc un élément (hq, ..., h,) € E autre que (e, ..., e) tel que (hy,...,hy) = (he,..., k1) =



o= (hy,...,hy_1) C'est-a-dire hy = hy = --- = h,. Finalement hy ---h, = hy---hy =
= e. O

L’outil pour la construction de p-Sylow est le

Lemme. — Soit G un groupe d’ordre n = p“q ou p est un nombre premier et q un entier
premier avec p. Soit H un sous-groupe de G. Soit S un p-Sylow de G. Alors il existe un
conjugué aSa~t de S qui rencontre H en un p-Sylow H NaSa™! de H.

Démonstration. — On fait opérer le groupe H sur I'ensemble G/S. Le stabilisateur de
aS est aSa~' N H, qui est un p-sous-groupe de H. Reste & trouver un a tel que 'indice de
aSa~' N H dans H soit premier & p. Mais par la seconde formule des classes, cet indice
est le cardinal de l'orbite de aS € G/S par H. Si tous ces indices étaient divisibles par p,
par la premiere formule des classes, le cardinal ¢ de G/S le serait aussi. O]

Théoréme (Théoréme de Sylow). — Soit G un groupe d’ordre p“q ot p est un nombre
premier et ¢ un entier premier avec p. Alors

1. Il existe un p-sous-groupe de Sylow de G.

2. Tout sous-groupe de G d’ordre p® avec 1 < 3 < a est inclus dans un p-Sylow de G.
3. Le groupe G opére par conjuguaison transitivement sur ses p-Sylow.

4. Le nombre n, de p-Sylow de G est congru a 1 modulo p et divise q.

Démonstration. — 1. Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe a un sous-groupe de
GL(n,F,). Ce dernier groupe est d’ordre (p" — 1)(p™ —p)--- (p" — p"~!) = pr(n=D/2¢.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de diagonale identité est un p-sous-
groupe de Sylow. En appliquant le lemme & G C GL(n,F,), on obtient (1).

2. Soit H un p-sous-groupe de G et S un p-Sylow. Il existe un p-Sylow de H de la forme
aSa~' N H. Comme H est un p-groupe, H = aSa™' N H. Donc , H est inclus dans
aSa~! qui est un p-Sylow de G.

3. Si H est de plus un p-Sylow, il existe a tel que aSs™' N H = H, donc par cardinalité,
H = aSa™! et H est un conjugué de S.

4. On fait agir un p-Sylow S par conjuguaison sur l’ensemble X des p-Sylow de G.

card X = card Fiz(X)+ Y cardO; = card Fiz(X) (mod p)

0,eX/S,
card O; #1

par la seconde formule des classes, car S est un p-groupe.

Soit T'un p-Sylow de G stable par tous les éléments de S (i.e. normalisé par .S). Soit
N le sous-groupe de G engendré par S et T. Les groupes S et T sont deux p-Sylow
de G donc de N et comme T est distingué dans N, S =T'. Donc, Fiz(X) = {S}.

Les p-Sylow forment une orbite sous 'action par conjugaison de GG sur ses sous-
groupes. Par conséquent, n, divise card G = n. Comme n, = 1 (mod p) est premier
avec p, il divise q.

]

Exercice. — Soit H un p-groupe distingué d’un groupe G. Montrer que H est dans tous
les p-Sylow de G.



Exercice. — Montrer que le centre d’un p-groupe n’est pas réduit a un singleton. Montrer
qu’un groupe G tel que G /centre(G) est cyclique est en fait abélien. Montrer qu’un groupe
G d’ordre p* (p est un nombre premier) est abélien.

1.4. Groupes dérivés et résolubilité

La notion suivante permet de déterminer si un groupe G est construit par une suite
d’extensions de groupes abéliens.

Le groupe dérivé D(G) d'un groupe G est le groupe engendré par les commutateurs
aba='b™! de G. C’est un sous-groupe distingué et méme caractéristique, car si ¢ est
un automorphisme de G, ¢(aba™'b~!) est un commutateur, le commutateur de ¢(a) et
©(b). Le groupe dérivé d’un groupe abélien est le groupe {eg}. Le groupe G/D(G) est
abélien. Si f : G — A est un morphisme de groupes de GG vers un groupe abélien A,
alors D(G) C N(f) et le morphisme f se factorise donc par la projection canonique
G — G/D(G).

Par récurrence, on définit les groupes dérivés supérieurs par D*+D(G) := D(D™(Q)).

Définition. — Un groupe G est dit résoluble si ['un de ses groupes dérivés supérieurs
est réduit a l’élément neutre.

Exercice. — Montrer que l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de diagonale
identité forme un groupe résoluble.

Proposition. — Soit H un sous-groupe distingué d’un groupe G. Pour que G soit réso-
luble, il faut et il suffit que H et G/H le soient.

Démonstration. — Comme H est un sous-groupe de G, les groupes dérivés supérieurs
D™ (H) sont des sous-groupes de D®)(G). L'image de D*)(G) par la surjection canonique
G — G/H (qui est un morphisme de groupe car H est distingué) est engendrée par I'image
des commutateurs de G c’est & dire les commutateurs de G/H ; c’est donc D™ (G/H).
Par conséquent, si G est résoluble, H et GG/H le sont aussi. Pour la réciproque, supposons
pour commencer que H est résoluble et GG/H abélien. On en déduit que le groupe dérivé
D(Q) est inclus dans le noyau H de la surjection canonique. 11 est donc résoluble, ainsi que
G. Plus généralement maintenant si G/H est résoluble, soit k tel que D®)(G/H) = {e}.
L’image par la surjection canonique de G dans G/H du sous-groupe D*~D(G) est
incluse dans le groupe D*~Y(G/H) qui est abélien. Par conséquent, le groupe dérivé
D(D%=D(G)) = D®(QG) est inclus dans le noyau H supposé résoluble. On en déduit que
DW(@G) et donc G sont résolubles. O

Exercice. — Montrer que tout p-groupe est résoluble.

Les groupes d’ordre p®¢® (avec p,q deux nombres premiers distincts ¢° < p ) sont
résolubles. En effet, le nombre de p-Sylow diviseur de ¢, congru a 1 modulo p, vaut 1. Ce
p-Sylow est donc distingué et résoluble (comme p-groupe) et le quotient du groupe par ce
p-Sylow distingué est aussi résoluble (comme g-groupe).

A titre culturel, on peut retenir le



Théoréme (Théoréme de Burnside). — Soit p et q deur nombres premiers distincts
et a et B deux entiers naturels. Tout groupe d’ordre p®q® est résoluble.

1.5. Simplicité

On cherche a déterminer quand un groupe peut étre obtenu par produit semi-direct a
partir de groupes plus petits. Les briques élémentaires sont les groupes simples.

Définition. — Un groupe G est dit simple sl n’a pas de sous-groupes distingués propres.

Noter que le centre et le sous-groupe dérivé d’un groupe sont des sous-groupes distingués
(méme caractéristiques). Le groupe dérivé d'un groupe simple est soit {Id} et il est alors
abélien, soit lui-méme. Un groupe simple n’est donc résoluble que s’il est abélien.

Les morphismes d'un groupe simple vers un groupe quelconque sont constants ou
injectifs. Parmi les groupes Z/nZ, seuls ceux pour n premiers sont simples. Un groupe qui
admet un unique p-groupe de Sylow (unique donc distingué) propre n’est pas simple. C’est
le cas des groupes d’ordre pg(avec p < ¢ deux nombres premiers distincts), par exemple
Gs.






CHAPITRE 2

GROUPES SYMETRIQUES ET ALTERNES



2.1. Groupe symétrique

Dans tout ce chapitre n sera un entier naturel non nul et méme souvent supérieur a 2.

Théoréme. —  — Toute permutation de &,, peut s’écrire comme produit d’au plus n—1
transpositions.
— Toute permutation se décompose en produit de cycles a support disjoints. Cette
décomposition est unique a l’ordre prés des cycles.

Démonstration. —  — La démonstration se fait par récurrence sur n. Soit 0 € &,,. Si o
admet un point fixe a elle s’identifie & une permutation de {1,2,--- ,n} — {a}. Sinon,
T1,0(1) © 0 admet 1 comme point fixe.

— On fait agir le groupe < ¢ > engendré par une permutation o sur {1,2,--- ,n}. On
choisit un élément a; dans chaque orbite. Alors,

o= (ay,o(ay),--- all_l(al)) o (ag,o(az),- - 0l2_1(a2)) O

L’unicité résulte du fait que dans toute écriture de o en produit de cycles a support
disjoint, les supports des cycles sont les orbites de ’action considérée.

]

En particulier, comme si les supports sont disjoints, les groupes engendrés par chacun
des cycles ne s’intersectent qu’en l'identité, I’ordre d’une permutation est le ppcm des
ordres des cycles a support disjoint qui la compose.

Proposition (Formules de conjugaison). —  — Soit (i1, 19, ,i,) un cycle de lon-
gueur r et o une permutation de &,,. Alors,

oo (iy,ig, -+ ,iy) oo ' = (0(iy),o(iy), - ,0(i)).

— Soit c=cyocy_10---0c; une composée dans &,, et o une permutation de S,,. Alors,

1

cgocoo t=(cocyoo No(cocy_100 )o---o(cgocioa ).

Corollaire. — Le groupe symétrique S, est engendré par les transpositions (1,1) (2 <
i < mn) ou par les transpositions (i,i+ 1), 1 <i < n —1 ou encore par la transposition
(1,2) et le cycle (1,2,--- ,n).

Démonstration. — On utilise les égalités (1,2, --- k) = (1,2)(2,3) - - - (k—1, k), les relations
de conjugaison et en particulier (4, 5) = (1,4)(1,7)(1,%). O

Définition. — Le profil d’une permutation est la structure d’une de ses décompositions
en produit de cycles a support disjoint. On la notera avec ly > ly > -+ > 1; > 0,

l1 l2 ld
ni na ng __ (~N AN —N—
I 0020w oM = (T () oo () (T () (o) oo (o) (e e Yooo(oeee ).
ny fois na fois ng fois
Définition. — Une partition d’un entier n est un d-uplet (A1, Aa, - -+, Aq) d’entiers stric-

tement positifs rangés en ordre décroissant tel que A\i + Ag + -+ + A\g = n.

10



A chaque permutation de &,, on associe une partition de n en posant

p(g) = (llalla"' 7l17l27l27"' 7l27"'7lda"' 7ld)-

n1 fois ng fois ng fois

Théoréme. —  — Deux permutations sont conjuguées dans &,, si et seulement si elles
ont le méme profil de décomposition en produits de cycles a support disjoint, si et
seulement si elles donnent la méme partition.

— Un sous-groupe distingué de G,, contient aucune ou toutes les permutations avec le
méme profil en produit de cycles a supports disjoints.

— Soit H un sous-groupe de &,, qui, s’il contient une permutation, contient toutes les
permutations avec le méme profil. Alors H est distingué.

Démonstration. — C’est aussi une conséquence du théoreme de décomposition des per-
mutations en produit de cycles a support disjoint et des formules de conjugaison. En
conséquence le nombre de classes de conjuguaison dans &,, est le nombre p(n) de partitions
de n. O]

Exercice. — Déterminer p(n) pour tout n entre 1 et 6.

Exercice. — Soit k et n deux entiers avec 1 < k < n. Montrer que le nombres de cycles

de longueur k dans G,, est k(%k),

Proposition (Théoréme de Cauchy). — Dans &,,, le nombre d’éléments de profil
[*oly?o---ol}? (le cardinal de la classe de conjugaison correspondante) est

n!
152 - 1hAng Ing! - - gl
Démonstration. — Le groupe &,, agit par conjugaison sur cette classe de conjugaison.

L’action est transitive et le stabilisateur d'une telle permutation o = c;10¢12---0¢c1p, ©
©++0¢€41 0 Cap, est le produit semi-direct

(K1 >X <> X< Cany, >) XN (6, X Gy X+ xXG,).

Ici, le produit < ¢;3 > X < c12 > X -+ < Cqn, > des groupes engendrés par les
cycles est un sous-groupe distingué de stab(c). On choisit une écriture des cycles ¢ ; =
(g1, Qr49- - agqg, ). Le groupe &, provient du groupe des permutations des premiers
éléments ay;1 (1 < i < ny) dont Paction est prolongée sur les éléments suivants par la
permutation o. Le produit &,,, X G,,, x --- X G,,, agit a travers 'application

G, X---XGnd — AUt(<Cl,1> X+ < Ciny >)

( ) <> XX < cCgpy > — <cCp > X X < Cgpy >
01, ,0p,) P11 P12 P1nq Pd,n Ploi(1) Pl,oq(2) P10y (ny) Pd,og(ng)
C11C2 ""Cn " Cny, T Ci1 Ci2 ©Cpgy “ Cng

Pour montrer que le produit (< ¢11 > X <¢12> X+ < gy, >) X (G X Gpy X+ X Gy,
engendre le stabilisateur de o il suffit de remarquer qu'un élément du stabilisateur (qui
commute donc avec o) qui fixe les premiers éléments ay ;1 (1 <k <d, 1 <i < ny) est
nécessairement l'identité. O
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Exercice. — Décrire les profils possibles et le nombre d’éléments dans les classes de
conjuguaison pour &y. Vérifier que le nombre de profils trouvés est le nombre de partitions

de 4, p(4).

2.2. Groupe alterné

2.2.1. Définition. —

Théoréme. — L’application signature ¢ de &,, — {—1,1} est définie pour o € &,,, par
g(o) = (=1)"" our désigne le nombre de cycles figurant dans la décomposition de o, y
compris les cycles réduits a un point. C’est un morphisme de groupes (d valeurs dans un
groupe abélien).

Démonstration. — L’argument important est la comparaison des cycles de o et ceux de
or ou 7 = (ij). Si i et j sont dans un méme cycle de o, o7 a un cycle de plus que o.
Sinon, o7 a un cycle de moins que o. Par conséquent, e(o7) = £(0)e(7r). Comme les
transpositions engendrent le groupe symétrique, € est un morphisme de groupes. O

On vérifie que
o(j) —o(i)
5(0') = H1§1<J§n Jf@
Si n > 1, le morphisme signature est surjectif.
Définition. — Le groupe alterné A, est par définition le noyau du morphisme signature.

C’est un groupe d’indice 2 dans G,, si n > 1. Il est distingué et contient le sous-groupe
dérivé de &,,. Par exemple, 2y = {Id}, A3 = {Id, (123), (132)} et le groupe alterné 2, est
d’ordre 12. Il contient les cycles d’ordre 3 et les produits de 2 cycles d’ordre 2 de supports
disjoints :

A, = {Id, (234), (243), (134), (143), (124), (142), (123), (132), (12)(34), (13)(42), (14)(23)}.

2.2.2. Générateurs. —

Théoréme (Générateurs du groupe alterné). —
— Pour n > 3, le groupe alterné 2, est engendré par les 3-cycles.
— Les 3-cycles sont conjugués dans &,, et sin > 5, les 3-cycles sont conjugués dans 2,,.

Démonstration. —  — 1l suffit de remarquer que

(6, 5) (s k) = (i, 5, k) et (i, 5) (k. 1) = (i, 5) (5, k) (5, k) (R, 1) = (4,5, k) (5, k. )
et donc que tout produit d’un nombre pair de transpositions est un produit de
3-cycles.

— Il résulte de la formule de conjugaison, que tous les 3-cycles sont conjugués dans G,,.
En conjuguant si nécessaire par une transposition dont le support ne rencontre pas le
support du 3-cycle (n > 5), on montre que tous les trois cycles sont conjugués dans
A

O

12



2.3. Groupe dérivé et résolubilité

Le groupe dérivé de G3 est (inclus dans) le sous-groupe alterné cyclique (engendré par
un 3-cycle) donc abélien. Par conséquent, S5 est résoluble.

L’ensemble ®, des permutations de profil (2,2) dans 24 est un sous-groupe d’ordre 4
commutatif (isomorphe au groupe de Klein Zs x Zs) et distingué. Le quotient 4/, est
un groupe d’ordre 3 donc cyclique. Par conséquent, 204 est résoluble. Comme le groupe
dérivé de G, est inclus dans A4, S, est résoluble.

Proposition. —  — Pourn > 2, le groupe dérivé D(S,,) est 2.
— Pourn > 5, le groupe dérivé D(2,) est A,.

Démonstration. — Soit n > 5. Comme D(2,) C D(&,,) C 2, et comme 2, est engendré
par les 3-cycles, il suffit de montrer que tout 3-cycle est un commutateur dans 2,,. Soit ¢
un 3-cycle. Comme ¢? qui est un 3-cycle est conjugué dans 2, (n > 5) avec c, il existe
o €U, tel que ¢ = oco~!. Par conséquent, ¢ = ¢ 'oco~! est un commutateur. O

Comme corollaire, on obtient le

Théoréme. — Sin > 5, les groupes A, et G,, ne sont pas résolubles.

2.4. Centre et simplicité

Proposition. —  — Pourn > 3, le centre du groupe S,, est réduit a {Id}.
- Sin >4, cent(2,,) = {Id}.

Démonstration. —  — Soit o € Cent(S,,). Puisque o(ij)o~! = (0(i),0(j)) = (i,7), si
o(j) # j, o(j) = i. Par conséquent, o a au plus un point non fixe. Donc, o est
Iidentité. La démonstration n’utilise que la commutation avec les transpositions.

— Soit o € Cent(2,,). Si o # 1d, soit a et b # a tels que o(a) = b. Soit ¢ # d deux autres
éléments de {1,---n}. Puisque o(a,c,d)oc™! = (o(a),c(c),o(d)) = (b,o(c),o(d))
contient b dans son support, elle n’est pas égale a (a, ¢, d). Ceci contredit le fait que

o et (a,c,d) commutent. Donc, o est l'identité.
]

Le groupe 23 est cyclique d’ordre premier donc simple.
Le centre de A4 est trivial. Mais 24 contient I’ensemble ®, des permutations de partition
(2,2) comme sous-groupe distingué. Par conséquent A, n’est pas simple.

Théoréme. — Sin > 5, le groupe 2, est simple.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe distingué de 2A,,. S’il contient un 3-cycle, il
contient toute la classe de conjuguaison, donc tous les 3-cycles. Comme ces derniers
engendrent 2, il suffit de montrer que H contient un 3-cycle.

Soit ¢ € H une permutation différente de I'identité et de support de longueur minimale.
Soit 0 = ¢; 0 ¢ 0+ 0 ¢, une décomposition en cycles a support disjoints avec long(c;)
croissante. Montrons que o est un 3-cycle. Si le support de o est de longueur inférieure
a 3, o alterné est un 3-cycle. Sinon, soit le support de ¢; a au moins trois points ¢; =
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(1,2,3,--+),soit 0 = (1,2) 0 (3,4,--+) o---. Dans le premier cas, puisque les 4-cycles sont
impairs, le support de o a au moins cinq points disons 1,2, 3,4, 5. Soit ¢ = (3,4,5). Le

commutateur co ¢ 'o = (co"'¢™!)o est dans le sous-groupe distingué H. Par ailleurs,

o~ lclo = (071(5),071(4),07(3)) = (67(5),071(4),2) n’est pas égal & ¢™! car 2 n’est
pas dans le support de ¢~ !. Le commutateur co~'c~!o n’est donc pas 'identité. Il n’agit
pas en dehors du support de o et admet 1 comme point fixe supplémentaire. Ceci contredit
la minimalité de o. Dans le second cas le méme commutateur envoie 3 sur 5 et laisse
invariants 1 (et 2). O

2.5. Polynoémes symétriques

Une représentation naturelle du groupe symétrique G,, est donnée dans le Z-module
7| X4, Xs, -+, X,;] par la formule
(U : P)(Xla X27 U 7XTL) = P(XU(1)7X0'27 U 7Xan)‘
Les polyndmes fixes par cette action sont appelés polyndémes symétriques. Ils forment une
sous-algebre Z[ X1, Xy, -+, X,,]% de Z[X1, Xo,- -, X,.].
Il y a par exemple les polyndémes symétriques élémentaires, eg =1 et pour 1 < k < n
Bk(XhXQ,"' 7Xn) = Z XilXig"'Xik
1< <t << <n

et e = 0 pour k > n. Il y a aussi les sommes de Newton, py = n et
pk(X17X27 T 7Xn> = ZX,k
1

On peut noter que, puisque le degré est invariant par I'action du groupe symétrique,
les composantes homogenes d'un polynéme symétrique sont symétriques. Le résultat
important dans ce cadre est le

Théoréme. — Le morphisme d’algébres o de Z[Y1,Ys, -+ Yy,] dans Z[ Xy, Xo, -+, X,,|®n
défini par a(Y;) = e; est un isomorphisme d’algébres.

En particulier tout polynéme symétrique est un polynéme (unique) en les polynémes
symétriques élémentaires. L’algebre des polynomes symétriques est isomorphe a une
algebre de polynomes.
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CHAPITRE 3

STRUCTURE DU GROUPE LINEAIRE
(ASPECTS ALGEBRIQUES)



On va essayer de dégager des similitudes dans 1’étude des groupes linéaires et symétriques
(ou alternés).

3.1. Générateurs de GL(F) et SL(E)

Dans toute cette partie k est un corps commutatif et £ un k-espace vectoriel de
dimension finie.

Les ¢éléments les plus simples du groupe linéaire sont ceux qui admettent un hyperplan
de points fixes.

Définition. —  — Le groupe général linéaire est ’ensemble des isomorphismes de E
(endomorphismes de E bijectifs a inverse linéaire) muni de la loi de composition.
— Le groupe spécial linéaire SL(E) est le noyau du morphisme déterminant (a valeurs
dans un groupe abélien).

Remarquer que les endomorphismes bijectifs sont des isomorphismes.

Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement si leur
dimension sont les mémes. En effet, le choix d’une base réalise un isomorphisme entre
k™ et E. On notera donc GL(n, k) le groupe GL(n, k™) isomorphe a tout groupe linéaire
d’un k-espace vectoriel de dimension n.

Proposition. — Soit u € GL(E) un isomorphisme de E qui admet un hyperplan H =
ker(u — Id) de points fizes. Alors,
— soit detu = X\ # 1, u est une dilatation de rapport \ et de droite Im(u — Id) =
Ker(u — A d) supplémentaire de H. L’endomorphisme u est diagonalisable : il existe
une base de E dans laquelle u a pour matrice

1

A

— soit detu = 1, u est une tranvection. Il existe une forme linéaire f définissant H et
un vecteur a non nul de Im(u —1Id) C H tels que u =1Id+f - a. Il existe une base de
E (e, 69, - en_1,€,) composée d’une base (e1,eq,--€,_1) de H de dernier vecteur
en_1 = a et d’un vecteur e, = b hors de H tel que f(b) =1, dans laquelle u a pour
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matrice

11
1
On commence par démontrer deux lemmes.
Lemme. — Soit E/ un espace vectoriel de dimension au moins 2. Soit x et y deuz vecteurs

non nuls de E. Il existe une transvection ou un produit de deux tranvections qui envoie x
sury.

Démonstration. — On cherche u sous la forme u = Id+f - (y — ), avec f(z) = 1 et
f(z —y) =0.Siz et y ne sont pas colinéaires alors (z,z — y) est libre, et on peut trouver
la forme linéaire f. Sinon, on passe par un vecteur intermédiaire z colinéaire ni a x, ni a
Y. O

Lemme. — Soit z un vecteur non nul de E et H et H' deux hyperplans qui ne contiennent
pas z. Alors, il existe une transvection (ou l'identité) u telle que u(z) = z et u(H) = H'.

Démonstration. — Dans le cas ou H = H' on prend pour u, I'identité de E. Sinon, H N H’
est de codimension 2. On choisit 'hyperplan h = vect(H N H', z). Comme z € het z ¢ H,
h ¢ H et comme h est un hyperplan H ¢ h. Soit donc x € H — h et de méme y € H' — h.
Soit f une équation de h. Comme f(z) # 0 et f(y) # 0, on peut supposer f(z) = f(y) =1
et donc y —x € h. On a alors H = vect(H N H',z) et H = vect(H N H',y). Comme
H # H', z et y ne sont pas colinéaires. La transvection Id +f(y — z) fixe h donc z et
envoie x sur y donc H sur H'. O]

Théoréme (Générateurs du groupe spécial linéaire). —
1. Les transvections engendrent le groupe spécial linéaire SL(FE). Les transvections et
les dilatations engendrent le groupe linéaire GL(E).
2. Les transvections sont conjuguées dans GL(E) et si dim E > 3 les transvections sont
conjuguées dans SL(E).

Démonstration. — 1. La démonstration du théoreme se fait par récurrence sur dim E.
Sidim E =1, SL(F) = {Id}. On suppose que les tranvections engendrent le groupe
spécial linéaire en dimension n — 1 et on considere u dans SL(E) ou E est de
dimension n. Soit z non nul dans E et 7 une transvection ou un produit de deux
transvections tel que T ou(z) = z. Soit H un hyperplan supplémentaire de vect(x). Si
Tou est I'identité aussi sur H, v = 7! est un produit de transvections. Sinon, il existe
une tranvection t telle que t(x) = z et (T ou(H)) = H. Par hypothese de récurrence
il existe un produit de tranvections 7; de H telles que toTouy =71 0730+ 0T,
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En définissant les tranvections 7; := 7 @ Idyea(s) sur £ = H @ vect(z), on peut écrire
toTowu comme T 0Ty 0---0T, et donc u comme produit de transvections.

2. Soit 7 et t deux transvections. Les transvections sont conjuguées dans GL(FE) car
elles ont méme réduite de Jordan. Soit donc u € GL(FE) telle que uru~! = t. Soit
A = detu. Soit B une base de F ou t a pour matrice

1
1
1
11
1
Soit d I'isomorphisme de £ dont la matrice dans la base B est
1
1
1
1
A
/\71
/\71
Ainsi du appartient & SL(E) et comme t et d commutent, dut(du)™ = dtd™ = t.
O
3.2. Groupe dérivé et résolubilité
Proposition. — Pourn > 3 et k un corps de caractéristique différente de 2,
— le groupe dérivé D(GL(n,k)) = SL(n,k) et
— le groupe dérivé D(SL(n,k)) = SL(n, k).
Démonstration. — Si 7 est une transvection, 72 n’est pas égale a l'identité car 2 # 0

dans le corps k. Comme les transvections sont toutes conjuguées dans SL(n, k), il existe
g € SL(n, k) tel que 72 = grg~!, soit 7 = 77 1grg~!. Ainsi, nous avons montré que les
groupes D(SL(n,k)) et donc D(GL(n,k)) contiennent toutes les transvections et par
suite tout SL(n, k). Les inclusions opposées résultent du fait que les commutateurs sont
de déterminant 1 ou encore que SL(n,k) est le noyau d’un morphisme de groupes de
GL(n, k) a valeurs dans un groupe abélien. ]

Comme corollaire on obtient le

Théoréme. — Sin > 3 et si k un corps de caractéristique différente de 2, les groupes
GL(n,k) et SL(n,k) ne sont pas résolubles.
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3.3. Centres de GL(F) et SL(E), simplicité de PSL(E)

Proposition. — Le centre de GL(E) est formé des homothéties. Le centre de SL(E) est
formé des homothéties de rapport racine dim E-ieme de ['unité.

Démonstration. — Soit u dans GL(FE) qui commute a tout SL(E). Soit D une droite de
E et 7 une transvection de droite D. La conjuguée uru~! est une transvection de droite
u(D). Comme u commute a 7, u(D) = D. Ainsi, I'image par u de tout vecteur x est
colinéaire a z. Soit = et y deux vecteurs de E. On peut écrire u(x) = Az et u(y) = py. Si
x et y sont deux vecteurs colinéaires, comme u est une homothétie sur la droite vect(z),
A = p. Si z et y sont deux vecteurs non colinéaires et u(x + y) = Az + py n’est colinéaire
a r+y que si A = p (par indépendance). Donc, u est une homothétie. La démonstration
n’utilise que la commutation avec les transvections. O

On retiendra de la démonstration le

Lemme. — Les éléments du centre de GL(E) sont exactement les éléments qui conservent
globalement les droites de F.

On considere P(E) l'espace projectif des droites de E. Le groupe GL(E) agit sur P(FE).
Son centre est exactement le noyau du morphisme GL(E) — S(P(FE)) associé a I'action.
Par conséquent, le groupe quotient PGL(E) := GL(FE)/centre(GL(FE)) agit de maniere
fidele sur P(E). On 'appelle groupe projectif linéaire.

Le groupe SL(E) qui a un centre non trivial n’est pas simple, mais

Théoréme. — Sin > 3, le groupe quotient PSL(E) = SL(E)/cent(SL(E)) est simple.

1 — SL(E) — GL(E) & k* — 1
1 — cent(SL(FE)) — SL(E) — PSL(F) — 1

Démonstration. — Soit N un sous-groupe distingué¢ de PSL(F) non réduit a I'élément
neutre. Son image réciproque N dans SL(FE) est un sous-groupe distingué contenant
strictement le centre de SL(F). Comme toutes les transvections sont conjuguées dans
SL(E) (dim E > 3), et qu'elles engendrent SL(E), il suffit de montrer que N contient
une transvection pour montrer que N = SL(E).

Soit u € N qui n’est pas une homothétie et a € E tel que a et u(a) ne soit pas colinéaires.
Soit ¢ une transvection de droite vect(a). Le commutateur v = utu='t~1 = u(tu='t"1) est
dans le groupe distingué N. Le conjugué utu~! est une transvection de droite vect(u(a)) #
vect(a). Donc, utu™' # t et v n’est pas l'identité. La transvection ¢ s’écrit

t(z) =z + f(x)a.
On en déduit que
t7'y) = y—fly)a
utu ' (z) = x4+ fu ' (z))u(a)
v(y) = utu 't (y)

I
<
[
~
~~
<
N~—
S
+
-
—
—~
~
o
S
S~—
L
~~
<
~—
~—
e
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S~—



En particulier, v laisse globalement invariant tout hyperplan contenant a et u(a).
Soit H un tel hyperplan. S’il existe une transvection 7 d’hyperplan H qui ne commute

L7=1 produit de 77! transvection d’hyperplan H et de vTv~! transvection

pas a v, vtV
d’hyperplan v(H) = H, est une transvection non triviale dans N. Sinon, 7 commute a
toutes les transvections d’hyperplan H. Soit ¢ € H et § = Id +F(z)c une transvection
de droite vect(c). La commutation de v avec § montre que pour tout z € E, F(x)v(c) =
F(v(z))c ce qui implique en choisissant x hors de H (et donc F(v(z)) = F(x+v(x) —z) =
F(z) # 0 puisque v(x) — x est dans H) que v(c) = c. Par conséquent v € N est une
transvection non triviale d’hyperplan H. O]

3.4. Groupes linéaires sur les corps finis

Dans tout ce paragraphe k désigne un corps fini de caractéristique p, de cardinal ¢ = p®.
On cherche dans ce chapitre a déconstruire les groupes finis en extension de groupes
élémentaires.

3.4.1. Ordre des groupes linéaires sur les corps finis. — On note I, “le” corps a
q = p® éléments ou p est un nombre premier et « un entier naturel non nul.

Lemme. — Les cardinauz des groupes sur IF, sont
| GL(n,Fy) [=(¢" = D)(¢" —q) - (q" = q"7)
~ | SL(n,Fy) |=(¢" = D)(q" —q) -+ (¢" —¢")g"
- | PGL(n,F,) |=| SL(n.F,) |
- | PSL(n,Fy) |=| SL(n. Fy) | / pged(n, g —1).

Le nombre de racine niéme de 1'unité dans F, est pged(n,q —1).

3.4.2. Isomorphismes exceptionnels. —

Proposition. — On a les isomorphismes suivants
- GL(2,Fy) = SL(2,Fy) = PSL(2,Fy) = PGL(2,F,) = G3
- PGL(2,IF3) == 64 et PSL(2,]F3) = 914.
- PGL(2,F,) = PSL(2,TF4) = 2As.

Démonstration. — Le morphisme SL(E) — &(P(F)) associé a I'action de SL(E) sur
les droites de E a pour noyau centre(SL(E)). Par conséquent, on obtient un morphisme
injectif de groupes

PSL(E) — &(P(E)).

Si E est de dimension 2, la droite projective P(F) a ¢+ 1 éléments, alors que PSL(E) a
q(q*> — 1)/2 éléments si ¢ est impair et g(¢> — 1) si g est pair.
~ Si k = Fy, F5 = {1}, les groupes sont tous de cardinal 6 le morphisme est une
bijection.
— Sik="F;, | PGL(2,F3) |=24 =| &, |, donc PGL(2,F3) = G4 et le seul sous-groupe
d’indice 2 de &4 est PSL(2,F3) = 2(, (voir en TD).
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~ Sik=F,, PSL(2,F,) de cardinal 60 est d’indice 2 dans &5 donc distingué. Comme
25 est simple, on connait la liste de ses sous-groupes distingués (voir en TD). On en

déduit que PSL(2,F,) est isomorphe a As.
]

3.4.3. Inversibles d’une sous-algebre de matrices et sous-groupes de Sylow.

Théoréme. — Soit A € M(n,k) et P(A) € GL(n,k) Nk[A] . Alors P(A)™! est un
polynome en A. En conséquence, l’ensemble GL(n, k) N k[A] est un sous-groupe abélien de

GL(n, k).

Démonstration. — La stabilité par produit est simple & montrer. Soit B € GL(n, k) Nk[A]
et p € k[X] son polynéme minimal de coefficient dominant 1. Son terme constant ¢y est
non nul, car A est inversible. La relation u(A) = 0 donne une relation

A(=B*t — g BT — o — o))t = 1d
qui explicite un inverse de B comme polyndéme en B. O

Noter que I'ensemble G L(n, k)Nk[A] est donc le groupe k[A]* des inversibles de I’algebre
k[A].

Soit A € GL(n,k), P son polynéme minimal et P = II%_, P/™ son écriture en pro-
duit de polynomes irréductibles. Alors, 1'algebre k[A] est isomorphe a k[X]/(P) (par
I'application naturelle de k[X] — k[A],Q — Q(A)) donc par le théoréme chinois, a
1%, k[X]/(P/™). Le groupe des inversibles k[A]* est par conséquent isomorphe au groupe
produit TI%_, ((K[X]/(P/"))*. Si toutes les multiplicités m; sont égales & 1, les anneaux
k[X]/P™ sont des corps et leur groupe d’inversibles k[ X|/P/™ —{0}. Le groupe précédent
est alors de cardinal 1%, ((card k)des Fi — 1) =11, (pa degFi 1). On peut donc chercher
parmi ces groupes d’inversibles, des groupes de Sylow abéliens, en particulier ceux d’ordre
p ou p* (p premier).

Par exemple, le groupe G L3(Fy) est de cardinal (23 —1) x (23 —2) x (23 -22) = 23 x3x 7.
Un groupe de Sylow d’ordre 23 est donné par le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures inversibles.

1
0
0

[eni

*
*
1
Si A est une matrice de GL3(IFy) dont le polyn6me minimal est irréductible de degré

3, alors k[A]* fournit un sous-groupe de Sylow d’ordre 23 — 1 = 7.0n peut choisir par
exemple

1
A= 1
0

=N

0
1
0

o

dont le polynome minimal est X3 + X2+ 1 de degré 3 sans racines dans Fy est irréductible

dans [F,.
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Si A est une matrice de GL3(IFy) dont le polynéme minimal est produit d’un polynéme
de degré 1 par un polynoéme de degré 2, alors k[A]* fournit un sous-groupe de Sylow
d’ordre 22 — 1 = 3. On peut choisir par exemple

1 00
A=(0 1 1
010

dont le polynéme minimal est (X — 1)(X? + X + 1).

22



CHAPITRE 4

GEOMETRIE PROJECTIVE



4.1. Espaces projectifs

4.1.1. Projection conique. — Soit H un hyperplan d'un espace affine £ et O un
point de E hors de H. On notera Hp 'hyperplan de E parallele a H passant par O. En
vectorialisant £ en O, on obtient un hyperplan affine H d’un espace vectoriel E, ...
La projection depuis O sur H est 'application
p: EFE—Hp — H
x — (Oz)N H.

Ho

Pour prolonger cette application, on considere H comme un sous-ensemble de ’ensemble
P(Eyect) des droites vectorielles de E,e;. Comme deux points z et y de £ — Hp qui ont
la méme image par p sont sur la méme droite (Oz) = (Oy) issue de O, 'application

o Evect - {O} - P(Evect)
x —  7(x) = vect(x)
prolonge p. Cette application est compatible a la relation d’équivalence de colinéarité et
donne une bijection

L (Evect_{0}>/k* - P(EveCt)

] —  vect(x)
4.1.2. Espaces projectifs. —

Définition. — Soit V un espace vectoriel. L’espace projectif P(V') est l’ensemble des
droites (vectorielles) de V. Un sous-espace projectif de P(V') est un sous-ensemble de la
forme P(W) des droites de W de W est un sous-espace vectoriel de V.

On notera
T : V-{0} — P(V)
x —  m(z) = vect(x)
Si V est de dimension finie sur un corps k, la dimension de P(V') est dimy V' — 1. Cette
définition est compatible avec le calcul de dimension de I'image et des fibres de I’application
P précédente. Un espace projectif de dimension 1 (resp. 2) est appelé droite projective
(resp. plan projectif).
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Le plan projectif réel peut étre vu comme quotient d’une shpere par la relation d’anti-
podie.

Proposition. — Si Wy et Wy sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V,
P(Wy) N P(Wsy) est un sous-espace projectif de P(V'). Si Wy et Wy sont de dimension
finie, P(Wy) N P(W3) est de dimension

En particulier, si dim P(W;) + dim P(W3) > dim P(V'), alors P(W;) et P(Ws) s’inter-
sectent. (C’est le cas de deuz droites dans un plan.)

Démonstration. — Elle résulte de I'observation P(W;) N P(W,y) = P(W; N W,) et de
'égalité
d1m(W1 N Wg) = dim W1 + dim W2 - dlIIl(Wl + Wg)

m
Exercice. — Représenter le plan projectif sur le corps Fy avec tous les points et toutes
les droites, en respectant les relations d’incidence.
4.1.3. Applications projectives. — Soit V et V'’ deux espaces vectoriels et f : V —

V" une application linéaire. Si d est une droite de V' incluse dans le noyau de f, f(d) = {0}.
Si d est une droite de V non incluse dans kerf, f(d) est une droite de V'. Par conséquent,
on obtient une application

P(f) : P(V)— P(kerf) — P(V’)
d —  f(d)

Si f est un isomorphisme, on dit que P(f) est une homographie.

f

V — Kerf V' — {0}
P(V) — P(kerf) g P(V")

Si z est un vecteur de V- — kerf, P(f)(m(x)) = n(f(z)).
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Par exemple, si V' de dimension au moins 3, se décompose en V = H @ d comme
somme d'un hyperplan H et d’une droite d, I’application projective associée a la projection
vectorielle sur H parallelement a H est appelée perspective

P(V) — {d} — P(H).

Exercice. — Soit F = P(f) une homographie d’une droite projective dans elle-méme. A
quoi correspondent en terme de [ les points fires de F 2 Montrer que si F' admet trois
points fixes deux a deux distincts, F' est [’identité.

Lemme. — Toute application projective P(f) préserve ’alignement.

Démonstration. — Soit A = 7w(a), B = 7(b),C' = 7(c) trois points de P(V) — P(kerf)
alignés sur une droite projective P(WW). W est un plan non totalement inclus dans
kerf contenant les vecteur a, b et c. Les images P(f)(A) = n(f(a)), P(f)(B) = n(f(b))
et P(f)(C) = n(f(c)) sont sur I'ensemble P(f)(W) = P(f(W)) qui est une droite si
W N kerf ={0} et un point si W N kerf est une droite. O

Ezxercice. — Soit P(f) et P(g) deuz homographies d’un espace projectif P(V'). Montrer
que si P(f) = P(g) alors f et g sont proportionnelles.

4.1.4. Repeéres projectifs. — Dans un espace projectif P, le sous-espace projectif
< § > engendré par une partie S est le plus petit sous-espace projectif de P contenant S.
C’est I'intersection de tous les sous-espaces projectifs de P contenant S.

Définition. — Un repére projectif d’un espace projectif P de dimension n est la donnée
de n + 2 points telle que chaque sous-ensemble de n + 1 points engendre P.

Par exemple trois points deux a deux distincts d'une droite projective forment un repere
projectif.

Sieq,---enq1 est une base d'un espace vectoriel V', les droites m(eq), - -+, m(ent1), 7((e1+
-+ -ep41)) forment un repere projectif de P(V).

Lemme 4.1.1. — Réciproquement chaque repére projectif R provient par cette construc-
tion d’une unique base Br de V a multiplication prés par une constante non nulle.

Démonstration. — On écrit R = (Dy = w(u1),- -+ , Dpy1 = 7(Uny1); Dpya = T(Uni2)).
Puisque Dy, --- D, 11 engendrent tout P(V'), uy, - - u,+1 est une base de V. On écrit uy, o
dans cette base comme u, 10 = aquy + -+ - Q1 Upy1-

Une base solution doit s’écrire e; = A\jug, €,01 = A\pr1Upt1, O les \; sont des scalaires
non nuls. La condition D, = m(e1+- - - €,41) soit (aqui+- - - qpr1un41) colinéaire a (Aju;+
-+ -+ A\py1Uny) Tequiert Pexistence d’une constante ¢ telle que \; = cay;, ce qui fixe la base
a une constante pres. Noter que «; est non nul car Dy, o, D1, Do, -+, D; 1, Diiq, -+, Dy
engendrent P. O]

Définition. — Soit R = (D1, D, -+, Dpy1; Dpio) un repére projectif de P(V'). Soit
D wun point de P(V). Les coordonnées homogenes [X; : Xy : -+ : X,,11] de D sont les
coordonnées cartésiennes (X1, Xo, -+, Xy41) d’un vecteur directeur x de D dans une base
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Br associée au repere R. Elles sont bien définies a multiplication prés par un scalaire non
nul du corps k.

En particulier, les coordonnées de Dy sont [1:0:0: ---0], celles de Dy sont [0:1:0:
-+ 0], et celles de Dy 4o [1:1:---:1]. Les coordonnées homogenes permettent suivant le
choix de I'hyperplan a 'infini de retrouver différents types de coordonnées, par exemple
cartésiennes ou barycentriques.

/(x,yyl)

X y z

xty+z XHY+Z x+y+z

On notera P? ou simplement P I'espace projectif des droites de k"™ muni du repére
projectif associé a la base canonique (eg,ey,---e,) de k"™ On notera en particulier
P! := P(k*) = k U {oo}, la derniére bijection étant obtenu par D[x : y] — z/y si y # 0 et
oo si D[1: 0] = 7(ep).

Ezercice. — Dans le plan projectif P* muni de coordonnées homogénes [xg : x1 @ T3],
une droite est donnée par une équation de la forme agrg + a1x1 + asxs = 0 ou les a; sont
des éléments du corps de base. Retrouver le fait que deux droites distinctes se coupent en
un unique point.

Ezxercice. — Ecrire la forme générale des homographies de la droite projective P! en

coordonnées homogeénes, puis cartésiennes en choisissant 1 = 0 comme hyperplan a
l’infind.

Proposition. — Si Dy,--- ,Dypy9 et Dy, -+, D), sont deux repéres projectifs d’un es-
pace projectif P(V'), il existe une unique homographie ' € PGL(V') telle que F(D;) = D;.

Démonstration. — Soit ey, -+ , e, et €], -+ el deux bases de V associées aux reperes
précédents. 11 existe un isomorphisme ¢ € GL(V) tel que ¢(e;) = €} et donc P(p)(D;) =
D..

Si F' = P(f) est une homographie solution, comme F(D;) = D., w(f(e;)) = D). Par
conséquent, (f(e;)) est, comme (¢€}), une base associée a R’. Par le lemme précédent, il

existe une constante ¢ telle que f(e;) = ce, pour 1 < i < n+ 1. Ainsi f = cp et donc
F = P(p). O
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4.2. Lien affine/projectif

4.2.1. Prolongement vectoriel canonique d’un espace affine. — On montre dans
ce paragraphe que tout espace affine peut-étre réalisé comme complémentaire d’un hyper-
plan dans un espace projectif.

Théoréme. — Soit E un espace affine. Alors, il existe un espace vectoriel E et une
forme linéaire h : B — k telle que

ﬁ
1. Kerh est isomorphe comme espace vectoriel a la direction E
2. h=Y(1) est isomorphe comme espace affine de direction kerh a l’espace affine E de
é

direction E .

En particulier, les quantités x + uw dans E peuwvent se calculer dans E.

P
E

h=1 / u

h=0

=N

Notons m : £ — {0} — P(E) la projection naturelle. Correspondant a la partition de
E en h # 0 et Kerh, en remarquant que 7({h # 0}) ~ 7({h = 1}) ~ E on a alors la
partition

P(E)=EUP(E).

4.2.2. Structure affine du complémentaire d’un hyperplan projectif. — Nous
aurons besoin du

Lemme. — Soit E un espace vectoriel et h un hyperplan. Alors, le sous-groupe T, des
transvections de E d’hyperplan h (avec lidentité) est isomorphe au groupe additif (h,+).

Démonstration. — On fixe un vecteur z dans F — h. Soit t € 7}, une transvection d’hy-
perplan h. L’application ¢t — Id est de rang 1 et son image est dirigée par le vecteur
t(z) — z de h. L’application (7,,0) — (h,+), t — t(z) — z est l'isomorphisme de
groupes cherché. En effet, cette application est bijective et comme (7 — Id)(t(z2) — z) = 0,
(Tot)(2) —z=(r=1d)(t(z)) + t(2) — 2z = (7 = Id)(2) + (t — Id)(2). O
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L’application

k" - P(E™+)

(1 @y ixy) > [xpiagrer i xy,]]

induit une bijection de k" sur U'ensemble P(k"™!) — P({x,4+1 = 0} le complémentaire dans
P(k™*1) de I'hyperplan projectif P({x,,1 = 0}). De facon générale,

Théoréme. — Soit P un espace projectif de dimension n et H un hyperplan de P.
L’ensemble T composé de l’identité et des homographies de P qui laissent fizes tous les
points de H et eux seulement est un groupe isomorphe au groupe additif (k"™,+) qui agit de
fagon simplement transitive sur P — H. Le complémentaire P — H est donc naturellement
un espace affine de dimension n.

On dit alors que H est 'hyperplan a Uinfini.

Démonstration. — On écrit P = P(F), H = P(h) et on fixe un supplémentaire 7(z) de h
dans E, V = h@7(z). Soit T'= P(t) € T. Par hypothese, puisque ¢ fixe toutes les droites
de h, il existe a € k tel que pour tout x € h, t(z) = ax. Comme T est une homographie,
a est non nul. Quitte & multiplier ¢ par a™!, ce qui ne modifie pas P(t), on peut supposer
que a = 1. Ainsi, t est une transvection d’hyperplan h. 7 est donc isomorphe au groupe
75, des transvections d’hyperplan h et donc au groupe additif (h, +). La simple transitivité
de 7 sur P — H résulte de la simple transitivité des translations de h sur h. O

Exercice. — Déterminer le nombre de points de lespace projectif Py de dimension n
sur le corps IFy.

4.2.3. Changement d’hyperplim a l’inﬁni. — Soit E un espace affine. On le rf:alise
comme complémentaire dans P(E) de P(E). On pourrait ensuite choisir sur P(F) un
autre hyperplan a lUinfini que P(E) et obtenir ainsi un autre espace affine £’ dans
lequel toute configuration de sous-espaces affines dans F est transformée en une nouvelle

configuration.

E P(E) — P(E) P(E) P(E)—H o
translations homographies homographies homographies translations
— ~
deFE d' hyperplan E deP(E) d'hyperplan H deF’

Théoréme (Théoréme de Pappus). — Soit L et L' deux droites d’un plan projectif
et A, B, C trois points sur L et A', B',C" trois points sur L'. Alors les points d’intersection
(AB"YN (A’'B), (BC")N(B'C) et (CA") N (C"A) sont alignés.
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L2 ()

Démonstration. — On choisit la droite joignant (AB’) N (A'B) et (BC") N (B'C') comme
droite a l'infini. La version affine du théoreme de Pappus permet alors de conclure. [

Exercice. — Démontrer le théoréme de Pappus affine : Soit d et d' deux droites d’un
plan affine E. Soit A, B, C (resp. A’, B',C") trois points sur d (resp. sur d'.) Si les droites
(AB') et (BA') sont paralléles ainsi que les droites (BC") et (CB'), alors les droites (C'A")
et (AC") le sont aussi.

4.3. Eléments propres a la géométrie projective

4.3.1. Théoreme fondamental de la géométrie projective. — Les homographies
préservent Ialignement. Le théoreme suivant indique que cette propriété les caractérise (a
un automorphisme du corps pres).

Théoréme. — Soit P(V) et P(V') deux espaces projectifs de méme dimension n > 2
sur deux corps k et k'. Si ' est une bijection de P sur P’ qui préserve ’alignement, alors
il existe un automorphisme de corps s de k sur k', une application bijective g de V' sur V'
additive et s semi-linéaire (i.e. satisfaisant g(Ax) = s(\)g(x)), tels que F provient par
passage aur quotients de g.

En particulier, toute bijection d’un espace projectif de dimension au moins 2 qui préserve
I’alignement est composée d’un automorphisme de corps et d'une homographie.

Dans le cas ou le corps k n’admet que l'identité comme automorphisme, on peut donc
interpréter le groupe projectif PGL(V) = GL(V')/centre(GL(V)) comme le groupe des
bijections de P(V') qui préservent 'alignement, puisque le centre(GL(V')) est I'ensemble
des éléments de GL(V') qui fixent chaque droite de V.
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4.3.2. Dualité projective. — A tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel V,
on peut associer un sous-espace F’ de V* défini par

F':={u e V* uyr =0}

On note que 'application de restriction V* — F* est surjective et a pour noyau F’. Par
conséquent,
F*~V*/F".

Si V est de dimension finie, dim F'+dim F’ = dim V. De plus, si F' C G, alors G’ C F’. En
géométrie projective, cette correspondance permet de transformer des objets de P(V') en
objets de P(V*) en conservant des relations d’incidence. Noter qu'un sous-espace projectif
P(F) de dimension d dans P(V') de dimension n donne le sous-espace projectif P(F") de
dimension n — d — 1 dans P(V*). En particulier, dans un plan projectif, cette dualité
échange droites et points.

Exercice. — Enoncer le théoréme dual du théoréme de Pappus.

Ezercice. — Soit p un point du plan projectif P> = P(V) et | une droite qui ne passe
pas par p. On note p¥ lensemble des droites de P? qui passe par p. Montrer que p”
est une droite de P(V*). On dit que p¥ est un faisceau linéaire de droites. Montrer que
Uapplication p¥ — 1, d — d N1 est une application projective.

4.4. Birapport

Définition. — Soit A, B, C trois points distincts d’une droite projective L et D un
point de L. Soit h l'unique homographie de L sur P! telle que h(A) = oo, h(B) =0 et
h(C) = 1. Le birapport du quadruplet (A, B,C, D) est

[A,B,C,D] := h(D) € P' = kU {oo}.

Ezercice. — Dans la droite projective P'(k) = k U {oc}, calculer le birapport
[—a,a,0,00].
Proposition. —  — Les homographies entre droites projectives préservent les birapports.

— Une bigection entre deux droites projectives qui préserve le birapport des quadruplets
de points disctincts est une homographie.

Démonstration. —  — Soit g une homographie de L sur L'. Soit A, B, C' trois points
distincts de L et D un point de L. Soit A’ 'unique homographie de L’ sur P! telle
que h'(g(A)) = oo, h'(g(B)) =0 et h'(g(C)) = 1. Alors, h' o g permet de calculer le
birapport de A, B, C, D qui est donc

[A,B,C, D] := (e g)(D) = I (9(D)) = [9(A), 9(B),9(C), g(D)].

— Soit g une bijection de P! sur P! qui conserve les birapports. Comme 0, 1, co forment
un repeére projectif de P!, il existe une homographie h telle que h(oo) = g(o0),
h(0) = g(0) et h(1) = g(1). Soit D un point de P'. La bijection h~! o g conserve les
birapports et vérifie donc [00, 0,1, D] = [h~' o g(0c0), h" o g(0),h " o g(1),h o g(D)],
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soit D = [00,0,1,h o g(D)] = h™' o g(D). Par conséquent, h ' og=1Id et g =h
est une homographie.
Si maintenant g est une homographie entre deux droites L et L', il suffit de fixer

deux homographies entre L et P!, puis L' et P.
]

Ezxercice. — Soit d et d' deuz droites du plan projectif P2. Soit A, B,C, D quatre points
deur a deux distincts sur d et A", B',C", D" quatre points deux a deux distincts sur d'.
Montrer qu’il existe une homographie de d sur d' qui envoie A sur A', B sur B', C' sur C’

et D sur D' si et seulement si [A, B,C, D] = [A', B',C", D'].

Ezxercice. — Soit {O,A,B,C} et {O,A',B',C'} deuzr quadruplets de points alignés.
Alors les droites (AA"), (BB'), (CC") sont concourantes si et seulement si [0, A, B,C] =
[0, A", B',C"]. Enoncer la propriété duale.

4.4.1. Expression du birapport en coordonnées. — Soit (e, ey) une base de V.
Si v = Zye; + Zsey, [Z1 : Zs] est un couple de coordonnées homogenes du point 7(v) de
P(V) Soit A[Al . AQ], B[Bl . 32]7 C[Cl : Cg], D[Dl : DQ} L’application h : P(V) — Pl,

BD
En particulier, si le point A = [1 : 0] (le point & 'infini 1/0), on trouve [A, B,C, D] = yeToh

Par exemple, si dans une carte affine O est a l'infini et I au milieu de [AA’], alors le
birapport [O, I, A, A'] = —1:ondit alors que (O, I, A, A’) forment une division harmonique.

o
T

Dans cette figure [O, I, A, A'] = —1.

32



4.5. Théoremes classiques

Théoréme (Théoréme de Thalés (version projective)). — Dans un espace projec-
tif P, soit Hy, Hg, Ho, Hp quatre hyperplans contenant un méme sous-espace ) de codi-
mension 2. Soit L et L' deux droites coupant Hy, Hg, Hc et Hp en quatre points distincts
A, B, C, D respectivement A’, B',C", D'. Alors les birapports [A, B,C, D] et [A', B',C", D'
sont égaux. Ce birapport sera appelé birapport des quatre hyperplans Ha, Hg, Ho, Hp.

Le théoréme de Thales (version affine) est obtenu en choisissant H4 comme hyperplan
a l'infini.

Démonstration. — 11 suffit de considérer restriction a L de la projection depuis €2 sur L'.
Comme c’est une homographie entre deux droites, elle conserve les birapports. O]

Exercice. — Soit p un point de P? et di,ds, ds,d, quatre droites de P? du faisceau p",
c’est a dire qui passent par p. Montrer que le birapport de ces quatre droites est le birapport
des quatre points correspondant de la droite p".

4.5.1. Projections et théoréme de Desargues. —

Proposition. — Une homographie entre deuzr droites disctinctes d’un plan projectif est
un projection si et seulement si elle fize le point d’intersection de ces deux droites.

Démonstration. — Les projections de [ sur I’ fixent [ N ['. Réciproquement, soit h une
homographie de [ sur I’ qui fixe O := [N Soit A et B deux points distincts de [ — {O}.
En particulier (Ah(A)) et (Bh(B)) sont deux droites bien définies et distinctes. Soit
Q= (Ah(A)) N (BAh(B)). Soit 7 la projection de [ sur " depuis 2. Les homographies h et
7 coincident sur le repere projectif (O, A, B) et sont donc égales. n

Théoréme (Théoréme de Desargues). — Soit dans un plan projectif, ABC et
A'B'C" deuz triangles ayant des sommets et des cotés distincts. Les points d’intersection
P=(AB)N(A'B’), Q = (BC)N(B'C") et R = (CA)N(C"A") sont alignés si et seulement
si les droites (AA"), (BB') et (CC") sont concourantes.
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Démonstration. — Si les droites (AA"), (BB') et (C'C") sont concourantes, la composée

de la projection de (AA’) sur (BB’) depuis P = (AB) N (A'B’) et de la projection de
(BB') sur (C'C") depuis Q = (BC) N (B'C") est une projection qui envoie A en C' et A’
en C' et a donc pour centre R = (CA) N (C"A’). Le point d’'intersection (AA") N (PQ) et
son image par cette composée sont sur (PQ). Donc, R appartient a la droite (PQ).
Pour la réciproque, on considere une dualité. O

En particulier,

Corollaire. — Soit dans un plan affine, ABC et A'B'C" deux triangles ayant des som-
mets et des cotés distincts. Les droites (AB) et (A'B’) sont paralléles, ainsi que (BC')
et (B'C"), (CA) et (C'A") si et seulement si les droites (AA"), (BB') et (CC') sont

concourantes ou paralleles.

4.5.2. Axe d’une homographie et théoréeme de Pappus. —

Lemme. — Soit L, L' et trois droites disctinctes d’un plan projectif. Soit A un point
de L—INL et A un point de L' —INL'. L’application de L sur L' qui a tout point M de
L associe le point M de L' tel que (AM') et (A’M) se coupent sur | est une homographie
de L sur L.

Démonstration. — L’application est la composée de la projection de L sur [ depuis A’ et
de la projection de [ sur L' depuis A. O]

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme de Pappus, au cas ou on ne
considere plus seulement trois points deux a deux distincts sur chaque droite L et L.

Théoréme. — Soit h : L — L' une homographie entre deux droites projectives distinctes
d’un plan projectif. Alors, il existe une droite | (appelée axe de I’homographie) telle que
pour tout couple (M, N) de points de L les droites (Mh(N)) et (Nh(M)) se coupent sur la
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droite I. Si h est une projection, la droite | passe par LN L'. Si h n’est pas une projection,
la droite | joint les points h(LN L") et k(LN L').

Démonstration. — Si h n’est pas une projection, les trois points O = LN L', P = h=(0)
et @ = h(O) sont deux a deux distincts. L’homographie construite comme au lemme
précédent avec les points A = M et A’ = h(M) et la droite (PQ) coincide avec h en A, P
et O. Elles sont donc égales. Pour tout point N de L les droites (Mh(N), (Nh(M) se
coupent sur la droite (PQ).

Si h est une projection de centre €2, soit O = LN L’ et soit A et B deux points distincts
de L — LN L' Soit [ la droite joignant L N L' et (Ah(B)) N (Bh(A)). Soit deux points M
et N de L. En étudiant la figure affine obtenue en envoyant (£20) a l'infini, on montre
'alignement de O, (Ah(B)) N (Bh(A)) et (Mh(N) N (Nh(M), comme dans le théoreme
de Pappus. O

Ce théoreme permet de construire explicitement I'image d’un point M quelconque de L
par une homographie A connaissant 1'image de trois points deux a deux distincts de L.

4.6. Générateur du groupe projectif PGL(E)

Définition. — Une homologie d’un espace projectif P(E) est une homographie qui admet
un hyperplan H de points fixes et un autre point fire O. Ce sont les projectivisations des
dilatations.

Si f est une dilatation et si £ = FE; @ E, somme de I'hyperplan fixe E; =
vect(eq, e, +-e,_1) et de la droite propre E) = vect(e,), toute droite d de E s’écrit
vect(x' +ae,) avec 2’ € Ej. La droite d, son image vect(x'+ Aae,,) et la droite vect(e,) sont
coplanaires. Tout point M de P(FE), son image M’ par P(f) et le point O (correspondant
a la droite vect(e,)) sont donc alignés. On en déduit donc la construction précédente de
I'image d’un point quelconque M par P(f) connaissant ’hyperplan de point fixe H, le
point fixe O et I'image A’ par P(f) d’un point A.

35



Si P(E) est un plan projectif, la droite d qui relie les points I de H et O est globalement
fixe par la dilatation f et I et O sont des points fixes de la restriction fiq de f a d. Par
conséquent, cette restriction est caractérisée par le birapport [O, I, M, fq(M)]. Par la
construction, on vérifie que ce birapport ne dépend ni de M choisi sur d, ni de la droite d
passant par O, puisque les droites (AM) (A’M') et H sont concourantes en w : c’est le
birapport des droites (wO), H, (wA), (wA’). On Iappelle birapport de I'homologie f.

Le dessin représente une homologie de rapport —1, qui est donc une involution.

Définition. — Une élation d’un espace projectif P(E) est une homographie qui admet
exactement un hyperplan H de points fizes. Ce sont les projectivisations de transvections.

Comme conséquence des énoncés sur les générateurs du groupe GL(E), on obtient

Théoréme. — Le groupe projectif PGL(FE) est engendré par les homologies et les élations.

4.7. Le groupe circulaire

(Lire [?] V.7)
La droite projective complexe P!(C) est une complétion de C (donc de R? par I'ajout
d’un seul point. Elle est & distinguer de P(RR?).
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Proposition. — Pour que quatre points de C (dont les trois premiers sont deux d deux

distincts) soient alignés ou cocycliques, il faut et il suffit que leur birapport soit réel ou oo.

Démonstration. — Si le quatrieme point est I'un des précédents, le résultat est simple.

b—da—c

a—db—c
—_— — — — . .

une mesure de l'angle de vecteurs (DB, DA) — (CB,CA). Les points sont cocycliques ou

alignés si et seulement si cette mesure est 0 ou m modulo 2. [

Si les quatre points sont deux a deux distincts, le rapport a pour argument

Corollaire. — Toute homographie de la droite projective complexze P*(C) transforme un
cercle ou une droite en un cercle ou une droite.

Définition. — — Le groupe de Moebius est le groupe des homographies de la droite
projective complexe P'(C).
— Le groupe circulaire G est le sous-groupe des bijections de la droite projective complexe
PY(C) engendré par les homographies et la symétrie [X : Y] — [V : X].

De facon analogue au théoreme fondamental de la géométrie projective qui caractérise
les homographies, on a la caractérisation suivante du groupe circulaire.

Théoréme. — Le groupe G est le groupe des bijections de PY(C) qui préservent globale-
ment [’ensemble des cercles-droites réels.

Démonstration. — En notant que la symétrie [X : Y] — [V : X] transforme un cercle
ou une droite en un cercle ou une droite, on montre que G est inclus dans le groupe des
bijections de P*(C) qui préservent globalement ’ensemble des cercles-droites réels.
Réciproquement, soit ¢ une bijection de P!(C) qui préserve globalement ’ensemble
des cercles-droites réels. Quitte a composer par une homographie, on peut supposer que
p(00) = 0o et done que ¢ transforme le droites en droites et les cercles en cercles. Par le
théoreme fondamental, ¢ est affine puisqu’elle conserve I'alignement. Puisque, ¢ préserve
les cercles, on peut alors montrer qu’elle est sur C de la forme z +— az + b ou z — aZ + b,
c’est a dire que c’est une similitude du plan euclidien. O
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CHAPITRE 5

DECOMPOSITIONS DES MATRICES
INVERSIBLES



5.1. Quelques sous-groupes des groupes linéaire

Apres le choix d’une base, le groupe linéaire GL(E) de 'espace vectoriel E de dimension
n s’identifie au groupe GL,, des matrices inversibles de taille n.

On notera B (resp. £ = B~) le sous-groupe de GL(n) des matrices triangulaires
supérieures (resp. inférieures “Lower en anglais”) appelés sous-groupes de Borel. On notera
U (resp. U™) le sous-groupe de GL(n) des matrices triangulaires supérieures, “Upper
en anglais” (resp. inférieures) Unipotentes (i.e. a diagonale identité). On notera 7 le
sous-groupe de GL(n) des matrices diagonales inversibles. On dit que c’est un tore. On a
par exemple

UCBetT CBet B=TU.

5.2. Décomposition LU

Il n’est pas utile de préciser ici le corps de base.
Les opérations élémentaires sur les lignes se font par produit de matrices a gauche

1 0\ (& Ly
Lo Lo
1 : :
L; L;
0 | .
l’fi 1 Ly lkili + Ly
0 0 1 L, L,

et sur les colonnes par produit a droite

1 O
1
(01 Cy -+ Cp -+ Cr -+ C") X
w1
0 0 O
:(C’l Cy -+ Ci+1;Cy - Cr -+ C")

Noter que si on se restreint a des produits a droite par des matrices triangulaires supérieures
(k < i), on ne peut ajouter a une colonne que des multiples de colonnes précédentes.

On peut aussi noter 'action des matrices de permutations. Par la représentation
linéaire du groupe &,, sur l'espace vectoriel @, ke;, la permutation o est envoyée sur
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I'endomorphisme ¢ (o) tel que p(0)(e;) = e,(;)- Par exemple, la matrice du cycle (1,2, 3)
de G3 est

001
T,:=11 0 0
010

La multiplication & gauche induit une action sur les lignes par o~!

Ly 0 0 1\ /Ly Ls Ly-1(1)
To | Lo =11 0 Of|La|=|L1|=]Lor(
Ls 0 1 0/ \Ls Lo Lo—1(3)
La multiplication a droite induit une action sur les colonnes par o
0 01
(01 Cy Cg) T, = (01 Cy 03) 1 0 0]= (02 Cs 01) = (Ca(l) Co(2) 00(3))
010

Soit A une matrice de taille n x n. La factorisation LU consiste, pour une matrice
A, a déterminer une matrice triangulaire inférieure L € £ et une matrice triangulaire
supérieure a diagonale unité U € U telles que A = LU avec

i1 1w - Uin
po |t wu-| Lo
: : T Un—1,n
lnl an Tt lnn ]_

Le mineur principal d’ordre i de A désigne le déterminant de la matrice obtenue a partir
de A en extrayant les 7 premieres lignes et colonnes.

Théoréme. —

1. S7 A admet une décomposition LU, alors celle-ci est unique.

2. A admet une décomposition LU si, et seulement si, ses mineurs principauz sont non
nuls .

3. Si A est inversible, alors A peut s’écrire A = LUP, ou P est une matrice de
permutation.

Démonstration. —

1. Sachant que l'inverse d’une matrice triangulaire inférieure est aussi une matrice
triangulaire inférieure et que le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
encore une matrice triangulaire inférieure, si A = LU = L'U’, alors (L) 'L = U'U!
est une matrice triangulaire inférieure et aussi une matrice triangulaire supérieure a
diagonale unité. C’est donc l'identité.

2. On définit A© := A et les itérations se font pour i = 1,...,n — 1 de la maniere
suivante, de facon a obtenir des ¢ premieres colonnes “triangulaires inférieures®.

(n—1)
(X

A (puisque AC differe de A par combinaison de colonnes). On élimine les éléments

Noter que a est le mineur principal de A®~Y d’ordre i et donc aussi celui de
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sur la i-ieme ligne au dessus de la diagonale de A%~ en ajoutant & la j-iéme colonne
. (i-1)
(i) @5

de cette matrice, la ¢-ieme colonne multipliée par w; ; := — 5, pour j > i.
a:

i’j 1,1
0 ' 0 (i-1) (i-1)
i1 i1 i—1 a;:, a; .
az(,i ) E,i—&—l) az(,n ) 1 _lel) T Gem
: ,
0 1
al} 0 0
0 .- 0
all 0 0

soit A=, = A® on

1 0
N I N
0 1

Apres n — 1 itérations, nous avons éliminé tous les éléments au dessus de la
diagonale, et A~ est une matrice triangulaire inférieure. En notant L la matrice
triangulaire inférieure A=Y et U = U, !, ... Uy ! triangulaire supérieure unipotente,
on obtient A = LU.
Puisque L est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure, la matrice carrée
des i premieres lignes et colonnes du produit LU se calcule comme le produit des
matrices carrées des ¢ premieres lignes et colonnes de L et de U. Par conséquent, le
mineur d’ordre ¢ d’un tel produit est l;1lss - - - [;;. La condition est donc nécessaire.
3. Au vu de l'algorithme, il est nécessaire que al(i-_l) = 0 a chaque itération. Si, au cours

du calcul, ce cas de figure venait a se produire, il faut intervertir la i-ieme ligne
avec une autre d’indice plus grand pour pouvoir continuer (il est toujours possible
de trouver un élément non nul sur la colonne qui pose probleme car la matrice
est inversible). Cette opération sur les lignes peut étre faite en multipliant 4@~
a gauche par une matrice de permutation. Au bout de n — 1 itérations, on trouve
P,1...PAU, ---U,_1 = A™ triangulaire inférieure. C’est la raison pour laquelle
la décomposition LU s’écrit généralement A = LUP.
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5.2.1. Application a la résolution de systeme. — Pour la résolution de systeme
linéaire de la forme Ax = b, le systeme devient

Ly=0b (1),

LUx:b@{ Uz =y (2).

On résout le systeme (1) pour trouver le vecteur y, puis le systéme (2) pour trouver le
vecteur x. La résolution est facilitée par la forme triangulaire des matrices. Noter que
Ly 1...L1Id = L7, c’est a dire que L' s’obtient en appliquant les mémes opérations
sur les lignes a Id.

5.3. Décomposition de Bruhat (description par opérations élémentaires)

Pour toute permutation o de &,, on note L, le sous-groupe L, := LNT,LT, . Par
exemple, L5 = L et si 7y est définie par v(k) =n—k, L, =7.

Exercice. — Déterminer L123) C GL(3).

Théoréme (Décompostion LU généralisée). — Soit A une matrice de GL(n, k). 1l
existe une permutation o une matrice triangulaire supérieure unipotente U, une matrice
triangulaire inférieure L € L, telles que A = LT, U. La permutation o est uniquement
déterminée par la matrice A.

Dans le cas ou tous les mineurs principaux de A sont non-nuls, o est 'identité, et on
retrouve la décomposition LU.

Démonstration. — Soit A une matrice de GL(n, k). On va multiplier A a droite par des
matrices de U, ce qui revient a faire des combinaisons de colonnes. Si on choisit un pivot,
on ne peut annuler que des termes plus a droite sur la méme ligne.

On definit o(1) le plus petit indice de colonne d’un terme non nul sur ma premiére
ligne de A, que I'on utilise comme pivot. Par multiplication par une matrice U; on peut
assurer que AU; n’a sur sa premiére ligne que des termes nuls & droite de la colonne o(1).
Noter que par définition de o (1), AU; n’a sur sa premiére ligne que des termes nuls aussi
a gauche de la colonne o(1).

On définit o(2) le plus petit indice de colonne différent de o(1) d’un terme non nul sur
ma deuxieme ligne de AU;. Par multiplication par une matrice Us, on peut assurer sans
changer la premiere ligne, que AU U; n’a sur sa deuxieme ligne que des termes nuls a
droite de la colonne o(2). Noter que par définition de o(2), AU,U; n’a sur sa deuxieme
ligne que des termes nuls aussi a gauche de la colonne o(2), sauf peut-étre sur la colonne
o(1). Autrement dit dans le cas out 2 > 1 mais 0(2) < o(1), le pivot nous permet d’annuler
un terme supplémentaire a2,5(1)-

On continue ensuite de fagon analogue.
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co(1) =1.

Exemple

P x x % *+ 00 0
devient

devient

o O O
oS O %

S ¥ *

oS O O %

S O x ¥

S ¥ x ¥

* % X %

reste
0 P x = 0« 00
devient

o o o R
o o % %
S ¥ ¥ ¥

EOE S R S

co(l) =2.

Exemple

devient

(e
S ¥

*  *

o A

oS o O
oS O %
*x O ¥

(=R

devient

o o %
o o A
* O %

S ¥ %

S O O *
S O *x X
* O ¥ %

(=R

reste

o o o R
o O % ¥
* O ¥ ¥

O % X% ¥
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Exemple : o(1) = 3.

00 P = 00 % 0

devient

—

0 0 = O 00 % O
P x x x devient * 0 0 0
o(3) =4
00 = 0 00 % 0
* 0 0 O ¢ * 0 0 0
* 0 x P reste * 0 % x
o(4) =2
0 0 % 0 00 % O
*x 0 0 0 devient ¥*x 000
* 0 *x % 0 * =«
* P ox % * 0 0

En multipliant a droite la matrice obtenue AU,UsUsUy par T,-1, on permute ses colonnes
a laide de 07!; ce qui a pour effet de mettre les pivots sur la diagonale

0'(1) =2 0 D1 0 0 D1 0 0 0
o(2)=1 pp 0 0 0 i 0 po 0 O
o(3) = 3 b % ps 0 devient £ % py 0
o(4) =4 X %k X x x Dy
0'(1) =3 0 0 D1 0 D1 0 0 0
0'(2) =1 P2 0 0 O . 0 D2 0 0
o(3)=4 x 0 * p3 devient x o+ p3 O
o(4) =2 x pg 0 0 0 *« 0 py

et de fournir une matrice L := AU Uy - -- U, T,-1 de L. Plus précisément, on a pu annuler
des termes supplémentaires bj,(j) dans AUU; - - - U, correspondant a toutes les inversions
i > j mais o(i) < o(j) et donc l;; dans L correspondant a toutes les inversions ¢ > j mais
o(i) < o(j). On reviendra sur 'unicité de o. O

Théoréme (Décomposition de Bruhat). — Soit A une matrice dans GL(n,k). 1l
existe une permutation o, une matrice triangulaire supérieure unipotente U, une ma-
trice triangulaire supérieure V' telles que A = UT,V . La permutation o est uniquement
déterminée par la matrice A.
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Démonstration. — Soit A une matrice dans GL(n, k). L'un des coeflicients de sa premiere
colonne est non nul. Soit 4; maximal tel que a;, 1 # 0. Pour tout 7 entre 1 et i; on effectue
I'opération élémentaire

a1

L;,

Qi1
en multipliant & gauche par une matrice triangulaire supérieure unipotente. On effectue
aussi les opérations élémentaires C «— C}/a;, 1 puis pour tout j entre 2 et n,

Cj — Cj — CLileI

en multipliant & droite par des matrices triangulaires supérieures. A la fin de cette étape,
on obtient une matrice

0

0 *

1 00 0
: *

0

On recommence a partir de la deuxieme colonne en remarquant que l'indice i; ne sera
plus utilisé. Au bout de n — 1 étapes, on obtient une matrice de permutation.
Pour montrer I'unicité, on utilise le lemme suivant O]

Lemme. — Si U etV sont deux matrices triangulaires supérieures inversibles et si T et
T, sont deur matrices de permutations telles que T, 'UT, =V, alors s = o.

Démonstration. — Supposons s # o. Soit i tel que o (i) > s(i). Le coefficient u;; non nul
de U est envoyé en position (o(i),7) en multipliant U & gauche par T, ! puis en position
(0(i),s(i)) en multipliant a droite par Ts. Ceci contredit le fait que V' est triangulaire
supérieure. O

Le lien entre la décomposition LU généralisée et la décomposition de Bruhat se fait en
remarquant qu'une décomposition LU généralisée de T, A = LT,U donne une décomposi-
tion de Bruhat de A = (7, LT,)T,.,U ou (T,LT,) est triangulaire supérieure, (en fait de
tA.)

) de SL(2, k).

b
Exercice. — Décrire la décomposition de Bruhat d’une matrice A = (ZL d

Sic#0 (c’est le cas générique) on verifiera
a b\ (1 act\ (0 1\ (c d
c d)  \0 1 1 0)\0 —ct)°
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5.4. Drapeaux

5.4.1. Définition des drapeaux. — Soit F un espace vectoriel de dimension finie n
sur un corps K. Un drapeau d = (V)p<i<; est la donnée d’une famille croissante de
sous-espaces vectoriels de E. Un drapeau d = (V;)o<;<; est complet si [ = n et si chaque
V: est de dimension 1.

A chaque base B = (€a)1<a<n de E on peut associer un drapeau complet §(B), ou
chaque V; est engendré par les i premiers vecteurs de base.

0 : Base — Drap
B = (ea)icacn + 0(B) = (Vect(eq,a < i))ocicn

Cette application n’est pas injective et pour comprendre ses fibres on va en décrire une
version en termes de morphisme de groupes. Le groupe linéaire GL(FE) agit de fagon
fidele et transitive sur I'ensemble Base des bases de E par ¢ - (€a)1<a<n = (9(€a))1<a<n-
Il agit aussi de fagon transitive sur ’ensemble Drap des drapeaux complets de E par
g (Vi)o<i<n = (9(V3))o<i<n de fagon compatible avec I'application 0

Vg € GL(E), VB € Base, 0(g-B)=g-J(B).

5.4.2. Apres le choix une base. — Apres le choix d'une base By = (£4)1<a<n, l€
groupe linéaire GL(E) des isomorphismes de F s’identifie au groupe linéaire GL(n) des
matrices inversibles n x n. L’ensemble Base des bases de E s’identifie alors a GL(n) par
I’action fidele et transitive. En effet, 'application

GL(n) — Base
A — ABOZ(A%)Kagn

est une bijection. Le stabilisateur du drapeau complet standard dj est le sous-groupe B
(de Borel) des matrices triangulaires supérieures inversibles. On obtient donc une bijection

GL(n)/B — Drap
AB — Ady = (Aca)1<a<n-

L’application ¢ s’identifie & un morphisme de groupes 7 :

GL(n) — Base
| 16
GL(n)/B — Drap

Si le corps a au moins deux éléments inversibles distincts, les axes de coordonées sont
les seules droites stables par le tore 7 des matrices diagonales. Elles sont donc permutées
par le normalisateur N(7") du tore dans GL(E). On obtient donc un isormorphisme

N(T)/T — &,
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5.5. Décomposition de Bruhat (description abstraite)

Une base B = (€4)1<a<n de E définit le drapeau complet V si 6(B) = V. Une base
B = (€ea)1<a<n de E est dite adaptée au drapeau complet V' = (V;)o<;<, si chaque V; est
engendré par ¢ vecteurs de B. Ceci revient a dire qu’il existe une permutation s de G,
telle que s - B = (€s(a))1<a<n définit le drapeau complet V.

Lemme. — Soit V et W deuz drapeaux. 1l existe une base de E définissant V' et adaptée

a W. Autrement dit, il existe une base B de E et une permutation s de &,, telles que
V =06(B) et W=4(s-B).

Démonstration. — A i > 1 fixé, puisque Vi_; + W,, = V; + W,,, il existe un plus petit
J =:s(i) tel que V; +W; = V,_; + W;. Maintenant

Vi ¢ Vit W;=Via+W;
Vit Wiy C Vi + W+ Wi =Viea + Wi

et donc pour tout k > s(j), Vi+ Wy = V;_1+Wy. Noter que pour k < s(j), dim(V;+ W) =
dim(V;_y + W) + 1 car linclusion V;_y + Wy, C V; + Wy, est stricte.

On cherche maintenant a j = s(i) fixé le plus petit [ = o(j) tel que W, +V, =W,_1+ V.
Sio(j)<i—1, W, + Vi =W;1+ Vi

Vit Wi =Vi+ W+ Vi =Vi+ W+ Vi =Vi+W; =V +W; =W, + Vi,
ce qui contredit la minimalité de j. Maintenant, I'inclusion W;_; +V; C W, +V; et I'égalité

montre que o(j) = 1.

Par conséquent, o o s = Id. Donc s est bijective.

La base cherchée vérifie pour tout i, (e1,--- ,¢;) est une base de V; et e; € W(;). En
particulier, (e,x1), - ,€q(j)) est (une famille libre donc) une base de W;. Elle est obtenue
par récurrence. Le vecteur e; est choisi non nul dans V;. Comme Vi C V; + W) =
Vo + Wiy = W, le vecteur ey appartient a W(q). On suppose les e, construits jusqu’au
rang ¢ — 1 et on note j = s(z). Comme V; +W; = V,_; + W}, si = est un vecteur de V;
qui n’est pas dans V;_; il s’écrit comme somme y + 2z d’un vecteur y de V;_; et z de W;.
Le vecteur e; := z est dans V; N W, mais n’est pas dans V;. Ainsi, (e1,---e;_1,€;) est une
base de V. O

Soit maintenant A € GL(n). Soit B la base canonique de K™ et By I'image de cette base
par A. Autrement dit A = Mat(a, By, By) et Id = Mat(a, By, Bz). On considére une base
B = (ex) définissant le méme drapeau que la base By et adaptée a la base B;. On note
B = (es(j)) définissant le méme drapeau que la base B;. La matrice U, = Mat(1d, By, B3)
de passage de la base B} a la base By est triangulaire supérieure unipotente (avec diagonale
identité) pour une bonne normalisation de Bs. La matrice Uy = Mat(1d, B}, B,) de passage
de la base B; a la base B] (dont la j-ieme colonne est formée des composantes du j-
ieme vecteur de Bj par rapport a la base Bj) est triangulaire supérieure. La matrice
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Mat(1d, B;, By) est la matrice T, = (J;5(;)) de la permutation o. On trouve
A = Mat(a, By, B) = Mat(1d, B,, B\)Mat(1d, B,, B.)Mat(1d, By, By)Mat(a, By, Bs)
- UlTUUQ Id - UlTUUQ.

On a ainsi démontré

Théoréme. — Toute matrice A € GL(n) s’écrit A = UT,V avec U triangulaire supé-
rieure unipotente, T, matrice de permutation et V triangulaire supérieure.

Théoréme (Décomposition de Bruhat). —
GL(n) = Uyes, UT,B

et la réunion est disjointe.

Noter que avec s définie par s(k) = n — k + 1, la matrice L := UT} est triangulaire
inférieure unipotente et on retrouve la décomposition LU.
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CHAPITRE 6

FORMES SESQUILINEAIRES



Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés seront de dimension finie. Soit k
un corps et ¢ un automorphisme de k. On notera souvent A% au lieu de o(\).

Comme exemple d’automorphismes de corps, on peut penser a I'identité, la conjugaison
complexe, mais aussi par exemple sur Q(v/2) = {a + b2, (a,b) € Q}, o(a + bv/2) =
(a+bv2)7 = a — by/2, ou encore sur Fpa, (A)7 = \P.

Noter que, puisqu’ils sont déterminés par I'image de 1, les seuls automorphismes de Q
et F, (p premier) sont les applications identités. Comme les éléments positifs de R sont
les carrés, la relation d’ordre a une définition algébrique et tout automorphisme de R est
croissant. Comme sa restriction a Q est 'identité, par la construction de R par coupures,
on montre que le seul automorphisme de R est 'identité.

6.1. Définitions

Définition. — Soit k un corps et o un automorphisme de k. Soit E un k espace vectoriel.
Une forme o-sesquilinéaire est une application f : E X E — k linéaire par rapport a
la premiére variable (i.e. a y fixé, x — f(x,y) est linéaire) et o-linéaire par rapport d la
seconde (i.e. a f(x, \y+y') =X f(z,y) + f(z,v¥)).

Ecriture matricielle : On choisit une base B = (€i)iz1,.. n de E. Soit x = Y1 | ze; et
y = >, ye; deux vecteurs de E représentés par des vecteurs colonnes X et Y. La valeur
f(z,y) se calcule par sesquilinéarité

f(xv y) = szy?f(ezy €j> = inaijyj-’ = tXAYG
i,J ij

si A = (ai;) = (f(ei, €;))1<ij<n =1 Mat(f,B).
Dans une autre base B’ = (€});=1... » de E, avec la matrice P := Mat(1d, B, B) de
passage de la base B a la base B X = PX', Y = PY’ on obtient

Mat(f,B)) = 'PMat(f,B)P°.

Définition. — Deux formes sesquilinéaires f sur un espace E et ' sur un espace E’
sont dites équivalentes s’il existe w € GL(E, E") telle que

V(z,y) € E?, f(z,y) = f'(u(z),u(y)).

Autrement dit, deux formes sesquilinéaires f sur un espace E et f’ sur un espace E’
sont équivalentes si et seulement si il existe deux bases B de F et B’ de E’ telles que
Mat(f,B) = Mat(f',B').

En terme matriciel, dans le cas ou £ = E’, aprés le choix d'une base B de F, deux
formes sont équivalentes s’il existe une matrice P inversible telle que

Mat(f,B) = 'PMat(f',B))P°.
Le premier but de ce chapitre est de classifier, suivant le corps de base et 'automorphisme

o les formes sesquilinéaires.
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6.1.1. Discriminant, noyaux et forme non-dégénérée. — Le sous-groupe
{AN\7, X € k*} de k* est appelé sous-groupe des normes. Avec les notations précédentes,

noter que det Mat(f,B) differe de det Mat(f,B) par det'’Pdet P? = det Pdet P7 =
det P(det P)? qui est un élément du sous-groupe des normes.

Définition. — Le discriminant A(f) de la forme f est limage de det Mat(f,B) dans
le quotient {0} U (K* /{7, A € k*}). Il ne dépend pas de la base choisie.

En choisissant des bases convenables, on montre la
Proposition. — Deux formes équivalentes ont méme rang et méme discriminant.

Définition. — Le noyau a gauche d’une forme sesquilinéaire f : E X E — k est le
sous-espace vectoriel de E

Ker,(f) :={x € E,Vy € E, f(z,y) = 0}.

En écriture matricielle, Ker,(f) = {# € E,'’XA = 0} = {& € E,'"AX = 0} et
Kery(f) == {y € E,AY? = 0} = {y € E,A°Y" = 0}. Comme le rang des matrices
se calcule par non-annulation de mineurs et commme ¢ est un isomorphisme de corps,
rang(*A) = rang(A) = rang(A?). On obtient par le théoréme du rang,

dim Ker,(f) = dim Kery(f) = dim E — rang A.

Définition. — Une forme sesquilinéaire f : E X E — k est dite non-dégénérée si
Ker,(f) = {0} ou bien de fagon équivalente A(f) # 0. On dit aussi alors que (E, f) est
un espace non-singulier.

Exercice. — Soit (E, f) un espace non singulier et ¢ : (E, f) — (E, ') isométrique.
Montrer que @ est injective.

6.2. Formes réflexives et orthogonalité
6.2.1. Définitions. —

Définition. — Une forme sesquilinéaire f : E X E — k est dite
— réflexive si annulation f(z,y) = 0 implique f(y,x) = 0.
— (ici 0 = 1d et car(k) # 2) symétrique si¥(x,y) € E, f(z,y) = f(y, z).
— (ici o0 =1d) anti-symétrique siV(z,y) € E, f(z,y) = f(y,x).
— (ici 0 #1d) a symétrie hermitienne si ¥(x,y) € E, f(y,x) = f(z,y)?. (Si f est non
nulle a symétrie hermitienne, o est une involution.)

Toutes les trois propriétés de symétrie précédentes impliquent la réflexivité. Récipro-
quement,

Proposition. — Soit f : E x E — k une forme o-sesquilinéaire, non-dégénérée et
réflexive sur un espace vectoriel E de dimension au moins 2. Alors

— Uautomorphisme o est une involution (i.e. o* =1d.)

- sio=1d, f est symétrique ou anti-symétrique.

- si 0 # 1d, il existe un scalaire o € k* tel que af soit hermitienne.
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Exemple. — La forme f(x,y) = (v1y2 — T2y1) + (x3ys — x4y3) est une forme bilinéaire
anti-symétrique.

6.2.2. Orthogonalité. — Soit E un espace vectoriel muni d’une forme sesquilinéaire
f réflexive. Deux vecteurs x et y de F sont dits orthogonauz (relativement a f) si
f(z,y) = 0. Puisque f est supposée réflexive, la relation d’orthogonalité associée est
symétrique. Deux sous-espaces V et W de E sont dits orthogonaux si leurs vecteurs
le sont (i.e. Vo € V,y € W, f(z,y) = 0). L’orthogonal P+ d’une partie P de FE est le
sous-espace vectoriel de E des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de P. Le noyau
(on dit aussi radical) de f (ou de E si la donnée de f est naturelle dans le contexte) est
N(f) = Ny(f) = Nalf) = B*.

Un vecteur de E est dit isotrope s’il est orthogonal a lui-méme. L’ensemble C(f) des
vecteurs isotropes forme un cone (i.e. Vo € C(f), X € k,\x € C(f)) appelé cone isotrope
de f. Un sous-espace W est dit isotrope si Ker(fiwxw) =W NW+ # {0}. Dire que W
est isotrope revient a dire que fiw «w est dégénérée. Un sous-espace W est dit totalement
isotrope s’il est orthogonal a lui-méme. Dire que W est totalement isotrope revient a dire
que fiwxw est nulle.

L’indice d'une forme sesquilinéaire réflexive est

v(f) = max{dim V, V' sous-espace vectoriel totalement isotrope de E'}.

Une forme sesquilinéaire f : E x E — k est dite alternée si tout vecteur de E est
isotrope.

Lemme. — - Sicar(k) # 2 et si f est anti-symétrique, alors f est alternée.
— Si f est alternée non-nulle, alors o = 1Id et f est anti-symétrique. En particulier,
toute forme symétrique ou hermitienne non nulle admet un vecteur non isotrope.

Démonstration. —  — Si car(k) # 2 et si f est anti-symétrique, f(z,x) = —f(x,z) et
2f(z,x) = 0 soit f(z,x) = 0.

— En développant f(z + y,x +y) = 0, on trouve f(x,y) = —f(y,x). Soit z,y tels que
fly,z) # 0.

= _f<y7 /\ZL’) = _)‘af(yvr)'
O

Exercice. — Soit f une forme sesquilinéaire réflexive sur un espace vectoriel E. Définir
une forme sesquilinéaire naturelle non-dégénérée sur l’'espace vectoriel quotient E/Ker(f).
Soit U un supplémentaire de ker(f) dans E. Montrer que US+Ker(f) = E et que
(U, fuxu) est isométrique a E/Ker(f).

Proposition. — Soit (E, f) un espace muni d’une forme sesquilinéaire, réflexive et V
un sous-espace de E. Alors,

1. dimV 4+ dimV+ > dim E.

2. 5i (V, fiv) est non-singulier alors E = V@®tV+.
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Démonstration. — 1. L’application naturelle

fv: B — V¥
Yy = f(7 y)
est semi-linéaire et se factorise par £/V+ en une application injective E/V+ — V*.
Donc, dim F < dimV* +dimV+ =dim V + dim V*.
2. Dans ce cas VN VL = {0} et donc dim V + dim V+ = dim E. La somme V + V' est
orthogonale directe.

m
Théoréme. — Soit (E, f) un espace muni d’une forme sesquilinéaire, réflexive non-
dégénérée et V. un sous-espace de E. Alors,
1. dimV +dimV+ = dim .
2. (VHt=V.
3. Ker(V, fiy) = ker(V*, fyr) =V NV
4. SiVerW = E alors W =V+ et V et W sont non singuliers.
Démonstration. — 1. On notera n la dimension de E et p celle de V. On a déja
p + dim V+ > n. Considérons maintenant 1’application
fe: E — E*
y — fly)
Elle est semi-linéaire et bijective, puisque £ est non-singulier. Soit e; ---e, une
base de V' complétée par e,; - - e, en une base de E. Soit e}, -- , e} la base duale.

L’image de V1 est contenue dans 'espace des formes linéaires nulles sur V. Les formes
linéaires u = Y1 | u;ef nulles sur V' sont telles que pour 1 <i < p, u(e;) =u; =0;
elles forment donc un espace de dimension n—p. Donc, dim V+ = dim f(V+) < n—p.
2. Tl résulte des définitions que V' C (V1) et il résulte de I'égalité précédente que cette
inclusion est en fait une égalité.
3. résulte des définitions et du point précédent.
4. W cCcVtetdimW =dimE —dimV =dim V*.
O

Corollaire. — L’indice d’une forme sesquilinéaire, réflexive non-dégénérée est inférieure
a (la partie entiére de) dim E /2.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que pour tout sous-espace totalement isotrope
V,VcVtet2dimV <dimV +dimV+ =dimE. O

6.3. Espace irréductible et décomposition

Définition. — Un espace (E, f) est dit réductible s’il peut s’écrire E = E1®+FEy ou E,
et By sont deux sous-espaces stricts de E muni de la restriction de f. Sinon, il est dit
irréductible.
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Comme on a toujours, si V est un supplémentaire de £+, la décomposition £ = E+@+V,
un espace irréductible est soit totalement isotrope (i.e. f = 0), soit non-singulier. Dans le
cas irréductible totalement isotrope, il est de dimension 1.

Dans le cas alterné, on utilise le lemme suivant pour construire des plans symplectiques.

Lemme. — Soit (E, f) un espace de dimension 2 muni d’une forme symétrique ou alterné
non dégénérée. Soit x un vecteur isotrope non nul de E. Alors, il existe un vecteur isotrope

y tel que f(x,y) = 1.

Démonstration. — On choisit un vecteur z non colinéaire a = et on cherche y sous la
forme y = ax + Bz. Notons que f(z, z) est non nul car E n’est pas singulier.

Dans le cas alterné, comme tout vecteur est isotrope, il suffit d’assurer que f(x,y) =
f(z,Bz) = Bf(x,z) = 1. L’espace E est un plan symplectique et on dit dans ce cas que
(x,y) est une paire symplectique.

Dans le cas symétrique, il faut de plus choisir « tel que f(y,y) = 0 soit comme (3 # 0,
2af(x,z) + Bf(z,2) = 0. Ce choix est possible car le corps n’est pas de caractéristique 2
et f(z, z) est non nul. On dit dans ce cas que E est un plan hyperbolique et que (z,y) est
une paire hyperbolique. O

6.3.1. Espace irréductible symétrique ou hermitien. — Dans le cas irréductible
symétrique ou hermitien (plus généralement si o # Id), E' admet un vecteur non isotrope
x. Noter alors que vect(x) est non-singulier. Mais alors comme FE est irréductible et
E = vect(z)®tzt, on a 2t = {0}. Donc, E est de dimension 1.

6.3.2. Espace irréductible alterné. — Dans le cas irréductible alterné, soit x un
vecteur non nul de E et, puisque F est non-singulier, soit y tel que f(x,y) = 1. Alors,
vect(x,y) est non-singulier et puisque vect(z,y)®rvect(z,y)t = E, vect(x,y)* = {0} et
E = vect(x,y). L'espace E est donc un plan alterné non-singulier. On dit alors que E est
un plan symplectique.

6.3.3. Décomposition. —

Théoréme. —  — Un espace avec une forme symétrique ou hermitienne est de la forme
E = vect(x))®tvect(x2)®* - - - ®tvect(x,). En d’autres termes, E admet une base
orthogonale.

— Un espace avec une forme alternée est une somme orthogonale de plans symplectiques
(non-singuliers) et de droites isotropes.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence en utilisant le fait que si
(V. fiv) est non-singulier alors E = V@+V+, ]
Corollaire (Classification des formes alternées). — Deuz formes alternées sur des

espaces de méme dimension sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

Exercice. — Montrer que la forme quadratique d’un plan hyperbolique représente (i.e.
prend) toutes les valeurs du corps k. Donner 'exemple d’une forme quadratique non
dégénérée qui ne représente pas toutes les valeurs du corps.
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6.4. Classification des formes bilinéaires symétriques

On suppose toujours dans ce cas que la caractéristique du corps est différente de 2. La
donnée de la forme bilinéaire est équivalente a la donnée a priori moindre de sa forme
quadratique. Deux formes bilineaires symétriques équivalentes ont méme rang, méme
indice, méme discriminant (dans {0} Uk*/(k*)?). Le théoréme de décomposition précédent,
permet de classifier les formes bilinéaires symétriques a équivalence pres.

6.4.1. Sur les corps algébriquement clos. —

Théoréme. — Soit n € N. Sur les corps algébriquement clos, toutes les formes bilinéaires
symétriques de méme rang sur des espaces de dimension n sont équivalentes.

Démonstration. — Si f n’est pas dégénérée, dans une décomposition
E = vect(1)® vect(zy)®F - - - ©lvect(z,),

les vecteurs x; ne sont pas isotropes. Puisque k est algébriquement clos, il existe des
scalaires \; tels que A\? = f(z;, z;)~!. Ainsi, la base \;e; est orthonormée et la matrice
de f dans cette base est I'identité. Dans le cas général, le nombre de vecteurs isotropes
dans une décomposition E = vect(z;)® vect(xy)dt - - - ®tvect(x,) est n — rang f. On
peut alors trouver une base dans laquelle la matrice de f est

1

]

Exercice. — Montrer que l'indice d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur
un espace vectoriel de dimension n sur un corps algébriguement clos est la partie entiére

de n/2.

6.4.2. Sur R. —

Théoréeme. — Soit f une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel réel. 1l
existe une base dans laquelle la forme quadratique associée est
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On peut trouver une base dans laquelle la matrice de f est

1

0

Le couple (p,q) est le méme dans toute base dans laquelle la matrice de f est diagonale.
Sur R, les formes bilinéaires symétriques sont caractérisées da équivalence prés par leur
signature (p,q).

Démonstration. — Le semi-groupe des normes est composé des nombres réels strictement
positifs. On raisonne comme précédement a partir d'une décomposition orthogonale
E = vect(z1)® vect(xy)®t - - - @vect(z,)DT Ker(f). Le nombre p, est le nombre de
vecteurs z; de norme ¢(x;) > 0 et le nombre g, = r — p,, le nombre de vecteur z; de
norme q(z;) < 0. Soit E = vect(y)®vect(ya)®* - - - ®Hvect(y, ) Ker(f) est une autre
décomposition orthogonale pour f. Les deux sous-espaces engendrés par les vecteurs non-
isotropes dans les décompositions forment un supplémentaire du noyau de f. Ils sont donc
isométrique au quotient E/Ker(f) muni du produit f(z + Ker(f),y+ Ker(f)) = f(z,y).
On note u une isométrie qui envoie I'un sur l'autre. Donc avec x; = wu(x;), on vérifie
que vect(xh)drvect(zh)®t - - - Dlvect(xl) = vect(yy)Drtvect(ys)DL - - - Drvect(y,). Soit
Xy = Vect(x],q(x) > 0) et Y_ = Vect(y;,q(y;) < 0). Par orthogonalité, la forme f
est définie positive sur X, et définie négative sur Y_. On a donc X, NY_ = {0} et
Pz + qy = py +1 —py < 1, soit p, < p,. De méme, on obtiendrait p, < p,. O

Proposition. — Les arguments (p,q) de la signature d’une forme bilinéaire symétrique
sur un espace vectoriel réel E sont respectivement les plus grandes dimensions des sous-
espaces ou f est définie positive et respectivement définie négative.

Démonstration. — Un sous-espace V sur lequel f est définie positive est non-singulier.
Par conséquent, la somme V 4 V1 est directe. Par inégalité de dimension, V @ V+ = E.
Le choix dans V et dans V+ de base orthogonale pour les restrictions de f, montre que
dimV <gq. ]

Exercice. — Montrer que l'indice d’une forme bilinéaire symétrique sur un espace vecto-

riel réel est v(f) = inf(p,q) + n —r =inf(n — ¢,n — p) ot (p,q) est sa signature et r son
rang.
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6.4.3. Sur les corps finis. — Soit [F, un corps fini de caractéristique différente de 2. Le
noyau du morphisme de groupes Fy — Fx, A +— A* est {—1,1} de cardinal 2 (car —1 # 1.)
Il y a par conséquent (¢ — 1)/2 éléments dans son image est donc 1+ (¢—1)/2 = (¢+1)/2
carrés dans [F,. Par le théoreme de Lagrange, les carrés de F; vérifient 2% = 1. Par
ailleurs, comme F, est un corps, il y a au plus (¢ — 1)/2 solutions a cette équation
polynémiale de degré (¢ — 1)/2. Les carrés non nuls de F, sont donc exactement les
solutions de 25 = 1. Les non-carrés de F 4 Vérifient 27 = —1. En particulier, le rapport
de deux non-carrés est un carré.

Lemme. — L’équation ax® + by? = 1 avec a,b dans [y admet des solutions dans F.

Démonstration. — Onsait qu'il y a (¢+1)/2 carrés dans IF,,. Puisque (¢+1)/2+(¢+1)/2 >
q, P'une des (¢ + 1)/2 quantités deux a deux distinctes (1 — by?)/a est donc un carré. [

Ezxercice. — Montrer que la forme quadratique q(x,y) = x* + y? représente toutes les
valeurs du corps I,,.

Théoréme. — Soit F, un corps de caractéristique différente de 2. Il y a deux classes
d’équivalence de formes quadratiques mon dégénérée sur E, distinguées par le fait que
leur discriminant est ou pas un carré. Précisemment, pour toute forme quadratique non
dégénérée, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

1 1

ou

ot A n'est pas un carrré dans F,.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence a partir d’une base orthogonale.
Le lemme indique qu’on peut trouver un vecteur de norme 1. Dans le cas de la dimension
2, comme les non-carrés sont tous de la forme Au?, en normalisant le second vecteur,
on peut assurer que sa norme est 1 ou A. Dans le cas général, on utilise I’hypothese de
récurrence sur I'orthogonal du vecteur de norme 1 trouvé. O]

6.5. Classification des formes hermitiennes

6.5.1. Sur C. —

Théoreme. — Soit f une forme hermitienne relative da la conjugaison complexe sur un
espace vectoriel complexe E. Il existe une base dans laquelle la forme hermitienne est
donnée par

p q
fley) = xdi— Y @7
i=1 j=1
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On peut trouver une base dans laquelle la matrice de f est

1

0

Démonstration. — Comme le semi-groupe des normes est composé des nombres réels
strictement positifs, la démonstration est la méme que dans le cas des formes quadratiques
sur R. O]

6.5.2. Sur les corps finis. —

Théoréme. — Soit k un corps fini de caractéristique différente de 2.
— Les seules involutions non égales a l'identité sur les corps finis sont les applications
o(A) = A9 sur les corps Fpe.
— Relativement a ces involutions, les formes hermitiennes sont classifiées a équivalence
pres par leur rang.

Démonstration. — Soit o une involution d'un corps fini k. L’ensemble kg := {\ € k,\7 =
A} est un sous-corps de k. Soit @ € k — ko et b = (a — a?). Alors b = —b. L’élément
c = —b*> = —bb? est invariant par o. Par conséquent, b vérifie I’équation polynomiale de

degré 2, X? —c = 0 avec ¢ € ko. Si d est un autre élément anti-invariant non nul, alors bd !
est invariant donc dans kq. Tout élément x de k s’écrit donc x = 27 (x—29)+2 H(z+2°) =
bxg + yo avec xg et yo dans kg. Le corps k est donc une extension k = ko[b] de degré 2.
Son cardinal est donc g% ou ¢ est le cardinal de k.

On sait que k (isomorphe par un isomorphisme ¢ au corps de décomposition de X X )
a un unique sous-corps k, de cardinal ¢ (isomorphe par ¢ au sous-corps composé des
racines de X7 — X)) : son groupe des inversibles est le seul sous-groupe d’ordre ¢ — 1 du
groupe cyclique k. Donc, ky = kq.

Comme l'image de b par un automorphisme de k qui est 'identité sur kg, doit satisfaire
I’équation & coefficients dans kg, b*> — ¢ = 0, o est I'unique automorphisme de k autre que
I'identité, qui est I'identité sur ky. Alors o est le conjugué ¢! o F o ¢ par ¢ du morphisme
de Frobenius F,2 — Fp2, A — A7 (qui a au plus ¢ points fixes).

L’application N : k* — k3, A — A7 = A" est un morphisme de groupes dont le
noyau a au plus ¢ + 1 éléments (les solutions dans F,» de équation X7*! = 1). Son image

?-1

est donc de cardinal au moins T T4 1. L’application N est donc surjective. Tout

élément de ky est donc une norme.
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Soit maintenant f une forme hermitienne sur un espace vectoriel £ sur F 2. Soit (e;) une
base orthogonale. Comme les f(e;, e;) sont des éléments fixes par o et donc dans kg, pour
ceux qui sont non-nuls, on peut trouver des \; dans k tels que f(1/X\e;, 1/ Ne;) = 1. O

6.6. Théoréme de Witt

Définition. — Une isométrie entre deux espaces (E, f) et (E', f') est un isomorphisme
linéaire qui respecte les formes sesquilinéaires.

Donnons d’abord une généralisation du lemme sur les paires symplectiques et hyperbo-
liques.

Proposition. — Soit (E, f) un espace muni d’une forme symétrique (resp. alternée)
non-dégénérée. Pour tout sous-espace V' de E, on choisit un supplémentaire W de rad(V')
dans V. (V =rad(V)®+W ) et une base Ny --- N, de rad(V'). Alors, il existe des vecteurs
My, ---, M, tels que chaque plan vect(N;, M;) soit hyperbolique (resp. symplectique) et
que ces plans ainsi que W soient deuxr a deuzr orthogonaux. En particulier, V est un
sous-espace du sous-espace non-singulier

V = vect(Ny, My)@®" - - - @& vect(Ny, M) W.

De plus, toute isométrie de V' dans un espace non-singulier E' peut-étre prolongée en une
isométrie de V dans F'.

Démonstration. — 11 suffit de raisonner par récurrence sur q. Si ¢ = 0, il n’y a rien a faire.
Pour montrer I'hérédité, considérons le sous-espace V' := vect(Ny, -+, N, 1)BW.
rad(V') D wect(Ny,---,Ny,_1). Noter que W est non-isotrope car tout vecteur

de W orthogonal a W (et a rad(V)) serait dans W N rad(V) = {0}. Donc,
rad(V') = vect(Ny,- -, N,_1). Le vecteur N, est dans (V’)* mais pas dans rad((V')*) =
rad(V') = vect(Ny,- -+, N,_1). Il y a donc dans (V')* un vecteur A tel que f(N,, A) # 0.
Le plan P, := vect(N,, A) C (V')* est donc engendré par une paire hyperbolique (resp.
symplectique) (N,, M,).

L’espace V' est inclus dans I’espace non-singulier PqL et son radical est de dimension
q — 1. Par hypothese de récurrence, il existe des vecteurs M; (i < g — 1) dans qu tels que
les plans vect(N;, P;) et W soient deux a deux orthogonaux dans PqL. En ajoutant le plan
P, on obtient ’espace non-singulier V' souhaité.

Pour prolonger une isométrie o de V' a V., on applique la premiére partie aussi a I'image
de V' dans E’ et on impose les conditions o(M;) = M. O

Théoréme (Théoréme de Witt). — Soit E et E' deux espaces non-singuliers isomé-
triques symétriques ou alternés. Toute isométrie d’un sous-espace de E sur un sous-espace
de E' peut étre prolongée en une isométrie de E sur E’.

Démonstration. — Soit o une isométrie d'un sous-espace V' de E sur un sous-espace V' de
E'. Par la proposition précédente, on peut supposer V non-singulier et donc E = V@V,
De méme, I'image V' est non-singuliere et £’ = V'@ V'L, Reste & montrer que V* et
V't sont isométriques. Ils sont non-singuliers et de méme dimension. Dans le cas alterné,

61



ceci suffit a dire qu’ils sont isométriques (puisque isométriques a une somme directe
orthogonale de plans symplectiques).

Dans le cas symétrique, on raisonne par récurrence sur la dimension de V. Supposons
d’abord que V' est une droite vect(x). Notons p I'isométrie de E sur E' et 2’ = o(x) = p(y).
Il reste a trouver une isométrie 7 de E qui envoie x sur y, de sorte que l'isométrie po 7 de
E envoie x sur 2’. Notons que f(x,z) = f(y,y) = f(2/,2'). Les vecteurs x4y et = —y sont
orthogonaux et 1'un des deux disons = + €y est non-isotrope puisque 2x est non-isotrope.
L’hyperplan H = (z + ey)* contient z — ey. Soit u la réflexion d’hyperplan H. Alors,

2u(z) =plx+ey+ o —cey) = —x — ey + = — ey = —2ey.

Quitte encore a composer avec 'isométrie de E qui change tout vecteur en son opposé, on
obtient une isométrie de £ qui envoie x sur y.

Supposons maintenant le résultat pour les sous-espaces de dimension strictement
inférieure a n et soit V de dimension n > 1. On peut écrire par la décomposition en
irréductibles, V = V;@®* V4. On applique d’abord I’hypothese de récurrence au sous-espace
V1. On peut donc prolonger oy, & E. Ainsi Vi* et o(V;)® sont isométriques. L’isométrie
o, définie sur Vo C Vi se prolonge donc a tout Vit en une application notée §. L’isométrie
o, L 0 est donc un prolongement de o a tout £. ]

Il y a maintenant une multitude de reformulations du théoreme de Witt.

Corollaire. — Soit (E, f) un espace non-singulier symétrique ou alterné et V., V' deux
sous-espaces. Pour qu’il existe une isométrie de E qui envoie V' sur V', il faut et il suffit
que (V. fiyxv) et (V', fiyrxyr) soient équivalentes. Autrement dit, le groupe orthogonal de
E agit transitivement sur les sous-espaces équivalents de E.

Corollaire. — Tous les sous-espaces isotropes mazrimauz pour la relation d’inclusion
d’un espace non-singulier symétrique ou alterné ont la méme dimension, v(f) appelée
indice de la forme f.

v(f) = max{dim V, V sous-espace totalement isotrope de E'}.

Démonstration. — Soit V; et V5 deux espaces totalement isotropes maximaux, avec
dim V; < dim V5. Toute injection de V; isotrope dans V5 isotrope est une isométrie. Par le
théoreme de Witt, elle se prolonge en une isométrie ¢ de E. Maintenant, I'inclusion V;
isotrope maximal dans o~!(14) isotrope, montre 1'égalité V; = 0=1(V3) et donc I'égalité
dim V; = dim V5. ]

Exercice. — Montrer que dans un espace E non-singulier, si Vi et Vo sont deux sous-
espaces isométriques, Vit et Vi aussi.

Exercice. — Montrer que toute forme symétrique sur un espace réel non-dégénérée
d’indice 1 en dimension 3 est a un scalaire prés, équivalente a la forme de Lorentz (dont

la forme quadratique associée est) x* + y* — 22.
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On suppose dans tout ce chapitre que f est une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur un espace vectoriel de dimension finie sur R. On notera ¢ sa forme quadratique
associée.

7.1. Structure des groupes orthogonaux euclidiens

Par des arguments plus simples que dans le cas général, puisqu’il n’y a pas de droites
isotropes, on obtient le

Théoréme. —  — Le centre de O(q) est {Id, —Id}.
— Sin > 3 et pair, le centre de SO(q) est {Id,—1d}. Sin > 3 et impair, le centre de
SO(q) est {Id}.

7.1.1. Réduction des endomorphismes orthogonaux. —

Théoréme. — Soit u un endomorphisme orthogonal de (E,q). 1l existe une décomposition
de EE comme somme directe orthogonale

E=E(uotE (votPotPet---otPp,

ot les P; sont des plans stables par u sur lesquels u se restreint en une rotation différente
de 1d et —1d.

7.1.2. Prolongement des isométries. —

Théoréme. — Soit V' un espace vectoriel, A une partie de V contenant le vecteur nul.
Soit @ une application de A dans A qui conserve le vecteur nul et telle que

V(P,Q) € A% Jo(P) — (@)l = 1P - Ql.

Alors il existe un produit de réflexions orthogonales qui coincide avec @ sur A.
L’énoncé le plus naturel est dan un cadre affine.

Théoréme. — Soit E un espace affine, A une partie de E. Soit ¢ une application de A
dans A telle que
V(P,Q) € A%, d(p(P),»(Q)) = d(P,Q).

Alors il existe un produit de réflexions orthogonales qui coincide avec @ sur A.

Démonstration. — Si A est un ensemble fini, on raisonne par récurrence sur son cardinal.
Si card A = 0 il suffit de choisir l'identité. Si card A = 1, A = {P} il suffit de choisir
la réflexion orthogonale par rapport a 'hyperplan médiateur de [P, ¢(P)] si p(P) # P
et I'identité sinon. Supposons que le résultat est démontré pour n points quelconques
et considérons une partie A = {ay, - ,a,4+1 avec n + 1 points. Soit 1) un produit de
reflexions orthogonales qui coincide avec ¢ sur {ay,- -, a,. Soit s la réflexion orthogonale
par rapport a 'hyperplan H médiateur de [1)(ay11), p(ans1)]- Le produit s o envoie a1
sur @(a,41). Reste & montrer que les points ¥ (a;) sont sur H, c’est a dire équidistants de

U(any1) et (ayy1)]. Mais
d((ai), P(ans1)) = d(ai, ans1) = d(@(ai), p(anta)) = d((ai), p(ania))-
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Si maintenant A est infini, soit B une partie finie de A qui engendre le méme sous-espace
affine que A. Soit ¢ un produit de réflexions qui coincide avec ¢ sur B. Montrons que
1 coincide avec ¢ sur tout A. Soit P un point de A. Soit ) € B. Soit H ’ensemble des
points équidistants de ¥(P) et ¢(P).

d((Q), ¥ (P) = d(p(Q), p(P)) = d(¢(Q), p(P))-

Par conséquent, pour tous les ¢(Q) sont sur le sous espace affine H, et Af f(B) C v~ '(H).
En particulier, 1)(P) est équidistant de ¢ (P) et ¢(P). Donc, ¥(P) = ¢(P). O

Corollaire. — Toute isométrie d’un espace euclidien est produit de réflexions, en parti-
culier affine et bijective.

7.2. Le groupe SO(2) et les nombres complexes
Théoréme. — L’application

U — SO(2,R), ¢ s (cost —Sint)

sint cost

est un isomorphisme de groupes du groupe des nombres complexes de module 1 sur le
groupe spécial orthogonal SO(2,R).

7.3. Le groupe SO(3) et les quaternions

Théoréeme. — Il existe une algebre H de dimension 4 sur R munie d’une base 1,1, k
telle que 1 est [’élément neutre de la multiplication,

=P =k=—10k=-ki=ikik=—jk=j1y=—-n=Ek.

Le corps des nombres réels est isomorphe a la sous-algebre engendrée par 1. On identifiera
donc le quaternion al et le nombre réel a.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que ’ensemble

resarmncen-(, )

est une R-sous-algebre de M,(C) de base

o 5)0 %) (o) ()

satisfaisant les relations précédentes. O
Définition. —  — Le conjugué d’un quaternion ¢ = al +bi+c)+ dk est g =al — b —
cy) — dk.

— Un quaternion est dit pur si ¢ = —q, c’est a dire s’il est de la forme v + ¢) + dk.
— La norme d’un quaternion q = al + b+ c)+ dk est N(q) = a®> + 0* + ¢* + d*> = ¢q.

Lemme 7.3.1. — La forme polaire f associée a la norme vérifie

¢ +qd7=2f(¢.q).

65



Lemme 7.8.2. — L’application norme est un morphisme de (H*, x) — R™. Son noyau
G, lensemble des quaternions de norme 1, est un groupe.

Démonstration. —

N(qq") = q99¢' = q4'dT = qN(¢')G = qaN(q') = N(¢)N(d).

O
Théoréme. — On a un isomorphisme de groupes G/{1,—1} — SO(3,R) et donc un
1—-{-1,1} - G— SO3,R) — 1.
Démonstration. — On considere 'action de G sur H par automorphismes intérieurs
GxH — H
(9:9) — ga9~" = 9qg.
Soit ® : G — Bij(H) le morphisme associé. Puisque, ¢ +— gqg est linéaire, le

morphisme VU est a valeurs dans GL(4, R). Son noyau est centre(H)NG = {—1,1}. Comme
N(¥U(g9)(q)) = N(g9q9) = N(q), ¥(g) est une transformation orthogonale. Donc, ¥ est &
valeurs dans O(4, R). La restriction de W(g) a la droite vect(1) est 'identité. L’orthogonal
de cette droite, ’ensemble des quaternions purs, est donc aussi invariant par ¥(g). On
obtient donc un morphisme ¢ : G — O(3,R) dont le noyau est {—1, 1}. Par un argument
de continuité, puisque G est connexe et que det : O(3,R) — {1, -1} et b : G — O(3,R)
sont polynomiales donc continues, ¢ est en fait a valeurs dans SO(3,R). Pour p € G pur,
¥(p) fixe la droite vect(p) et est une involution. C’est donc un renversement d’axe vect(p).
Comme les renversements engendrent SO(3), ¢ : G — SO(3,R) est surjective. O

7.4. Le groupe SO(3) et le groupe de Moebius
L’application

PY(C) — S*CR?
7 2 <2<ZO,21 > 2ZyANZ4 \Z]Q—\ZO\2>

1Z12 + 120 " | Z1? + | 20?7 | Z]* + | Zo|?
2(zxo +yyo) 2(zoy — yox) |Z|* —|Zo|?
|Z12+ 120127 |Z]2 4+ 120> " |Z* + | Zo|?

[Z1 =z +iy: Zy = xo + iyo)

est une bijection de la droite projective complexe P!(C) sur la sphére euclidienne S? C R3.

Théoréme. — Par cette bijection, le sous-groupe PSU(2,C) C PGL(2,C) correspond
au groupe des rotations de S*. On a donc un isomorphisme PSU(2,C) — SO(3,R).

Démonstration. — Voir Beardon OJ

Les deux points de vue se rejoingnent en notant que le groupe G des quaternions de
norme 1 est isomorphe au groupe spécial unitaire SU(2, C). Par définition,

G = {M € My(C)/3(a,b) € C*, M = (Z _ab> al? + |b]? = 1}
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est 1’ensemble {M € My(C)/MM = 1d,det M = 1}.

7.5. Les polyédres réguliers

7.5.1. Des exemples de polyeédres réguliers. — Comme exemples, il y a

tétraddre

octaddre

icosaddre

Définition. — Un polyédre régulier de l'espace euclidien R? est un polyédre convexe P
dont toutes les faces sont des polygones réquliers isométriques entre eux et tel qu’il existe
un entier k > 3 et un réel strictement positif & tels que pour tout sommet s de P, les

points de P — s a distance minimale soit a distance 0 et forment un polygone réqulier a k
cotés.
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7.5.2. Groupes d’isométrie de certains polyedres réguliers. —

Le tétraedre. — On considere 'action du groupe des isométries du tétraedre sur les
sommets, et le morphisme de groupes associé Isom(T) — &4. Comme ces quatre sommets
forment un repeére affine de R3, application est injective. Comme les permutations sont
dans I'image, comme image de réflexions par rapport aux plans médiateurs, et comme les
permutations engendrent le groupe symétrique, le morphisme est un isomorphisme. Le
groupe des déplacements du tétraede, sous-groupe d’indice 2, est donc isomorphe a 2l4.

Le cube. — Le groupe des isométries agit sur les quatre grandes diagonales non orien-
tées. Si deux sommets d’'une méme grande diagonale sont échangés par une isométrie,
puisqu’avec les deux sommets d’'une autre grande diagonale ils forment un rectangle non
carré, 'isométrie est la symétrie centrale. Le morphisme de Isom(cube) — &, associé
a pour noyau le groupe engendré par la symétrie centrale. L’image contient toutes les
transpositions en considérant les symétries par rapport aux plans contenant deux grandes
diagonales. Par conséquent, Isom'Cube) ~ {Id, —Id} x &, et Isom™ (cube) ~ S,.

L’octaedre. — Comme cette figure est duale du cube,

les groupes d’isométries sont isomorphes.

L’icosaédre. — L’icosaedre a 12 sommets, 30 arétes et 20 = icosa faces qui sont des
triangles équilatéraux.
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Ce groupe contient 'identité, les 24 rotations d’ordre 5, quatre par couple de sommets
opposés, les 20 rotations d’ordre 3, deux par couple de faces opposées et les 15 rotations
d’ordre 2, une par couple d’arétes opposées. Il est d’ordre au moins 60.

Ce groupe est isomorphe a 25 par I'action sur les cinq systémes de six arétes, formés de
trois couples d’arétes paralleles, les directions des couples étant deux a deux orthogonales.

En effet, un déplacement qui fixe globalement chaque systéeme est l'identité. L’ap-
plication Deplacement(Icosaedre) — &y est donc injective. Par conséquent, le
groupe Deplacement(Icosaedre) est isomorphe a S5 ou a ;. Le sous-groupe de
Deplacement(Icosaedre) qui fixe un systéme est un sous-groupe du groupe des dé-
placements d’'un octaedre régulier (composé des milieux des 6 arétes du systéeme).
Mais c¢’est un sous-groupe strict car les quart de tour n’y sont pas. Comme le groupe
Deplacement(octaedre) est isomorphe au groupe des déplacements du cube donc a Gy,
I'application Deplacement(Icosaedre) — S5 n’est pas surjective. Par conséquent,

Deplacement(icosaedre) ~ Us.

Le dodécaedre. —

Par dualité, Deplacement(dodecaedre) ~ 2s.

7.5.3. Les sous-groupes finis de SO(3) et leurs orbites. — Nous allons montrer le
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Théoréme. — Tout sous-groupe fini de SO(3) est soit un groupe cyclique, soit un groupe
dihédral, soit le groupe de symétrie d’un polyedre régulier.

et la structure des orbites.

Démonstration. — Soit G un groupe fini de SO(3), composé donc de rotations. Chaque
élément autre que l'identité fixe globalement la spheére unité S, et possede exactement
deux points fixes sur cette sphere. Soit X ’ensemble fini des points de S fixés par un des
éléments de G différent de l'identité. Cet ensemble est stable par la symétrie de centre
le centre de S. Le groupe G agit sur X, car si x est fixé par f # Id, g(z) est fixé par
gfg~' # Id. On note N le nombre d’orbites de cette action et n; > 2 le cardinal du
stabilisateur d'un quelconque des éléments de 'orbite O;. On supposera les n; ordonnés
dans le sens croissant. Les stabilisateurs sont des sous-groupes finis du stabilisateur dans
SO(3) d’un élément de R?, donc des sous-groupes de SO(2), donc des groupes cycliques.

Par la premicre formule des classes, -, card O; = card X et par la seconde, card O; =
card G/n;. Donc,

card X = cardG>_1/n;.
J

Par le théoreme de Burnside,

NcardG = Y card(Fiz(g9)) = > 2+ card X
geG g#ld
= 2(cardG — 1) + card X = 2(card G — 1) + card G Y 1/n;
J

On aboutit a
2

N 1
2_CardG:Z<1_nj>‘

J=1

Comme 1/2<1—1/n; <1 et cardG > 2, on trouve que N vaut 2 ou 3.

Si N =2, 2/cardG = 1/ny + 1/ny et comme n; < cardG, on trouve n; = ng =
card G. Il y a deux orbites, chacune constituée d’un point fixe. Ces deux points fixes sont
diamétralement opposés et sont les points fixes sur S d’une rotation. Le groupe G est
donc un groupe cyclique engendré par une rotation.

SiN=3,1/n1+1/ny+1/ng =1+ 2/cardG. Ainsi, ny = 2. Les possibilités sont

— (n1,n2,n3) = (2,2,n) et card G = 2n. L’orbite O3 est composée de deux éléments.

Si ng = 2, tous les éléments du groupes sont d’ordre 2, donc des demi-tours et les
éléments d’une méme orbite sont diamétralement opposés. Comme tous les éléments
sont d’ordre 2, le groupe est isomorphe & (Z/2Z)%. Si n3 > 2, ces deux éléments
sont les poles d'une rotation p d’ordre ng diamétralement opposés. L’orbite Oy est
composée de n éléments, qui forment une orbite sous le stabilisateur cyclique d’ordre
n de N. C’est donc un polygone régulier a n cotés. Le stabilisateur de chacun de ces
n éléments échange N et S. Par conséquent, les deux orbites O; et O, sont dans le
plan équatorial orthogonal a (N.S). Le groupe G est engendré par p et un demi tour
s autour d'un des axes du polygone régulier. On vérifie que sopos = p~'. On en
conclut que G est le groupe diédral Ds,.
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— (n1,n92,n3) = (2,3,3) et card G = 12. On montre que G est le groupe des isométries
directes du tétraedre régulier.

[
7

L’orbite O; a 6 éléments, pdles de rotations d’ordre 2 alors que les deux autres
orbites Oy et O3 en ont 4, poles de rotations d’ordre 3. Le morphisme associé a
I’action de G sur O est injectif car les éléments de G différents de 1'identité n’ont
que deux points fixes. Ainsi, G est isomorphe a un sous groupe d’ordre 12 du groupe
&4 d’ordre 24. Par conséquent, G est isomorphe a 2.

Cet isomorphisme indique, en utilisant les 3-cycles que

V(z,y) € O,z #y, Iy € G,y(x) =z et y(y) # .

Par conséquent, les points de Oy ne sont jamais opposés, et Oz et donc le symétrique
de Os.
V(z,y,2) € Og,x # 1,3y € G,y(x) = x et y(y) # z.

Par conséquent, les distances entre les points de O, sont constantes et Oy est un
tétraedre régulier. En utilisant le sous-groupe de Klein, on vérifie que les demi-tours
d’axe passant pas le milieu de deux arétes opposées du tétraedre O, sont dans G. Ces
trois axes coupent la sphére S? en six points constituant un octatdre régulier, qui est
la troisieme orbite O;.

— (n1,mn2,n3) = (2,3,4) et card G = 24. On montre que G est le groupe G4 des isométries
directes du cube ou de I'octaedre régulier duaux I'un de 'autre.

L’orbite a 6 éléments constitue les sommets d'un octaedre régulier. L’orbite a 8
éléments forme un cube. L’enveloppe convexe de I'orbite a 12 éléments n’a pas pour
faces des polygones réguliers isométriques. Ce n’est donc pas un polygone régulier.

— (n1,mn2,n3) = (2,3,5) et card G = 60. On montre que G est le groupe A; des isométries
directes du dodécaedre ou de l'icosaedre.

L’orbite a 12 éléments forme un icosaedre. L’orbite a 20 éléments forme un dodéca-
edre. L’enveloppe convexe de l'orbite a 30 éléments n’a pas pour faces des polygones

réguliers isométriques. Ce n’est donc pas un polygone régulier.
O

7.5.4. La liste compléte des polyedres réguliers. —

Définition. — Un polyédre régulier de l'espace euclidien R? est un polyédre convexe P
dont toutes les faces sont des polygones réquliers isométriques entre eux et tel qu’il existe
un entier k > 3 et un réel strictement positif & tels que pour tout sommet s de P, les
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points de P — s a distance minimale soit a distance § et forment un polygone régulier a k
cotés.

La propriété imposée sur les sommets proches d’un sommet permet de démontrer que
pour tout sommet s les rotations d’ordre k et d’axe (Os) sont dans le groupe I' des
déplacements de P. Les demi-tours d’axe (O) ou [ est le milieu d'une aréte de longueur
0 sont aussi dans I'. On peut montrer que deux points quelconques de P peuvent étre
reliés par une suite d’arétes de longueur 9. On arrive ainsi a démontrer que le groupe des
automorphismes d’un polyedre régulier agit transitivement sur ce polyedre.

Les polyedres réguliers sont donc a chercher parmi les orbites précédentes. Seules cingq
orbites, le tétraedre, le cube, 'octaedre, le dodécaedre et 'icosaedre vérifient la définition
de polyedre régulier.
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CHAPITRE 8

GROUPES ORTHOGONAUX



8.1. Groupes orthogonaux, unitaires, et symplectiques

Définition. — Soit f une forme sesquilineaire réflexive sur un espace vectoriel E. Les
isomorphismes (linéaires) de E qui vérifient

V(z,y) € E*, f(u(z),u(y)) = f(z,y)

sont appelés les isométries de (E,q). Dans les cas symétrique et hermitien, pour un corps
de caractérisitque différente de 2, il est équivalent de demander

Ve e E, q(u(r)) = q(x)

Les isométries forment un sous-groupe de GL(E) noté
— groupe orthogonal O(f) ou O(q) si f est symétrique.
— groupe symplectique Sp(f) si f est anti-symétrique
— groupe unitaire U(f) ou U(q) si f est hermitienne.

Lemme. — Les groupes d’isométries de deux formes équivalentes sont conjugués.

L’écriture matricielle montre que le déterminant d’une isométrie vérifie (det u)(det u)? =
1. Dans le cas symplectique, toutes les isométries sont de déterminant 1. Dans les cas
symétrique ou hermitien, les isométries de déterminant 1 forment le groupe spécial
orthogonal ou unitaire.

Proposition. — — Une involution est une isométrie si et seulement si ses espaces
propres sont orthogonaux (donc non-isotropes).
- 51 F' est un sous-espace non isotrope de E alors il existe une unique involution
isométrique de E telle que F1(u) = F. Elle sera appelée symétrie orthogonale par
rapport a F'.

Les symétries orthogonales par rapport a des hyperplans sont appelées réflexions.
Les symétries orthogonales par rapport a des espaces de codimension 2 sont appelées
renversements. Noter que si u est une isométrie, uspu~"' est la symétrie orthogonale par a
rapport a u(F').

Démonstration. —  — Soit u une involution de £ d’espaces propres orthogonaux. Comme
le polyndme X2 —1 annulateur de u est scindé avec racines simples, u est diagonalisable.
Avec Ey = ker(u—1d) et E_ := ker(u+1d) on a EgE_ = E. Si u est une isométrie,
sizy € By et x_ € E_ alors

flap,ao) = flu(ey),w(@-)) = flog, —a-) = —fay,2-)
et donc E, et F_ sont orthogonaux. Si E, et E_ sont orthogonaux, si ¢ = x, + x_
ety =yi ty-,
flu(@),u(y)) = floy —a,ys —y-) = flog,ye) + flooy-) = fla,y)
et u est une isométrie.
— Si F est non-isotrope, F'N F+ = {0} et par suite FLF+ = E. 11 suffit alors de poser

U‘F = Id|F et U,|FL = —Id‘FL.
0
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8.2. Groupe symplectique

8.3. Théoréme de Cartan-Dieudonné

Désormais dans ce chapitre, f sera une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur
un espace vectoriel £ de dimension finie n sur un corps k de caractéristique différente de
2. On notera ¢ la forma quadratique associée.

Les démonstrations se simplifient dans le cas euclidien puisque qu’alors il n’y a pas de
vecteurs ou d’espaces isotropes non nuls. (voir TD, livre de Daniel Perrin).

8.3.1. Centre de O(q) et SO(q). —
Lemme. — Sin > 3, toute droite est intersection de deuz plans non isotropes.

Démonstration. — Soit d = vect(z) une droite de E. Si z est isotrope, si y est un vecteur
de E tel que f(z,y) # 0 (f est non-dégénérée), le plan P = vect(x,y) est non isotrope.
Il en est donc de méme pour PL. Soit donc z (non-isotrope ?) dans P+. Notons que z
et donc y + z n’appartiennent pas a vect(z,y) puisque P N P+ = {0}. La droite d est
'intersection des deux plans hyperboliques non-isotrope vect(x,y) et vect(z,y + z).

Si x n’est pas isotrope, soit y et z deux vecteurs non-isotropes linéairement indépendants
de z+ (par exemple d’une base orthogonale de 2 qui est non-isotrope de dimension
au moins 2. La droite d est I'intersection des deux plans vect(z,y) et vect(x,z), non-
isotropes. ]

Proposition. — Sin > 3, le centre de O(q) est {Id,—1d}. Sin > 3 et pair, le centre
de SO(q) est {Id,—1d}. Sin > 3 et impair, le centre de SO(q) est {Id}.

Démonstration. — Soit u dans le centre de O(q). Soit P un plan non-isotrope et rp €
SO(P) le renversement de plan P. Comme urpu~! = rp, u(P) = P. Par le lemme
précédent, u conserve donc toutes les droites et u est une homothétie. O
Théoréme (Théoréme de Cartan-Dieudonné). — Toute isométrie de (E,q) est
composée d’au plus dimE réflexions.

Démonstration. — — Sin =1, O(q) = {Id, —1d}.

— Sin =2, soit u € O(q) et x € FE non-isotrope.

Comme q(u(z) — z) + q(u(z) + x) = 4q(x) # 0, soit u(x) —  soit u(x) + = est non-
isotrope. Si u(z)+x est non-isotrope, on considere la réflexion r de droite vect(u(x)+z).
Comme f(u(z) —z,u(x)+ ) = q(u(z)) — q(x) = 0, u(z) — z est dans vect(u(z) +z)*.
Par conséquent, 2ru(z) = r(u(z) + v +u(x) —z) = —(u(z) + z) + u(z) —x = —2z. La
droite o+ est aussi conservée par ru. Si u est de déterminant —1, comme det ru = 1,

ru = —Id, u = —r est une réflexion. Si u est de déterminant 1, si ¢ est une réflexion,
dettu = —1. Par le cas précédent, tu est une réflexion et u le produit ttu de deux
réflexions.
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— Sin > 3, soit u € O(q). On notera v = u — Id.

— Si kerv n’est pas totalement isotrope, il existe x € ker(v) non-isotrope. Comme
u(x) = x, lhyperplan 2t est aussi stable par u. Par récurrence, on obtient que u
est composé d’au plus n — 1 réflexions (étendues par I'identité sur vect(x)). On
supposera désormais que kerv est totalement isotrope.

— S’il existe x € F non isotrope tel que v(x) = u(x) — x ne soit pas isotrope. Soit
r la réflexion de droite vect(v(x)). On calcule comme précédemment ru(z) = x.
Par le cas précédent appliqué a ru, u est produit d’au plus n réflexions.

— On suppose maintenant que v(z) est isotrope pour tout x non isotrope. Montrons
qu’en fait Imuv est totalement isotrope. Soit = isotrope. Comme dim 2+ =n—1 >
n/2, il y a dans 't un vecteur y non isotrope. Ainsi, y, * + vy et x — y sont

non-isotropes. Par hypothese, on obtient que leur image par v sont isotropes.

2q(v(x)) = q(v(z +y)) + q(v(z — y)) — 2q(v(y)) = 0.

Par conséquent, v(x) est isotrope et par suite Imuv est totallement isotrope. Par
la formule du rang, et 'inégalité Indice(q) < n/2, on en déduit que Kerv et Imv
sont deux sous-espaces totallement isotropes maximaux et que f est hyperbolique.
On choisit une base e; de kerv et des éléments ¢; de E tels que les plans vect(e;, ;)
soient hyperboliques. Notons que u(e;) = e;. En écrivant u(e;) = Y- a;je;+ X bijej,

bij = f(u(ei), e5) = f(ule),ule;)) = f(ej,e:) = dij-

Par conséquent, la matrice de u dans la base (e;,¢;) a deux matrices identités
sur sa diagonale : elle est donc de détermiant 1.

En particulier, le théoréme est démontré pour les transformations de déterminant
—1. Si u est de déterminant 1, et r une réflexion, ru est de déterminant —1, donc
produit d’au plus n réflexions et méme n — 1 réflexions (puisque n est pair).

O
8.4. L’algebre de Clifford d’une forme quadratique
Ce paragraphe est inclus a titre culturel.
Théoréme. — Soit [ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace

vectoriel E de dimension n sur un corps k. Alors, il existe une algébre C(f) appelée
algebre de Clifford de f de dimension 2" sur k et une application linéaire injective
L E — c(f) telle que toute application linéaire ¢ : E — L de E vers une k-algébre L
vérifiant pour tout x € E, ¥(x) X ¥(x) = q(z) x 1 se prolonge de fagon unique en un
morphisme d’algébres de 1, : C(f) — L (i. e. Y =1, 01.)

Démonstration. — L’algebre C'(f) est le quotient de I'algebre tensorielle T'(E) par Iidéal
bilatére engendré par les éléments de la forme z @ y +y ® v — 2f(x, y)1. O

On ommettra la notation ¢. Dans 'algebre de Clifford, la quantité x -y + y - © vaut
f(z,y)1 notée f(z,y).

76



Théoréme. —  — Pour toute transformation orthogonale w € SO(f), il existe un élé-
ment inversible s, de C(f) (unique a multiplication prés par un scalaire non nul) tel
que pour tout x € F,
u(z) =8, - -5,
le produit - étant calculé dans l'algébre de Clifford C(f).
— Pour toute transformation orthogonale uw € O(f) de déterminant —1, il existe un
élément inversible s, de C(f) (unique a multiplication prés par un scalaire non nul)

tel que pour tout x € F,

u(z) = —s, -1 -5,
Démonstration. — Si u est une réflexion par rapport a un hyperplan orthogonal a un
vecteur non isotrope a, on a
x,a
u(x) :ZL‘—2f( @) a=z—(r-ata-x)-a?a=—a-x-a"
f(a,a)
Le cas général se fait en utilisant une décomposition de u comme produit de réflexions
(théoreme de Cartan-Dieudonné). O
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CHAPITRE 9

GROUPE LINEAIRE SUR R OU C (ASPECTS
TOPOLOGIQUES)



9.1. Groupes topologiques

Définition. — Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie telle que les

applications G x G — G, (g,9") — g9 et G — G, g+ g~ soient continues.

Soit E un espace vectoriel réel ou complexe muni d’une norme | |. L’espace vectoriel
End(E) des endomorphismes de E est muni de la norme associée
u = su u(z)| = max |u(z)|.
lul= s fu(@)] = max Ju(e)
C’est une norme d’algebre (i.e. pour tout (u,v) € End(E)* || uwv <] w |||l v ||). Noter

que cette norme est équivalente a toute autre norme en particulier celle donnée par le
maximum des coefficients dans une base choisie.

Proposition. — Pour la topologie induite sur GL(E) par la topologie métrique de la
norme || |, le groupe GL(E) est un groupe topologique.
Démonstration. — La multiplication est donnée coefficient par coefficient par des formules

polynomiales. Elle est donc continue. C’est aussi le cas du passage a 'inverse si on utilise
I’expression avec le quotient de la comatrice par le déterminant. O

Nous aurons en fait besoin du résultat plus précis suivant.

Lemme. — Si M € End(E) un endomorphisme de norme d’opérateur || A || strictement
inférieure a 1. Alors I — M est inversible. Par conséquent, GL(E) est un ouvert de
End(E).

Démonstration. — Comme || M* ||<|| M ||, la série 3 M" est normalement convergente
donc convergente dans End(E) complet. Sa limite est un inverse de I — A. Si A € GL(FE),
comme A+ M = A(I+ A7 M) et || A72M |<|| A7 |||l M ||, la boule ouverte de centre
A et de rayon || A7 ||7! est un voisinage ouvert de A dans GL(E). O

Corollaire. — Les sous-ensembles {A € GL(E), || A |< C,|| A~ ||[< C} sont compacts
et tout compact de GL(E) est inclus dans un tel sous-ensemble.

Démonstration. — Si K est un compact de GL(F) la fonction continue A —|| A || atteint
son maximum sur K, de méme pour la fonction continue A || A~ ||. Ceci montre la
seconde assertion. L’ensemble {A € GL(E),|| A |< C,|| A | C} Cc {A € End(E) |
| A ||< C} est borné dans M(n). Si A,, est une suite de matrices de {A € GL(E), | A |
I< C,l A7! |< C} qui converge dans End(E) vers A alors par continuité || A ||< C.
Comme || A;! ||< C, il existe une constante strictement positive ¢ telle que pour tout
n, det A1 = (det A,)~! < c. Par conséquent, det A > 1/c et A appartient & GL(F). Par
continuité, || A,;' ||< C. L’ensemble {A € GL(E), || A< C,|| A~! ||< C} est donc fermé
dans End(FE). O

Corollaire. — Le groupe orthogonal O(E, | |) est compact.
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Démonstration. — On peut fixer une base orthonormée de E et identifier le groupe
O(E,| |) des endomorphismes orthogonaux au groupe O(n) des matrices telles que
‘MM = Id. Comme image réciproque du singleton {Id} par lapplication continue M +—
'M M, le groupe O(n) est fermé dans M (n). Par ailleurs, il est dans le borné {A € M(n), |
| Afl<1}. O

9.2. Décomposition polaire de GL(n,R) et de GL(n,C)

Théoréme. — Toute matrice M de GL(n,R) s’écrit de fagon unique comme produit OS
d’une matrice orthogonale O et d’une matrice S symétrique définie positive.
L’application O(n,R) x SDP — GL(n,R) est un homéomorphisme.

Démonstration. —  — Existence : Soit M € GL(n,R). La matrice "M M est symétrique
définie positive. Il existe une matrice orthogonale o et une matrice diagonale D a
diagonale strictement positive telles que "M M = 0Do~'. La matrice S := 0v/Do™! est
symétrique définie positive. La matrice O := MS~! qui vérifie OO = S~HUMMS~! =
omle\/Eflo_l = Id est donc orthogonale.

— Unicité : Montrons que si M = OS alors M et S commutent. ‘MM = S?%. Par
interpolation de Lagrange, on peut donc écrire S comme polyndéme en ‘M M. Si
M = O'S", S’ est aussi un polynéme en ‘M M. Par conséquent, S et S sont deux
matrices symétriques définies positives qui commutent. Elles sont diagonalisables
dans une méme base, avec des valeurs propres positives qui ont méme carré. Elles
sont donc égales.

— Continuité : L’application O(n,R) x SDP — GL(n,R) est donc bijective et continue.
Soit A, une suite convergente dans GL(n,R) vers une matrice A. On écrit A4, =
0,,S,,. Comme le groupe orthogonal O(n) est compact, la suite O,, admet une valeur
d’adhérence, soit O. La sous-suite correspondante S, := O,{lenj converge vers
une matrice symétrique positive S, et on a par continuité A = O, S,. La matrice
Ss est donc (symétrique positive) inversible et donc définie positive. Par unicité de
la décomposition, la suite O,, admet une unique valeur d’adhérence ; elle est donc
convergente ainsi que la suite S,,. La bijection réciproque est donc continue.

O
On montre de fagon analogue le
Théoréme. — Toute matrice de GL(n,C) s’écrit de fagon unique comme produit UH
d’une matrice unitaire U et d’une matrice H hermitienne définie positive.
Comme corollaire on obtient
Corollaire (Décomposition de Cartan). — Toute matrice de SL(n,R) s’écrit

comme produit ODO', d’une matrice O spéciale orthogonale, d’une matrice diagonale D
de déterminant 1 et d’une matrice O" spéciale orthogonale.

Démonstration. — On écrit la décomposition polaire A = 015. Comme S est symétrique
réelle, il existe O, spéciale orthogonale telle que S = O, DO; . n
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9.3. Décomposition de Gramm et d’Iwasawa

On rappelle que B désigne le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures.
A T’aide du procédé de Gramm-Schmidt, on montre

Théoréme (Décomposition de Gramm). — Toute matrice de GL(n,R) s’écrit de
fagon unique comme produit OU, d’une matrice O spéciale orthogonale et d’une matrice
U triangulaire supérieure. L’application O(n) x B — GL(n,R) est un homéomorphisme.

Démonstration. — Soit A € GL(n,R). La matrice A = Mat(Id, B, Bean) est la matrice de
passage de la base canonique vers la base B = (Ag;). Par orthonormalisation, il existe une

base B’ orthonormée adaptée a B. Alors U := Mat(Id, B, B') est triangulaire supérieure
et O := Mat(Id, B, Bean) est orthogonale. Ainsi, A = OU. O

Cette décomposition peut étre affinée en

Corollaire (Décomposition d’Iwasawa). — Toute matrice de SL(n,R) s’écrit de fa-
con unique comme produit ODU, d’une matrice O spéciale orthogonale, d’une matrice
diagonale D de déterminant 1 et d’une matrice unipotente U triangulaire supérieure de
diagonale identité.

On montre de fagon analogue le

Théoréme. — Toute matrice de GL(n,C) s’écrit de fagon unique comme produit UH
d’une matrice unitaire U et d’une matrice U triangulaire supérieure ayant des éléments
diagonaux réels positifs.

9.4. Sous-groupes fermés et compacts du groupe linéaire

Théoréme. — Tout sous groupe compact du groupe linéaire GL(n,R) est conjugué da un
sous-groupe du groupe orthogonal O(n).

Démonstration. — Par la classification des formes quadratiques sur R, il suffit de trouver
une forme quadratique définie positive ¢ sur R” telle que le groupe compact G soit un
sous-groupe de O(q). Matriciellement, on cherche une matrice symétrique définie positive
s (matrice de q) telle que ‘gsg = s pour tout g € G.

On considere l'action a droite du groupe G sur l'espace vectoriel S,, des matrices
symétriques n x n et 'application associée ® : G — GL(S,) C 3(S,), g9 — (s — gsg).
Il suffit de trouver un point fixe s de cette action, qui soit dans ’ensemble SDPFP,, des
matrices symétriques définies positive. Cet ensemble est un convexe stable par ®(G). Si G
est un groupe fini, il suffit de prendre pour s la moyenne des images par les ®(g) d’'un
élément sy quelconque de SDP,. On considere 'orbite de Id sous ’action précédente de
G et son enveloppe convexe dans le convexe SDP,. Puisque GG est compact et ® continue,
puisque l'enveloppe convexe d'un compact est un compact (théoréme de Caractéodory), ce
sont des compacts de SDP,, stables par ®(G). En appliquant le lemme suivant a E = S,,,
on peut conclure O
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Lemme. — Soit G un sous-groupe compact de GL(E), K un compact conveze non vide
de E stable par G. Alors G a un point fixe dans K.

Démonstration. — On fixe une norme euclidienne | [o sur EF et on pose |z| :=
max{|g(z)|o,g € G}, bien définie par compacité de G et continuité de la norme
euclidienne | [o. C’est une norme invariante par G. Soit x # y € E et g € G tel que

| +yl = lg(x +y)lo-

rhyp, 1 1 L=y e+ Iyl
22 = Slo(a + )l = 5@ + L) - 717528 < L

Soit alors z,, € K qui réalise le minimum de | | sur K. Un tel élément est unique
par 'inégalité précédente. Par invariance de K sous le groupe G, on déduit que x,, est

invariant par G. O]
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