Licence 2 Mathématiques 200-2010

% Algebre et Arithmétique 3

Ezamen (premiére session)

Documents, notes de cours ou de TD, téléphones portables, calculatrices sont interdits. Justifiez toutes
vos réponses. Il est bon de relire sa copie...

Durée : 2 heures

Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (5 points)

1 Enoncer le théoreme de Lagrange.

2  Soit G un groupe et a un élément d’ordre k£ dans G . Soit p un entier naturel.
Donner sans justification I'ordre de a? ?

3 Le groupe &3 des permutations de {1,2,3} est-il cyclique ? (justifier)

4  Enoncer le théoréme de la division euclidienne dans k[X].

5 Enoncer le théoréme de la division euclidienne dans Z[i].

Exercice 2 (3 points)

1 Laclasse [51] est-elle inversible dans 'anneau Z/131Z. Si oui, calculer 92 x 51! dans Z/131Z.
Le résultat doit étre représenté par un nombre compris entre 0 et 130.

2 Trouver l'ensemble des diviseurs de zéro dans Z/16Z. (Dans cet exercice on ne considére pas
le 0 comme un diviseur de zéro.) Représenter chaque classe par un nombre compris entre 1 et 15.

Exercice 3 (4 points)

1 On rappelle que le seul polynome irréductible de degré 2 sur Fy est X2 4 X + 1. Montrer que
le polynéme X* + X + 1 est irréductible dans F3[X]. (On pourra admettre le résultat de cette
question et continuer).

2  Onnote A :=F3[X]/ < X*+ X +1 > Panneau quotient de F5[X] par I'idéal engendré par P.
La classe de 3X° 4+ X2 + X +7 est-elle nulle dans A ? L’anneau A est-il un corps ? Comment obtenir
dans chque classe un représentant de degré minimal 7 Combien I’anneau A a-t-il d’éléments ?

3 On note « la classe du polyndéme X dans A. Déterminer o et a'® comme polynémes de
degré au plus 3 en a.

4  Le polyndome X'® — 1 est-il un multiple de X* + X + 1 dans F5[X]?



Exercice 4 (5 points)

1  On considére le code binaire, linéaire engendré par la matrice

1 00110O0O0O0OO0OO0OO0OO0OTGO0O®O
01 00110O0O0OO0O0OO0OO0OO0OO®O0
001001100O0O0O0O0O0TGO0OTQ O
00010O0O11O0O0O0O0O0TO0OTO0
00 0O01O0O0O1T1O0O0O0O0O0OTO0
00 00O0O10O011O0O0O0O0TO0
00 00O0OO0O1O0O01T1O0O0TO0TO0
00 0O0O0OO0OO0OI1O0OO0OT1IT1IQO0TGO0T® O
00 0O0O0OO0OO0OO0OTI1IO0OO0OT1TT1TQO0OT®O0
00 0O0O0OO0OO0OO0OO0OTI1IO0O0OT1TT1TOQO0
00 0O0O0OO0OO0ODOOSODTLTOO0OT11

Quel est son alphabet 7 sa longueur ? sa dimension ? un polynéme générateur ? son nombre de
mots 7

2 Le code est-il cyclique ?

3  Ecrire une matrice de contrdéle. Montrer que la distance du code est au moins 3. Combien
d’erreurs peut-on alors détecter 7 combien d’erreurs peut-on alors corriger ?

4 Lemot (0,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1) est-il un mot de code? Si non, en supposant qu’il
n’a qu’une erreur, écrire le mot de code dont il provient.

Exercice 5 (3.5 points)

Le nombre 613 est-il premier ?

Peut-il s’écrire comme somme de deux carrés?

Calculer 352 modulo 613.

Effectuer la division euclidienne de 613 par 35 + ¢ dans 'anneau Z[i] des entiers de Gauss.
Ecrire 613 comme somme de deux carrés.
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Un corrigé sera disponible sur internet.



