Chapitre 4

La division euclidienne dans I’algébre
K[X] et ses conséquences

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif.

4.1 Geénéralités

Théoréme 4.1 (Division euclidienne) Soit A et B deus polyndmes de K[X) tels que B # 0.
1 eziste un couple unigue (@, B) € K[X]? vérifiant

Aaumefm

(DE) deg(R) < deg(3).

On dit que @ est le quotient ei R le reste de la division euclidienne de A par B,

La démonstration est basée sur le lemme suivant, qui justifie la technique de la division des
polyndmes suivant les puissances décroissantes.

Lemme 4.2 Seit U et V deus polynémes non nuls de K[X] tels que deg(U) > deg(V).
Il eziste un polyndme @ € K|X] fel que deg(U — V@) < deg(lV).

Preuve : Soit ax le coefficient dominant de U7 et &, celui de V. Par hypothése, ona k > q.

On "tue” le mondme arX* en posant v = ax(by) ™! et @ = vX*¢ de sorte que le coefficient

dominant de V@ soit a; et qu'ainsi deg(U — V@) < k. ]

Preuve du théoréme 4.1.

- Existence. Considérons I'ensemble A = {A — BQ |Q € K[X|} C K{X], et soit 7 le plus petit
des degrés des palyndmes de .A. Il existe un polynéme @ € K[X] tel que

deg(A - BQ) =r.
Supposons r > deg{B) = 0. D'aprés le lemme 4.2, il existe @ € K[X] tel que le polynéme
(A-BQ)-B@ =A-BQ+Q)

soil de degré v < r, ee qui est impossible puisque A — B(@ + @) € A
On a donc —o0 < 7 < deg(B).
- Unicité. Soit Q et @, € K[X] deux polynomes vérifiant les inégalités

ﬁ deg(A — BQ) < deg(B),
deg(A — BQ,) < deg(B).
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On en déduit deg((4 — BQ) — {A — BG1)) = deg{B(Q, — @) < deg(B),

ce qui n'est possible que s1 @1 — @ =0.

L'unicité du polyndmes @ implique celle du polynéme R=A — BQ. 0
Retenons que dons la pratique, la division euclidienne des polynémes correspond 4
la division suivant les puissances décroissantes.

Définition 4.1 Soit A et B deuz polynames de K[X], avec B # 0.

1. On dit qgue B est un diviseur ou un fecteur de A, ou que B divise A, ou que A est
divisible par B, lorsque le reste de la division euclidienne de A par B est nul.~

2. On dit que B est un diviseur propre de A si B divise A et si 1 < deg(5) < deg(A).
Proposition 4.3 Soit A et B deus polynémes non nuls de K[X]. On o 'équivalence
{{A divise B) ef (B divise A)} <= (A € K", A= AB).

Preuve : Soit @ et Q' les deux pelyndmes non nuls tels que 4 = @B et B = A, cela donne
A = @A, I'anneau K[X] étant intégre, on en déduit Q'Q = 1, d'oiz deg(Q) = 0. ¢'est-d-dire
qu'il existe A € K" tel que @ = A € K°. ]

Définition 4.2 Soit P = co+ X + - + . X* un polynéme de K[X). Pour cheque a € K, o
valeur de P en o est définie par

Pla)=a+aa+ - +ad e K
On dit qu'un un élément a € K est racine de P si Pla) =0 K.
Le résultat suivant est une premiére conséquence de la division euclidienne dans K[X].

Proposition 4.4 Le polyndme P € K[X| admet a € K comme racine si et sculement ' est
divisible per le polynéme (X — a).

Preuve : Effectuons la division euclidienne dans K[X] de P par B = X — . [l existe un couple
unique de polynomes {Q, R) € K[X)? vérifiant P = BQ + R, et deg{R) < deg(X —a) =1. Le
polynome R est. don¢ constant. Comme B(a) = 0, on a P(a) = Osi et seulement si R=0. O
On en déduit le théoréme suivant, qui joue un role essentiel dans la theorie des corps finis.

Théoréme 4.5 Soit P € K[X] et a1,02,...,a¢ des racines distinctes de P dons K, alors P
est divisible par le polynsme (X — a1)(X —az).. . (X — ;) de degré k.
Il en résulte qu’un polyndme de degré n de K|X] posséde au plus n racines distinctes dans K.

Preuve : Par récurrence. La propriété est vraie pour &£ = 1 d'aprés la proposition 4.4 ci-dessus.
Supposons-la vérifige pour k — 1, alors

PX)={X—a1)... (X —ap_)Q(X).

Comme Plag) = (ar —a1) ... (ax — ap—1)Q{ax) = 0, intégrité de K implique ¢(ax) = 0 donc
QX)) = (X — ax)Q1(x), d'ol le résuliat. : m}
Le théoréme 4.5 reste vrai si le corps K est remplacé par un anncau intégre.

Contrexemple Dans 'anneau (Z/6Z){X], on a I'égalite (X —2)(X —3) = X(X - 5).

Le polynéme P = (X — 2)(X — 3) posséde donc 4 racines distinctes dans I'anneau non intégre
Z/6Z. Pour chacune des racires a; = 0, 2, 3 ou 5, P est divisible par (X — a;). Mais P n'est
pas divisible par le produit des (X — g;), qui est de degré 4.
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4.2 Les idéaux de K[X]

Soit. A € K[X], on voit facilement que 'ensemble {4} = {AQ|Q € K[X|} est un idéal de KiX].
Nous zllons voir que réciproquement, comme dans le eas de Z, la division euclidienne dans K[X]
implique que tout idéal de KjX] est de cette forme.

Rappelons qu'un polynome A € K[X] est dit unitaire si son cocfficient dominant est égal a 1.
Théoréme 4.6 Soif T un idéal de K[X] non réduit ¢ {0}, et soit v > 0 le plus pefit des
degrés des polynsmes non nuls appertenant & I.

1. Pour tout n.&w.mqim AcT dedegrér,ona I = (A}

2. Il eriste un polynome uniteire unique U € T tel que T = {U}.

3. T est un idéal propre de KX si et seulement si v 2 1.

Preuve : L'entier 7 existe d'aprés la propriété fondamentale de N (page 6).
1. Soit A € Z de degré v > 0, et soit P € I. La division euclidienne de P par A g'écrit
P = AQ + R, avec deg(R) < deg{A4) =r.
On voit que R = P — AQ € T, et comme deg{R) < r,ona R=0¢et P = AQ. Cela
montre que Z € {A}. Réciproquement, il est clair que (A) € I.

L

Divisant. A par son coefficient dominant, on obtient un polynome unitaire U € I tel
que I = (U}, Ce polynéme est unique car si U' € T est un polyndme unitaire el que
T = () = {U"}, chacun des deux polynémes U et U’ divise 'autre, il existe X € K* tel
que U = M (cf. proposition 4.3 page 48), les polyndmes U et U” &tant unitaires, on a
nécessairement A = 1 done U = U,

3. Sideg(l) =0, U =1 &7, ee qui équivaut & T = K[X]. O
Remarquons que si T = {0}, on peut écrire T = (0}, ce qui mortre que tout idéal T de KjX]
esl de la forme T = {A).

On pourra comparer la démonstration qui précéde & celle du théoréme 1.3 (page 22}, et le réle
dans les deux cas de la propriété fondamentale de N (page 6).

4.3 Polynomes irréductibles

Définition 4.3 Un polyndme irréductible est un polyndme non constant qui n'admet pas de
diviseur propre. Un polynome non irréductible est aussi dit réductible.

Par exemple, tous les polynames de degré 1 sont irreductibles. Lorsque K = C, ce sont les seuls.
Lotsque K = R, il y a aussi les polynomes de degré 2 de discriminant négatif. Pour d'autres
corps, nous verrons qu'il existe des polynomes irréductibles de degré arbitrairement grand.
On démonire l'exact équivalent du théoréme 1.6 page 23 :

Théoréme 4.7 Soit P un polyndme de degré n > 1, et soit D C N Uensemble des degrés des
diviseurs non constants de P. dlors D # B puisque n € D.

Soit v le plus petit élgment de D et soit A un diviseur de P de degré r, alors A est irréductible.
Cela signifie que tout polynime de degré positif admet un facteur irréductible.

Attention Il est faux de penser qu'un polyndme est irréductible si et seulement s’il
n’a pas de racine. Ainsi

1. Tout polyndme de degré 1 admet une racine, mais est irréductible.
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2. Le polynome (X? + 1)2, de degré 4, n'a pas de racine dans K mais est réductible dans
R[X], le polyntme {X2-+ X +1)%, de degré 6, n'a pas de racine dans F; mais est réductible
dans Fy[X), etc.

On a cependant. I'équivalence suivante dans les seuls cas des polyndmes de degré 2 ou 3.

Proposition 4.8 Un polyndme de degré 2 ou 3 est irréductible dans K[X] si et seulement s'il
n'admet pos de racine dans K.

Preuve : Un polyndme P est réductible si et seulement s'il posséde un diviseur propre, ¢’est-
a-dire un diviseur A vérifiant 1 < deg{A) < deg(P), cela implique deg(P) > 2.

Si on écrit P = AB, alors on a {1 < deg{B) < deg{P) — 1) et {deg(A) + deg(B) = deg(F)).

Si deg(P) < 3, on en déduit (deg{4) = 1) on {deg{B) = 1), donc P admet une racine. )

Exercice 20 -- Montrer que dans Fo[X], le seul polynome irréductible de degré 2est X2 +X +1,
les seuls polyndsmes irréductibles de degré 3sont X3+ X2 +let X2+ X +1.

Exercice 30 — Montrer que dans F3[X], les seuls polyndmes irréductibles unitaires de degré 2
somt X241, X2+ X +2,00 X24+2X +2

4.4 Pged de deux polyndmes

Soit A et B deux polyndmes non tous deux auls de K{X], on vérifie facilement que I'ensemble
I(4,B) = {AU + BV | (U, V) € K[X]?}

est un idéal de K[X). Comme A et B sont éléments de Z(A, B), cet. idéal n'est pas réduit & {0}.

Tl existe d'aprés le théoréme 4.6 (page 49) un utigue polyndme unitaire D € K[X] tel que

I(A,B) = (D).
Définition 4.4 On eppelle pius grand commun diviseur de A et B, ou pged de A ef B, et on
désigne par pged (4, B) Uunigue polyndme unitoire D € K|X] tel que Z(A, B} = (D).

La démonstration des énoncés qui suiveni est quasi-identique & celle des énoncés qui leur cor-
respondent dans le cas de I'anneau Z.

Théoréme 4.9 (Propriété caractéristique du pged) (Cf théoréme 1.8 page 24)
Seit A ¢t B deur polyndmes de K[X] non tous deur nuls. Le pgedde A et B est 'unique
polyndme unitaire D € K[X] tel que

{. D est un diviscur commun de A et B.
2, Tout diviseur commun de A et B divise D.

On dira que deux polyndines A et B sont premiers entre eux si leur seul diviseur unitaire
commun est. le polyname 1, autrement. dit, si leur pged est le polynome 1.

Théoréme 4.10 (Théoréme de Bézout) (CI théoréme 1.9 page 25)
Soit A et B deur polynomes de KIX].
1. Soit D un diviseur commun unitaire de A et B. Alors D est le pged de A et B si at
sculement s'il existe deuz polyndmes U et V dans K[X] tels que

(L AU + BV = D.
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2. En particulier, les polynémes A ct B sont premiers entre eux si ef seulement 5% eziste
deuz polyndmes U et V dans K[X| tels qu'on ait

(2) AU+ BV =1,

Proposition 4.11 (Cf. proposition 1.12 page 26) Soit A et B deus polynémes de K[X], avee
B #0, et soit R le reste de la division euclidienne de A par B, alors

pged (4, B) = peed (B, B).

Ce résultat débouche sur ’algorithme d’Euclide et ’algorithme d*Euclide &tendu pour
les polyndmes, respectivement identiques & leurs homonymes pour les entiers.

Comme dans le cas des entiers, le lemme de Gauss pour les polynémes et la décompesition en
facteurs irréductibles résultent du théoréme de Bézout.

Théoréme 4.12 (Lemume de Gauss ) (Cf. théoréme 1.13 page 27) Soif A, B et C trois
polynémes de K[X]. Si A divise le produit BC et est premier avec B, A divise C.

4.5 Décomposition d’un polynéme en facteurs irréductibles

L’énoncé suivant se déduit du théoréme 4.7 (page 49) d’existence d’un facteur irréductible de la
méme fagon que le Théoréme fondamental de I'arithmétique (page 29) se déduit du théoréme
1.6 (page 23).

Théoréme 4.13 (CL. Théoréme fondamental de l'arithmétique 1.20 page 29)
Tout polynime non nul A € K[X| s'éerit d’une fagon unique & une permutation prés

A= APMPR P
AEK,

ot les polynémes P; sont irréductibles, unitaires et tous distincts,
les entiers a; sont positifs.

Exercice 31 — Décompaser en facteurs irreductibles dans F2[X] le polynome

A=X 4 X+ X+ X2+ X + 1.

4.6 La K-algébre quotient K[X]/{P}

Soit P € K[X] un polynéme ron constant {deg(P) > 1). Comme dans le cas de Z, la relation
d’équivalence module P est définie par

1) V(A A) eKXE, (A=A (mod P)) sict senlement si (A' — A € (P)).
Pour chaque polyndme A € K[X], on désigne par A sa classe d’équivalence modulo P :
A={A€KX||A=A (mad P)} = {A+ PQ|Q e K[X]}.

On désigne par K[X|/{P} I'ensemble quotient de K{X] par la relation d’équivalence (1), c'est-
a-dire 'ensemble des classes module P.
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Proposition 4.14 (CI proposition 3.2 page 37) L'eddition, lo multiplication ef lo multiplica-
tion par un scalaire, définies sur Uensemble quotient K[X/{P) par

A+B = A+B,
V(A, B) ¢ K[XP, AB = 4B,
vacK, eaA = ad,

Jort de KIX)/{P} unc K-algthre dans laquelle I'élément neutre de {'addition est 0, classe du
polyndme 0 € K[X], et U'élément neutre de la multiplication est T, classe du polynome 1 € K[X].

Théoréme 4.15 (CI. théoréme 3.3 page 37) Soit P € K[X| un polynome non constant.

- La classe A € K[X|/(P} d'un polyntme A € K|X] est inversible dans K[X]/{P) si et seule-
ment st A est premier ovee P.

-l en résulte que U'enneav K[X|/(P} est un corps st et seulement si le polynéme P est irré-
ductible dans K[X].

4.7 Représentation de la K-algébre K[X/(P)

Soit. ¢ € Z et soit. » un entier positif. On a vu que la fagon la plus simple de décrire la classe §
dans Z/nZ consiste a écrire § = T, oll 7 est le reste de la division euclidienne de ¢ par n. On
peut dire dans ce sens que Uentier r € {0,1,...,n — 1} représente la classe § modulo n.
On procéde de la méme fagon dans Vannean K[X]/{F}, grice  la proposition suivante.

Proposition 4.16 Soit A et P deuz éléments de KX, on suppose deg{P) > 1. Le reste R de
le division euclidienne de A par P est le seul polynéme de K[X) tef que

R=A (mod P),
ﬁ deg(R) < deg(F).

Preuve : Il est clair que R = A (med P).

L'unicité vient de ce que si &' = R (mod P) avec deg(R’) < deg(P), le polynome R — R est,
divisible par P et deg(R' — R) < deg(P), ce qui implique R — & = 0. O
Notation Pour chaque entier positif n, désignons par K[X]™ le sous-espace vectoriel de K[X]
constitué des polyndmes €@ € K[X) tels que deg(@) < n.

Dans ce qui suit, on pose n = deg(P) = 1.

La proposition 4.16 éronce alors que pour tout A € K[X], 1a classe 4 € K[X]/{P} contient un
seul polynéme appartenanti a ﬁ_uﬁ?ﬂ ce polyndéme est le reste de la division euclidienne de A
par P.

Dans [a suite de ce chapitre, on désigne par ¢ la classe du polyndéme X dans la
K-algébre quotient K[X]/({P}.
Pour chagque polynome A =ag +a1.X +--- + ax.X* € K[X}, posons

Ala) = ag + ma + -+ + qpe® € K[X]/{P),
de sorte que A{e) = A (mod P), el qu'en particulier on a P(e) = 0. Cela permet d’écrire
K[X]/(P} = (A] A ¢ KIX]} = {A(a) | 4 & K[X]}.
Soit A = PQ + R 1a division euclidienne de A par P, de la relation Pla) = 0 il résulte que

Aler) = R{a).
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On en deduit

(1) K[X)/¢P) = {R{a}| R e K[X]™} = {ap+ aia +- - + a10™ ! | €K}
De plus, il résulte de la proposition 4.16 que si R et By € Kix]|™
(2) (Ru{a) = Ra(o)) <= (R = Ra)}.
On déduit de {1) et (2) que la famille {1,e,02,...,0" '} est une base du K-espace vectoriel
K[X]/{P}. On a ainsi démontré 'important théoréme suivant.

Théoréme 4.17 Soit P € K[X] un polynéme de degré n > 1.
1. Tout élément x € K[X]/{P)} s'¢crit d’une fagon et d'une seule sous la forme

, on a I'équivalence

z = R(o), ot R € K[X]™.
2. En tant que K-nigébre, K[X]/{P) est un K-espace vectoriel de dimension n et la famille
{la,0%,..., 0"}
en constitue une base, qu'on appelle lo base canonigue de K[X]/{P).

Exercice 32 - Montrer que le corps € des nombres complexes n’est autre que le corps quotient
R[X]/{X?+ 1}. A quoi correspond dans C la classe cxde X dans R[X]/(X?+1}? La base {L,a}?

4.8 Régles de calculs dans K{X]/(P}

Sous les hypothéses du théoréme 4,17 ci-dessus, chaque élément & € K[X]/{P) s"écrit de fagon
unique x = R{a), avec R € EX_E. L'addition ne pose pas de probléme puisque la somme de
deux polynimes de K[X)"™ appartient & K[X]™, Pour la multiplication, on procéde comme
suit.
Regle de caleul pour lo multiplication Pour multiplier les deuz éléments Ri{0) et Rax{ar)
dans K|X]/{P), on calcule le reste R de la division euclidienne dans K[X] du polynome produit
R fg par F et on écrit
Ri(@)Ra(a) = R(a).

Exemple Supposons par exemple K=Qel P=X*-X +1

QIX]/{P) = {0a® + ba +cla,b,c € Q}.

Soit & effectuer le produit de (o® + o) par (e + 1), on écrit

(1) o +a){@®+ ) =o' +o +o’ + o,

puis XM+ X+ X4+ X=X - X+ DX+ D) +2X+ X -1,
R

on en déduit (0 +a)e®+1)=Rio)=2+a~ 1

On peut aussi réduire 'expression obtenue dans (1) en utilisant la relation
Pla)=o* —a+1=0,
c’est-a-dire @ =a-1,

ce qui donne, en remplagant autant de fois qu'il le faut o® par oo — 1,

(@P+afo?+l)=c'+a’+el+to=alo -1 +a—-1+al+a=2"+a-1



