Chapitre 2
Groupes finis

Dans tonte la suite du cours, on désigne par #E le nombre des éléments d'un ensemble fini E.
Si G est un groupe fini, on rappelle que 'entier #G est appelé ordre de G.

2.1 Les groupes quotients Z/nZ
Définition 2.1 Soit i un entier positif. On dit que deus entiers a et b sont eongrus modulo n
st leur différence (b— a) est multipie de n, ¢’est & dire si (b—a) € nZ. Cette relation est notde

a=b (modn).

La notion de congruence modulo n a &té introduite par Gauss.

Proposition 2.1 Seit n ur entier positif. Le congruence modulo n est une relation d’équive-
{ence sur Z. Soit @ € Z, la classe d'équivalence @ de @ modulo 1 est appelée classe de a modulo
mn, et on a

g={a+nklkecZ}.
Preuve : On retrouve la relation d'équivalence associ¢e au sous-groupe nZ. (Cf. page 12). O

Proposition 2.2 Soit r un entier positif et soit a € Z. Le reste T de lo division euclidienne
de o par 1 est le seul entier vérifiont

(1) ﬁﬂmn {mod n),

t<r<mn.
I en résulte que deur emtiers a ef b sont congrus modulo n si et seulement si le reste de la
division euclidienne de a par n est égal au reste de la division euclidienne de b par n.

Preuve : [} est clair que r = a {mod z). Soit r; un entier vérifiant (1), alors r — 7y est multiple
de mel v — 7| < 7, ce qui montre que r —r; = 0. 0
Rappelons que Padditien du groupe quotient Z/nZ est définie, si a et b sont, deux entiers, par

g+b=a+b
Proposition 2.3 Le groupe Z/nZ est d'ordre n, plus précisément, on @
ZmZ={01....[n-1}

Preuve : Soit a_€ 2, il résulte de la proposition 2.2 que @ € {0,T,...,(n — 1)} et que les
classes 0, T,..., (n— 1} sont toutes distinctes. On remarque que T=0, (n+1)= Tete. O
Proposition 2.4 Le groupe Z/nZ est cyclique {additif}, engendré par 1.

Preuve : Conséquence directe de la définition de P'addition de Z/nZ. ]
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2.2 Généralités sur les groupes finis

D théoréme 9.11 (page 12), on dédnit une propriéié essentielie des groupes finis :

Théoréme 2.5 (Lagrange} Dans un groupe fini, Uordre d'un sous-groupe divise Uordre du
groupe.

Preuve : Soit G un groupe fini et & un sons-groupe de G. On sait d’aprés le théoréme 0.11
{page 12) que les classes d’équivalence modulo H possédent toutes le méme nombre d'¢léments
que H et constituent une partition de G. L'ensemble G étant fini, il n'y a qu’un nombre fini 7
de classes, on en déduit que I'ordre de & est égal & m fois I'ordre de H. -0

L’stude d'un groupe comporte 1'étude de tous ses sous-groupes, le théoréme précédent permet
de cerner la recherche des sous-groupes, un groupe d'ordre 8 par exemple ne possédera pas de
sous-groupe d’ordre 3, 5 ou 7. De méme qu'un groupe ¢'ordre premier ne possédera que ses
deux sous-groupes triviaux.

Définition 2.2 Soit & un groupe fini et soit £ € G. On appelle ordre de = Uordre du sous-
groupe {z) = {zf |k € Z} de G engendré por z.

Notons que le seul élément de & d’ordre 1 est {'unité 1.

Théoréme 2.6 Soit G un groupe fini, soit T € G et soit m 'ordre de z. Alors
1. m divise {'ardre de G.
2. m est le plus petit entier positif tel que x™ = 1.

3. Les éléments 1, z, %,..., z™ " soni lous distincts dans G.
4 (@ ={1,x,2% ...,z 1}
Preuve :

1. Résulte du théoréme de Lagrange.
2. 8i m =1, c’est &vident. On suppose m 2 2, la démonstration se fait en deux élapes.
{a) On montre qu'il existe au moins un entier £ 1 < £ < m tel que rl =1

Soit A={z,2%. a2 C (=),
comme Vordre de {z} est égal & m, il existe an moins deux éléments égaux dans A,

3k, 3¢, 1< k<m, 1<k+¢<m+]1vérifant z* = 2%,

on en déduit i<é<m et z'=1

—_
g

Soit n le plus petit entier positif tel que z™ = 1, il résulte de (@) que (n < £ < m).

Montrons que {z) € {1,z,2% ...,2""'}. Soit en effet k € Z, la division cuclidienne
de kpar ns'8crit k=ng+r, 0<r<n-1, cequidonne

2% = g = (Y = 172" = 2" € {1,x,7%,.. ., 7",
il en résulte m = #(x) < #{1,z,2% ...,2""'} < n, c'est-a-dire , en vertu de (@},
m=#{z) = #{l,z, 2% ..., 2™} =n

Cela démontre 2. et 4.
3. Résulte de Pagalite m = #{l.z.2%,...,z™ 1} O




P. Wassel 33

[i découle du théoréme 2.6 un chapelet de corollaires tous aussi importants les uns gque les
autres.

Corollaire 2.7 Soit G un groupe fini d’ordre n, alors on @ " = | pour tout x € G.

Preuve : Soit m l'ordre de z, et soit k 2 1 I'entier tel que n = mk, alors

LY T O U L 0

Corollaire 2.8 Tout groupe fini G dordre premier p est cyclique et engendré par U'un quel-
conque de ses éléments distinets de 1.

Preuve : Soit £ € G, £ # 1. Comme = € {(z} et 1 € (z), l'ordre m de x est > 2 et divise p,
d'oll m = p, Clest-a-dire (T} = G. o

Corollaire 2.9 Soit G un groupe d’ondre n. Pour chaque entier positif k, soit ac(k) le nombre
des dldments d’ordre k de G, alors on o

n= MQQA&.

dfn

Preuve : On sait que si k ne divise pas n, on a ag(k) = 0. Si d divise r, soit {i;(d) I'ensemble
des éléments d'ordre d de G, alors ag(d) = #8a(d) et tout élément de G appartient 4 un Qg (d)
et un seul. D

Le théoréme suivant est trés utile pour déterminer I'ordre des éléments d’un groupe fini.

Théoréme 2.10 Soit G un groupe fini, soit £ € G et soit m 'ordre de 1.
1. Pour tout entier positif g, on a I'équivalence

[(z9=1) = (m divise q) ]

2. Pour tout entier positif k,

_H&q est d'ordre m/d, ot d = pged (m, k). _

Preuve :
1. Si m divise g, posons ¢ = mg', alors

‘

=™ = (") =19 =1

. Réciproguement, si 29 = 1, soit ¢ = mg’ + r, 0 < r < m, la division euclidienne de ¢ par
m. Alors
1= g — g™+ — Hse..ﬂ.. =1

On déduit du point 2. du théoréme 2.6 (page 32 ) que r = 1.

2. On écrit m = dm' et &k = dk’, de sorte que pged (', &) =1
Soit a 'ordre de 2, de I'égalité (z%)° = z** = 1, on déduit que m divise ko, c’est-a-dire
dm’ divise dk'ar, d'oil ' divise k'@ et m’ divise @ d’aprés le lemme de Gauss.

Réciproquement, (z5)™ = x5 = z%™ = zm¥ = (3™ = 1 donc & divise m’ et
finalement o = m/, [m]
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Attention Bien comprendre le point. 1. du théoréme 2.10 : si z € G et si g est un entier > 1,

Pégalité (x? = 1) n’implique pas que z est d’ordre ¢
mais seulement que 1’ordre de z divise g.

En particulier, soit & un groupe d'ordre n; d'aprés le corollaire 2.7 ci-dessus, tous les éléments
de G vérifient z™ = 1, mais ces &léments ne sont pas tous d'erdre n. Mieux, si G n’est. pas
cyclique, eucun de ses éléments n'est d’ordre n.

L’tmportant corollaire suivant résulte du point 2. du théoréme 2.10.

Corollaire 2.11 Soit G un groupe fini, soit T € G et soit k un entier positif.
Liordre de 1% est égal & Uordre de z si et seulement 5i k est premier avec U'ordre de .

Exercice 20 — Soit G un groupe fini commutatif et soit T et y deux &léments de G, d'ordres
respectifs p et 4. Montrer que

1. Si p et ¢ sont premicrs entre cux, le praduit 2 = zy est d’ardre pq et le sous-groupe de G
engendré par z contient x et y.

2. Il existe un élément ¢ € & dont 'ordre est égal au ppem de p et ¢.

2.3 Groupes cycliques et indicatrice d’Euler

On rappelle gu'un groupe G est cyclique s'il est fini et 8'il existe un élément. g € G, appelé
générateur de G, tel que G = (g}, ce qui équivaut i Pégalité

{ordre de g) = (ordre de G).
On rappelle également que tout groupe cyclique est commutatif.
I.’énoncé suivant est une conséquence directe du théoréme 2.6 {page 32).

Théoréme 2.12 Soit G un groupe cyclique d’ordre n, et soit ¢ € G un généroteur de G.
1. g est d'ordre n.
2. Tous les éléments g° sont distincts pour k=0,1,...,n— L.
5. G= {1k 00 = {l,g,...."'}.
{. En notation additive, rele s'éerit G = {kg|k >0} ={0,g,...,(n - 1)g}.

Corollaire 2.13 Deur groupes cycliques de méme ordre sont isomorphes.

Preuve : Soil G| el (2 deux gronpes cycliques d’ordre =, de générateurs respectifs g; et g.
L’application u de & sur Gy définie par

ulgf) = & si G et Gy sont multiplicatis,
Yk =0, ulkg) = kg i Gy et Gy sont additifs,
ulkg:) = g& 1 G est additif et Gz multiplicatif,

est un isomorphisme de Gy sur Ga. ] 0
Corollaire 2.14 Tout groupe cyclique d'ordre n > 1 est isomorphe ¢ Z/nZ.

Preuve : On 2 vu, proposition 2.4 page 31, que le groupe Z/nZ ost cyclique d'ordre n. O

Exercice 21 — Montrer que les groupes ZMZ et (Z/2Z x Z/2Z) sont commutatifs, d'ordre 4,
mais non isomorphes.
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Définition 2.3 Indicatrice d’Buler {Leonhard Euler, 1707-1783) Soit n un entier positif,
indicatrice d'Euler de n, notée p(n), est définic comme étant égale au nombre des entiers k
vérifiant
n (1=k<n) ef (pged (k,n}=1).
Notons que pour tout entier positif n, on a pged (1,7) = 1, ce qui fait que @(n} > 1.
Exemples

1. Tl est clair que (1) =1, @(2) = 1, (3) = 2. Ete.

2. Sin = 10, les entiers vérifiant (1) sont. 1,3, Tet 9, il y en a 4, done (10) = 4. Remarquons
qile (9) = 6, la fonction i n'est pas croissante.

Nous verrons plus loin (page 41), que I'indicatrice d’Euler (n) se calcule 4 partir de la décom-
position de P'entier n en facteurs premiers. La premidre étape est le résultat suivant.

Proposition 2.15 Seit p un nombre premier. Pour tout entier positif n, on o

"M o=ph— gl — _ a=l _ IW
elp" ) =p" - p (p—1)p a? av.

En particulier, 0(p®) est pair dés que p > 2.
Preuve : Parmi les p* entiers k tels que 1 < k& < 5% il y a p™! muitiples de p, les autres sont

premiers avec p d'aprés la proposition 1.11 (page 25). 0.

Théoréme 2.16 Un groupe cyclique G d'ordre n posside w(r) générateurs distincts, Plus pré-
cisément, si g est un générateur de G, les p(n) générateurs de G sont les dléments ¢*, oit
1<k <netpged (n,k) =1

Preuve : Il résulte du théoréme 2.12 (page 34) que tous les éléments g* sont distincis pour
1 £ k < n, puis du corollaire 2.11 (page 34) que si k 2 1, ¢* est générateur de G st et senlement
si pged (k,») = 1. ]
Transerit en notation additive, le théoréme précédent permet de déterminer les générateurs du
groupe (additif) Z/nZ.

Corollaire 2.17 (Générateurs de Z/nZ) Les @{n) générateurs du groupe Z/nZ soni les
classe k modulo n, ot 1 <k < n et pged (k,n) = 1.

Preuve : Résulte du fait que T est générateur Z/nZ. O
Théoréme 2.18 Soit G un groupe cyclique d'ordre n. Pour chagque diviseur d de n, Uensemble
Us={zeG|zf=1}
est un sous-groupe d'ovdre d de G. Cest le seul sous-groupe d’ordre d de G. Ce sous-groupe cst
cycligue. Il en résulte que G possede exactement p(d) éléments d’ordre d, et que tout Sous-groupe

d'un groupe cyclique est cyelique.

Preuve : Le groupe G étant commutatif, Us est un sous-groupe de G. Il résulte ensunite du
corollaire 2.7 (page 33) que tout sous-groupe d’ordre d de G est contenu dans Uy

Posons n = dn’ et soit g un générateur de G, on a I'équivalence, pour tout entier £ > 1,

{((¢")=g"=1) < (kdest multiplede n=dn'} <> (k est multiple de n').

Les éléments de Uy sont donc g™, ¢*, ..., ¢*" =g" =1.

Ces éléments sont tous distinets car in’ € npour tout i =1,...,d.

Le sous-groupe Uy est done eyclique d’ordre d, engendré par ¢, it posséde par conséquent ip(d)
générateurs qui sont les seuis éléments d'ordre d de Uy done de G.

Daprés le corollaire 2.11 (page 34), ces éléments sont, les ¢™*, oi & est premier avec d. ]
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Exercice 22 — Déterminer les &léments d'ordre 8 du groupe Z/32Z.

Exercice 23 — Contrexemple Soit G le groupe (additif) (Z/3Z x %/3%).
L. Quel est V'ordre de G'7
2. Determiner U = {z € G |3z = 0}.

3. Déterminer l'ensemble des &léments d'ordre 3 de G. En déduire que les conclusions du théo-
reme 2.18 ci-dessus ne s’appliquent pas & un groupe non cyelique, méme s'il est commutatif.

Corollaire 2.19 Pour chaque entier posilif n, on o

(1) n=3 () ’

din

Preuve : Résulte du théoréme 2.18 appliqué an groupe Z/nZ, et du corollaire 2.9 (page 33).0
Le théoréme suivant. donne une caractérisation irés pratique des groupes cycliques, dont nous
ferons usage au chapitre 5.

Théordme 2.20 Soit G un groupe d'ordre n. Pour chaque diviseur d de n, soit

Us={zcCGlzt=1},
ag(d) le nombre d’éléments d'ordre d de G.
Les conditions suivantes sont dguivalentes,
1. Pour chaque diviseur d de n, #U; < d.
2. Pour chague diviseur d de n, ac(d) < w(d).
3. Pour chaque diviseur d de n, ag(d) = p(d).
4. @ est cyclique.
3. Pour chagque diviseur d de n, #Uy = 4d.

Preuve : Notons que si G n'est pas commutatif, I, n'est pas nécessairement un Sous-groupe.
1 = 2. 8i wgld) > 1, il existe un élément = € G d'ordre 4, done z € Uy, et il résulte du
théoréme 2.7 {page 33) aue (2} € Uy, ol #{z} = d < #U. Sous Phypothése 1., on en
déduit d = #Uy, done {z) = U,.

Le sous-groupe {x) posséde ¢(d) générateurs d'aprés le théoréme 2.16 (page 35), et I'égalité
{z) = Uz implique que ce sont les seuls éléments d’ordre d de G. On en déduit ag(d) = w(d).
Autrement dit, ou bien ag(d) = 0 ou bien agld) = p(d), d'ol agld) < @(d).

2 = 3. Lc corollaire 2.9 (page 33) et le corollaire 2.19 ci-dessus impliquent I'égalité

n= aold) =3 ¢ld).
d/n dfn
De cette sgalité et de la condition 2., on déduit que pour tout diviseur d de n, on a
ag(d) = pld).

3 = 4. Pour d = n, on déduit de 3. que ag(n) = @(nr) > 1, le groupe G posséde done un
élément d’ordre n, il est eyclique.

4 = 5. Clest le théoréme 2.18 (page 33).

5 = 1. Evident. a0
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