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EXERCICES DE GEOMETRIE BIRATIONNELLE

1. PROLONGEMENT REGULIER D’ UNE APPLICATION RATIONNELLE

1) En quels points du cercle z? + y? = 1, la fonction rationnelle (1 — y)/x est-elle réguli¢re
(c’est a dire localement donnée comme fraction avec un dénominateur localement sans zéros) ?

2) L’application rationnelle [X : Y : Z] — X/Y se prolonge-t-elle sur la courbe d’équation
ZX? = Y en un morphisme régulier  valeurs dans P! (c’est & dire localement donné par deux
polyndmes homogenes de méme degré sans zéro commun) .

3) Et sur la courbe d’équation ZY? = X*(X —~ Z) ?

2. MORPHISME BIRATIONNEL NON BIREGULIER

Soit f(x,y) = ¥* — 23 et ’application ¢ : C — C; donnée par (t) = (£, *).

1) Déterminer le noyau et I’image du morphisme ¢* entre anneaux de fonctions polyndmiales.
2) L’application ¢ est-elle birationnelle ?

3) L’anneau des fonctions polyndmiales sur C'y est-il intégralement clos ?

4) L’ application y est-elle un isomorphisme de courbes ?

3. RATIONALITE ?

1) Soit f € C[X]. La courbe d’équation y = f(z) est-elle irréductible, lisse, rationnelle ?

2) Montrer que le corps des fonctions rationnelles de la courbe d’équation y2 = (z—1)*(z~2)
est isomorphe au corps C(t).

3) Montrer que le corps des fonctions rationnelles de la courbe d’équation y? = z{z—1){z—2)
n’est pas isomorphe au corps C(£).

4) Soit f,, et f,_, deux polyndmes homogenes de degré respectif n et n — 1. La courbe
d’équation (f, + fn—1 = 0) supposée irréductible est-elle rationnelle ?

5) La courbe donnée en coordonnées polaires par r = sin 36 est-elle rationnelle ?

4. NON RATIONALITE

On considere la courbe affine C, d’équation 2™ + y™ = 1. Soit a une application rationnelle
de C dans Cy, donnée par deux fractions rationnelles (¢(t), ¢(t)). On écrit p = p/rett = q/r
avec p, ¢ et r trois polynémes premiers entre cux.
1) Montrer que p™~! divise gr’ — r¢'. - digf < dag @ 4 digR -4
2) Montrer que si n > 3 alors I’application a est constante. Conclure.  # 49 f< duy Q
" -2 < - 7o)
5. CALCUL DE DEGRE CANONIQUE \ HnP sl <

A T’aide de la fonction rationnelle y = Y/Z déterminer le degré canonique de la courbe
d’équation ZY? = X%(X + Z).
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