Chapitre 1
LES NOMBRES COMPLEXES

1.1 Introduction
Dans ce chapitre comme dans la suite du polycopié, nous utiliserons les symboles suivants :
1. Symboles ensemblistes

e < : appartenance ; si F/ est un ensemble, x € E se lit : “x appartient a E”.

e C : inclusion ; si F et F' sont deux ensembles, FF C E se lit : 7 F est inclus dans
E7 ; il ne faut pas confondre ce symbole et le précédent, le symbole d’inclusion sert
uniquement a comparer des ensembles ; ainsi la propriété x € E s’écrit également
{z} C E, ou {z} désigne le sous-ensemble de E ne contenant que I’élément x.

e () : ensemble vide.
e N : intersection.

e U : réunion.
2. Connecteurs binaires

e — : implication ; si P et () sont deux assertions, P = () est une nouvelle assertion,
qui se lit :” P implique Q)”.

e < : équivalence ; si P et ) sont deux assertions, P <= () est une nouvelle
assertion, qui se lit :” P équivalente a (). La distinction entre cette notion et celle
citée ci-dessus étant une des bases du raisonnement mathématique, il faudra étre
extrémement attentif a ’emploi de I’'un ou I'autre symbole.

3. Quantificateurs

e VYV : pour tout ; Vo € E... se lit :“Pour tout x appartenant a F...".

e J: il existe; dr € E... se lit :“Il existe x appartenant a F...".

Nous nous bornerons ici a employer les symboles ci-dessus comme de simples notations. Pour
leur utilisation plus poussée, et pour les techniques de démonstration associées, nous renvoyons
le lecteur au module UE3-MIAS-MASS. Il faut cependant se rappeler qu’il ne s’agit en aucun cas
d’abréviations ; ces symboles ne doivent jamais apparaitre dans une phrase en langage courant.
Pour caractériser les éléments d’'un ensemble, on utilisera aussi la notation (non canonique !) :
| qui se lit "tel que” : par exemple, {x € R |2 > 0} est RT.



1.2 Rappels

L’ensemble C des nombres complexes est ’ensemble qui :
e Contient tous les nombres réels

e Est muni d'une addition et d’une multiplication vérifiant les mémes propriétés que les
opérations correspondantes de R

e Contient un nombre i tel que 2 = —1
e Est constitué de tous les nombres z = a + b, avec a et b dans R.

Remarque : Il est impossible de comparer deux nombres complexes : si z et 2z’ sont deux
complexes, 'expression ”z plus grand que z’” n’a pas de sens ; il est en particulier absurde de
parler de complexes positifs.

1.2.1 Vocabulaire

Soit z un complexe. L’écriture z = a + b, (a,b) € R? est dite forme algébrique de z.

a est la partie réelle de z, notée Re(z). Si a =0, on dit que z est imaginaire pur.

b est la partie imaginaire de z, notée Im(z). Si b =0, z est un réel !

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie

imaginaire.
Le conjugué de z est le complexe z défini par Z = a — ¢b. On utilise fréquemment les propriétés
2=z z€R et z=—2z < z €iR (c’est a dire z imaginaire pur).

1.2.2 Représentation géométrique

Soit z = a + ib, (a,b) € R* un nombre complexe. Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O; 1, 7), on peut associer a z le point M (a,b). On dit que M est ["image de z. Réciproquement,
a tout point M (a,b) du plan, on peut associer un unique complexe z, défini par z = a + ib, z
est appelé affize de M ; on dit aussi que z est 'affixe du vecteur OM.

b M(z = a+ib)

<




1.3 Module et argument

1.3.1 Définition, propriétés

Soit un nombre complexe z = a + ib, (a,b) € R® Le module de z, noté |z| est défini par
|z] = Va? + b2 =2z

I1 vérifie les propriétés :

o z2|=0&2=0
o |22/ = |z][2/]
1

) 1
o siz#0, \;|: Bk

D’autre part, si z est réel, le module de z est sa valeur absolue.

Soit z un complexe non nul. On appelle argument de z, noté arg(z), n'importe quelle mesure
en radians de I'angle (, OM ), o M est I'image de z dans le plan. L’argument est donc défini
a 2km pres, k € Z.

0 n’a pas d’argument.

Soient z et 2z’ deux complexes non nuls, si 6 est un argument de z et # un argument de 2/, on
a:

o arg(zz') =0+¢
z
=00
° arg(zl)
o arg(z) = —0,arg(—z)=0+m7

T
e 2 est réel si et seulement si = 0 (), 2z est imaginaire pur si et seulement si 6 = — ().

2

Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme module et deux de leurs arguments
different d’un multiple entier de 2.

1.3.2 Complexes de module 1. Forme exponentielle

Géométriquement, on a |z| = OM, ou M est l'image de z ; donc |z| = 1 si et seulement si
I'image de z appartient au cercle de centre O et de rayon 1, dit cercle trigonométrique. Si 0 est
un argument de z, on a dans ce cas z = cosf + isiné, que I'on note z = .
L’ensemble des complexes de module 1 est U = {¢|0 € R}.

. z
Si z est un complexe non nul, alors ﬂ est un complexe de module 1, donc en posant p = |z|,
z

et 0 = arg(z), z s’écrit : z = pe®. On appelle cette écriture la forme exponentielle de z. (Pour
les propriétés de celle-ci, consulter un livre de terminale. .. )

1.4 Racines carrées d’un nombre complexe

1.4.1 Calcul des racines carrées

Soit z un complexe non nul, on cherche & résoudre 1'équation w? = 2.

On peut écrire w et z sous forme cartésienne et identifier : si z = a 4 b, (a,b) € R? et
w=a+if, (o, 3) € R? on obtient a? — % = a et 2a3 = b. Mais on a également, d’apres
I’égalité des modules, o? + 3% = va? + b2.



Lorsque z est réel (c’est a dire b = 0), on obtient les solutions w = ++/a sia > 0 et w = +iy/—a
sia < 0.

Lorsque z n’est pas réel, on obtient deux valeurs opposées de «, dont on déduit deux valeurs
opposées de [3.

On peut aussi employer la forme exponentielle : en écrivant z = re? et w = pe’®, on obtient

r=p’et 0 =2a(2r). Dol p = /1 (car p est positif), et a = 3 (7). On retrouve comme
précédemment les deux racines opposées.

Exemple : Calculer les racines carrées de z = 2 + 2.
Posons w = a + i3 et résolvons w? = z. On obtient les équations : o — 32 = 2, a? + % = 2V/2,

1
203 = 2. On en déduit qu’une racine de z est w = \/1 + V2 + i——
V1+v2
Mais on peut aussi écrire z = 2v/2¢'7, et en déduire que les racines carrées de z sont 7 = 2i¢is

et —7. On peut de plus noter que 7 = w, car tous deux ont une partie réelle positive.
Remarques :

, et lautre est —w.

e [l faudra choisir la méthode la mieux adaptée en fonction du complexe z dont on veut
calculer une racine. On utilisera en général la seconde si la forme exponentielle de z est
évidente, et la premiere sinon.

e Il est interdit d’utiliser la notation \/ pour exprimer une racine carrée d’'un nombre com-
plexe, car il ne s’agit pas d’une fonction sur C.

1.4.2 Equation du second degré a coefficients dans C

On veut résoudre 'équation az? + bz +c = 0, ou a, b, ¢, et z sont des complexes, avec a # 0.
Comme dans le cas réel, on la met sous forme canonique :

b\’ b? — dac 0
<Z+2a> < 4a? >_ '
Pour résoudre cette équation, on introduit une racine carrée de A = b? —4ac ; on calcule celle-ci
en utilisant 'une des méthodes du paragraphe précédent. Soit w une telle racine, les solutions
de I’équation sont donc :
—b+w —b—w

et Z9 =
2a 2a

21 =

Théoreme 1 Une équation du second degré dans C admet toujours deux racines, distinctes ou
confondues.

Remarques :

e Sia, b, c sont des réels et si A < 0, les deux solutions sont conjuguées (vérifier).

—b c
e La somme des racines est encore S = z; + 2o = — et le produit P = 21290 = —
a a
Exemple : Résoudre dans C I'équation 2% — (5+ 3i)z + 7i +4 = 0.

On a A = 2i, une racine de A est donc w =1+ 4, d’ou les solutions : 23 =2+ 1 et 29 = 3 + 2i.

1.5 Racines n-iemes d’un nombre complexe

Soient w et z deux nombres complexes, on cherche a résoudre 1’équation d’inconnue w : W™ = z,
avec n € N*. Pour n > 2, on utilisera le plus souvent la forme exponentielle.



1.5.1 Racines n-iemes de ’unité

Pour résoudre w” = 1, on emploie la forme exponentielle : w = pe™®, 1 = €, d’ott 'équation

. : s

pre™™ = e on obtient donc p" =1 et na =0 (27), dott p=1 et a = 0 (—). Les solutions
n

sont donc les complexes de la forme w; = ei%Tw, ou k est un entier relatif. Combien y a-t-il de
2km

solutions distinctes 7 A chaque valeur de k correspond une valeur de o : @« = ——, mais a deux

valeurs de k différant de n correspondent deux valeurs de « différant de 27 et re?)résentant donc
le méme nombre complexe : Vk € Z, wy, = wiiyn. Il v a donc au plus n solutions distinctes ;
de plus les solutions obtenues pour k£ = 0,1,...,n — 1 sont bien toutes différentes. On obtient
donc le théoreme :

Théoréme 2 Soit n € N*. L’équation w™ = 1 admet n solutions distinctes dans C, appelées

. -\ . . . j 2km
racines n-iemes de l'unité. Ce sont les wy définis par : wy = e n avec k € {0,1,...,n—1}.
Exemples :
e Sin=2 wy=1,w =—1
- 270 -4

e Sin=3,wy=1,wi=¢€"3,wy=¢"3

. , 2 1 V3 , in
Ce cas est a connaitre absolument ! On note j = e = —3 + zg conajl=7= s

Il faut donc retenir : les racines cubiques de 1'unité sont 1, j et j2.

I

I
.
I
Q)
[V

) , . .
e Sin=4, wy=1,w=1=¢€"2,wy=—1=¢€"", ws

Théoreme 3 Les images des racines n-iemes de l'unité forment un polygone réqulier a n cotés,
tracé sur le cercle unité, et dont l’'un des sommets est le point d’affixe 1.

Soit un complexe w # 1. On a :

1_ n
4w+ +uw" = u

1—w

donc si w™ =1, le membre de gauche de 1’égalité est nul.
D’autre part w;, = w'f , donc wy + wy + -+ + w,—1 = 0. On obtient donc le théoreme suivant :

Théoréme 4 Siw est une racine n-ieme de ['unité, avec w # 1, alors 1+w+w?+---+w™ 1 = 0.
En particulier, la somme des racines n-iemes de ['unité est nulle.

Remarque : A retenir : 1+ 5+ 52=0.

1.5.2 Racines n-iemes d’un complexe non nul

On veut généraliser I’étude précédente, et résoudre 1’équation d’inconnue w : w" = z, ou 2

est un complexe non nul (on écarte le cas z = 0 car, de maniere évidente, seul 0 est dans ce

cas solution) . On procede comme au paragraphe ci-dessus, avec les formes exponentielles ;
, . . ' : . i 1 6 2w
I'équation devient : p"e™* = re, d’oti on tire p = rn, et a = — (—).
n
Théoréeme 5 Soit n un entier non nul. Tout complere non nul z = re? admet n racines

n-iemes distinctes dans C, qui sont les uj, = (‘/Fei(%+%7ﬂ), avec k € {0,1,...,n—1}.



Remarque : On obtient toutes les racines n-iemes d’un complexe non nul en multipliant 1'une
quelconque d’entre elles par toutes les racines n-iemes de 'unité. (Vérifier)
2+ 2iv/3

V3+i -
On met tout d’abord z sous forme exponentielle. On obtient z = 2e's. D’ou les racines qua-
triemes de z :
U, = 2iei%, U = 27e

Exemple : Calculer les racines quatriemes de z =

- 137

i . - 257 - 371

137 1 ;257 1 ,;3Tm .
24 = qUg, Uy = 29€' 22 = —ug, ug = 21e' 22 = —iuy.



Chapitre 2

GENERALITES SUR LES
FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE
VARIABLE REELLE

L’étude générale d'une fonction numérique de la variable réelle a été abordée en Terminale.
Nous nous contenterons ici de brefs rappels et d’éléments nouveaux concernant les limites, les
branches infinies et les fonctions réciproques.

Nous vous invitons cependant a revoir soigneusement dans votre cours de Terminale ce qui
concerne les axes de symétrie du graphe d’une fonction, le calcul de limites, la continuité, la
dérivabilité, le calcul de dérivées et I'étude des variations d’une fonction.

2.1 Notion d’asymptote

2.1.1 Définitions

Soient I C R, une fonction f : I — R, et C; sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

e C; admet une branche infinie si I'une au moins des coordonnées de 1'un de ses points peut
devenir, en valeur absolue, arbitrairement grande.

e Dans un repere (O,7,)), soit M (x, f(x)); si la droite (OM) a une position limite (Od)
quand M s’éloigne a U'infini sur Cy, la direction (Od) est dite direction asymptotique de

cy.

e Deux courbes représentatives Cy et C, sont dites asymptotes en 'infini si :
lim [f(x) — g(x)] = 0 (ici oo désigne +00 ou —o0 ).

e Silim f(x) = oo, la courbe C; admet une asymptote verticale d’équation = = a.

r—a

Exemple : Considérons les fonctions définies par:

f: 2 — 2)(1+e™
2

g: T — x
. . B _ 7 2 -z _
Cy et C, sont asymptotes en 400, car xganoo(f(x) g(x)) IEIEOOZE e 0.
Si f est une fonction donnée, on s’intéresse plus particulierement aux droites asymptotes a sa
courbe représentative Cy, et aux éventuelles directions asymptotiques de celle-ci.



2.1.2 Recherche pratique

e Si }311% f(z) =00, Cyadmet une asymptote verticale d’équation = = a.

e Si lim f(x) =b, C; admet une asymptote horizontale d’équation y = b.

T—00

Exemple : z — 2 + ] admet la droite d’équation x = 1 pour asymptote verticale, et la

x —_—
droite d’équation y = 2 pour asymptote horizontale.

y=2

_\
J
[

=4

Dans le cas ou lim f(x) = oo, on recherche une éventuelle direction asymptotique en étudiant
r—00

le coefficient directeur /(@) de la droite (OM), avec M (x, f(x)) un point de Cy :
x
e Si lim @ = oo alors la droite (Oy) = d est direction asymptotique. Mais la droite

T—00

passant par M de direction d s’éloigne a l'infini avec M € Cy. On dit que C; admet une
branche parabolique de direction asymptotique (Oy).
Exemple : z — 22




e Si lim @

Tr—00 X

= a alors la droite d d’équation y = az est direction asymptotique.

— si lim [f(2) — ax] = b la droite passant par M de direction d a pour limite la droite
d’équation y = ax + b qui est asymptote a Cy.

3 2
Exemple : Soit f: 2z — f(x) = ’ +x. On a
x+1
lim f(x) =4ocoet lim (@) = 3.
T—+00 r—+00
On calcule alors lirf (f(x) — 3z) = =2, et la droite d’équation y = 3x — 2 est donc
asymptote a Cy en +oo.
y = f(z)
Yy =3r — 2
T
0 7
— si lim [f(2) — az] = oo alors Cy admet une branche parabolique dans la direction

asymptotique d.

Exemple : La courbe représentative de la fonction f définie par f(r) = x — y/r admet une
branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équation y = .

Remarque : Cette liste n’est pas exhaustive : il existe encore d’autres types de branches
infinies.

Exercice : Trouver une fonction f telle que mkllloo f(x) = 400 et qui n’entre pas dans le cadre

précédent.

2.2 Dérivation

2.2.1 Fonctions dérivables
Définition
f(x) = f(a)

r—a
x tend vers a. Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f au point a et notée f'(a).

Une fonction réelle f est dite dérivable au point a si admet une limite réelle quand



Interprétation graphique

f(x) — f(a)
r—a
pente de la droite (AM) avec M (z, f(x)). Quand M tend vers A sur Cy, la droite tend vers une
position limite : c’est la tangente a C; en A. La tangente a pour pente f’(a) et passe par A, et

a donc pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a).

Soient f dérivable en a et A(a, f(a)). Le taux d’accroissement de f en a, , est la

|

Remarques :

xTr) — a

e Si fest définie sur [a,a+af et si lim f@) ~ fla)
z—a r—a

a droite en a (demi-tangente). Si les nombres dérivés a droite et a gauche sont distincts,

f n’est pas dérivable en ce point et on a un point anguleuz.
Exemple : x — |z| n’est pas dérivable en 0.

existe dans R alors f est dite dérivable

y = |z

=y

e Si le taux d’accroissement tend vers +o00, la (demi-)tangente est parallele a I'axe (Oy).
Exemple : x —— /z admet une demi-tangente verticale en O.

10



!

Théoreme 1 5i f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Remarque : Attention, la réciproque est fausse !!! (voir x — |z| ).

Démonstration :  Posons 7(x) = w. Alors f(z) — f(a) = (z — a)7(x) et donc :
lin(f(2) — (@) = 0.

Fonction dérivée

f est dite dérivable sur I'intervalle ouvert I si f est dérivable en tout point de I. On note

d

f'ix— f'(x). f"est aussi parfois noté d—f (notation différentielle de Leibniz).
T

Remarques :

e On dit que f est dérivable sur [a,b] si f est dérivable en tout point de |a,b[ et f est
dérivable a droite en a et a gauche en b.

e Soit f dérivable sur I. Si f’ est continue sur I, on dit que f est continiment dérivable sur
I ou encore que f est de classe C! sur I.

e Soit f dérivable sur I. Si f’ est dérivable sur I, on définit la dérivée seconde de f, notée
f”, comme étant la dérivée de [’ sur I.

e On dit qu'une fonction f est de classe C™ si elle est indéfiniment dérivable.

Nous vous invitons ici a revoir les formules de dérivation des produits, quotients
et composées de fonctions ainsi que les dérivées usuelles, et a vous entrainer au
calcul de dérivées.

2.2.2 Extremum

Soient f une fonction définie sur un intervalle [ et xy un élément de I. On dit que :

e f admet un minimum relatif en xy s’il existe un intervalle ouvert et non vide J contenant
xo tel que : J C et Vo e J f(x) > f(xo).

e f admet un maximum relatif en z( s’il existe un intervalle ouvert et non vide J contenant
xo tel que : J C T et Vo e J f(z) < f(xg).

11



e f admet en xy un extremum relatif si f admet en xy soit un maximum, soit un minimum.

Exemple : La fonction f : R — R | f(z) = |2#? — 4] admet un maximum relatif en 0 et un
minimum relatif en 2 et -2.

Théoréme 2 Soit f définie sur|a,b[. Si f admet en xqy de ]a,b] un mazimum ou un minimum
et si f est dérivable en xqy , alors f'(zg) = 0.

Ce théoreme signifie donc que les extrema d’une fonction dérivable font partie des points
d’annulation de la dérivée. La réciproque est fausse. Par exemple, la fonction f : z +—— 2°
est dérivable sur R et n’admet pas d’extremum sur R et ce bien que f'(0) = 0.

2.2.3 Limites de la dérivée

Théoréme 3 Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b]. Si f' est continue sur |a,b| et si
lim f'(x) existe dans R, alors f est dérivable a droite en a et fi(a) = lim f(z).

r—a

1
Remarque : La fonction définie par f(x) = x?sin(=) si z # 0 et f(0) = 0 est dérivable en
x
0, mais f’ n’admet pas de limite en 0.

Il est donc souvent plus simple d’étudier directement le taux d’accroissement de f que d’appli-
quer ce théoreme.

2.2.4 Regle de I’'Hospital

. . : o 0
Le théoreme suivant permet de lever, dans certains cas, I'indétermination de la forme 0

Théoreme 4 Soient [ et g deux fonctions continues sur un intervalle ouvert I contenant a
et telles que f(a) = g(a) = 0. On suppose de plus que f et g sont dérivables sur I\{a} et
/

que ni g ni g’ ne s’annulent sur I\{a} alors si lim f/éxi =1, avec | fini ou infini, on a aussi
z—a g'(x

lim LI) =[.

w=a g(x)

Exemple : Calculer _

(& (&

z—Z cosT — sinx
On a ici ,
fl(x) €T sinx + e cosx

g'(x) sinx + cos T

On en déduit que
f'@) o e

=ez2 =1
xr—

=

g(x)

INH

Remarques :
e On peut également appliquer cette regle pour calculer une limite en 'infini.

e Attention, il est parfois nécessaire d’appliquer cette regle plusieurs fois consécutives ; c’est

le cas dans l'exercice suivant : |
. . . sinz—x —

Exercice : Vérifier que lim ——— = —.
z—0 sin’x 6



!/
e Le théoreme précédent a cependant ses limites : il peut arriver en effet que — n’admette
g

pas de limite, et ce, bien que = en ait une.

1
Exercice : Le vérifier en 0 pour : f(z) = 2?sin(=) sixz # 0 et f(0) =0, et g(x) = sin .
T

2.3 Fonctions réciproques

2.3.1 Existence et premieres propriétés

Théoreme 5 Si f est une application continue et strictement monotone sur l'intervalle I, alors
f(I) est un intervalle et f est une bijection de I dans f(I). Il existe alors une fonction notée
7Y définie de f(I) dans I et appelée fonction réciproque de f telle que, pour tout x € I et tout
y € f(I)

FN) =2 <=y = f(x)

Premieres propriétés des fonctions réciproques

e La courbe représentative de f~! dans un repeére orthonormé est la symétrique de celle de
f, par la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = = (appelée premiere
bissectrice).

En effet, au point M(z,y = f(z)) de Cy correspond de maniere unique le point :

M'(y,x = f(y)) de Cj-1.

e Si f est impaire, f~! est impaire. Cela résulte du point précédent puisquune fonction est
impaire si et seulement si sa courbe représentative est symétrique par rapport a 'origine.

Exemple : Soit f définie sur [0, +oo[ par f: z — 2

Alors f est continue, strictement croissante sur [0,4o00[ , et f([0,400[) = [0, +o0[. f admet
donc une réciproque, définie sur [0, +o00[ : c’est 7!z (/T
Le graphe de f~! se déduit de celui de f par symétrie par rapport & la premiére bissectrice:

7

U

=1

Plus généralement, si n € N* | on peut définir sur [0, +oo[ la réciproque de x +— z" ; c’est
I’application z — T , dont on obtient ainsi le graphe.
Remarque : Si f est involutive sur I, c’est a dire si fof = Id; , alors Cy est symétrique par

1
rapport a la premiere bissectrice ( exemple : z — — ).
x

13



2.3.2 Continuité et variations

Si f est continue et strictement monotone sur U'intervalle I alors f~! est continue et strictement
monotone sur U'intervalle f(I). De plus, f et f~! ont méme sens de variation.

2.3.3 Dérivabilité

Théoreme 6 Si [ est continue et strictement monotone sur ['intervalle I et si f est dérivable
au point xo de I avec f'(xzo) # 0, alors f~1 est dérivable en yo = f(xq) et on a :

1
= (wo) =
S = )
) . . 1) — (o) Tz
Démonstration : Soit A = alors A = ———ouy = f(x) et yo = f(xg).
Y=Y f(z) = f(zo) (@) ’ (@)
Or f~! est continue en yy (car f dérivable en g y est continue) et donc  tend vers zy quand
T — X9

y tend vers yp . D’ou : lim A = lim

¥=10 s—z0 f(z) — f(20) :1 Flxo)

Remarque : On retiendra la formule: (f~!) = Frof1

ou, plus simplement, en utilisant la

notation de Leibniz : @ = i
dy dy
dx

Interprétation graphique

La tangente au graphe de f~! en M'(y,, z,) est la symétrique par rapport a la droite d’équation
y = = de la tangente au graphe de f en M(xz,,y,). Les pentes de ces deux droites sont donc
inverses 1'une de l'autre (ce qui correspond exactement au résultat établi dans le théoreme ci-
dessus) ; on peut méme retenir que la symétrie transforme une tangente horizontale en tangente
verticale, afin de visualiser le probleme de dérivabilité de f~! aux points ou f’ s’annule.

Exemple : Reprenons I'exemple ci-dessus. f : x — x2 est dérivable sur [0, +-00[ ; mais sa dérivée
s’annule en = 0 ; donc f~! : 2 +— /x est dérivable sur ]0, +o0o[ , sa dérivée étant donnée par :

1
(f1y = , et le graphe de f~! admet une tangente verticale en 0.

fofTt T e

2.4 Concavité

2.4.1 Définitions
e Un ensemble de points du plan E est dit conveze si VM, N € E,[MN| C E.

e Une fonction numérique f est dite convere sur l'intervalle I si dans un repere (O,7,7),
I'ensemble {(z,y)|z € I et y > f(x)} est convexe (cela revient a dire que sur I, tous les
points M, N de Cy sont tels que la corde [MN] est au dessus de 'arc MN). f est dite
concave si — f est convexe.

Propriété : Une fonction numérique f est convexe sur l'intervalle [ si et seulement si :

Démonstration :  Soient M(y, f(y)), N(x, f(z)) € C;. Un point P est sur la corde MN si et
seulement si MP = tMN avec 0 <t < 1. L’abscisse de P est donc :
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xp=tx—y)+y=tr+ (1—1t)y et son ordonnée yp =tf(z)+ (1 —1)f(y). D’ou le résultat en
vertu de l'interprétation géométrique.

Exemple : f : z +— 22 est convexe sur R. Graphiquement, il semble que la courbe représentative
de f se situe sous sa corde et on vérifie, a ’aide de la définition, que f est bien convexe :

Y(z,y) € R? , Vvt €[0,1] , on a:

(tz + (1 —t)y)* —tz> — (1 —t)y? =222+ (1 —t)*y* + 2t(1 — t)zy — tz* — (1 — t)y?
=t(t — 1)(2* + y* — 2zy)

On a donc bien ici: f(tx+ (1 —t)y) —tf(z) — (1 —1t)f(y) =t{t —1)(x —y)* <0 (car t € [0, 1]).
Remarques : x — ax + b est a la fois convexe et concave.

On a pu remarquer dans l'exemple traité ci-dessus que la définition fournit un critere difficile a
employer ; on utilise donc plutot dans la pratique les résultats du paragraphe suivant, donnant,
sous certaines hypotheses, des conditions suffisantes pour qu'une fonction soit convexe.

2.4.2 Concavité et dérivabilité

Théoréme 7 Si f est dérivable sur [a,b] et si ' est croissante sur [a,b] alors f est conveze
sur [a, b].

Conséquence pratique :
Si f est deux fois dérivable sur [a,b] et si f” > 0 (respectivement f” < 0) sur [a,b] alors f est
convexe (respectivement concave) sur [a, b].
Si f” s’annule en changeant de signe, il y a changement de concavité. Le point correspondant
est appelé point d’inflexion.

Propriété :
Si f est dérivable et convexe sur [a, b] alors la courbe représentative de f est sur [a, b] au dessus
de chacune de ses tangentes.

Conséquence : En un point d’inflexion, la courbe traverse sa tangente.
Pour tracer le graphe d’une fonction f, il est parfois tres utile de connaitre sa concavité, et en
particulier de placer ses points d’inflexion. On calcule donc la dérivée seconde de f, et on étudie
le signe de celle-ci, en déterminant les points ou elle s’annule. Attention, si la dérivée seconde
s’annule sans changer de signe, il n’y a pas de point d’inflexion.
Exemples :

e Soit f:x+ 2, ona:f’(x) = 122% , donc f” s’annule en 0, mais C; n’a aucun point
d’inflexion ( f est convexe sur R).
Une fois déterminés les points d’inflexion, il faut faire clairement apparaitre ceux-ci sur le
graphe, en placant en particulier la tangente correspondante.

e Soit f:x+ 2%, ona: f’(z) = 6z, donc f”’ s’annule en changeant de signe en 0; le

graphe de f possede donc un point d’inflexion en 0(0,0). De plus, la tangente en ce point
est horizontale, le graphe de f est sous sa tangente a gauche de 0 , et au-dessus a droite.
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2.5 Plan d’étude d’une fonction

1. Rechercher le domaine de définition et de continuité.

2. Déterminer l'intervalle d’étude par utilisation des propriétés d’invariance et de symétrie
de la courbe (période, parité,...).

3. Etudier la dérivabilité, le signe de la dérivée ; calculer les limites nécessaires et rassembler
ces résultats dans un tableau de variations.
Remarque : Dans certain cas ou le signe de f’ est difficile & étudier, on peut étudier
les variations de celle-ci, ou s’aider d’une fonction auxiliaire.

4. Etudier des branches infinies éventuelles: directions asymptotiques, asymptotes éventuel-
les et position de la courbe par rapport a celles-ci..

5. Etudier les points remarquables de la courbe, notamment les extrémas ; dans tous les cas,
on fera apparaitre sur le graphe les points a tangente horizontale.

6. Représentation graphique.

Exemple: Etudier et représenter la fonction définie par: f(x) = zexp(—x).

f est définie sur R, on ne peut pas réduire ce domaine pour ’étude.

f est continue et dérivable sur son domaine de définition , et on a : f'(z) = exp(—z)(1 — z)
Le signe de cette dérivée est immédiat : la fonction exponentielle étant toujours positive, f” est
du signe de 1 — z. f est donc croissante sur | — 0o, 1], et décroissante sur [1,4o00| ; elle admet
un maximum en 1, égal & e~ L.

On a de plus hm f(z) = —c0 , et hm @ = 4o00. Le graphe de f a donc une branche

parabolique de d1rect10n asymptothue (Oy) en —o00. En 400, on a IETOO f(z) =0 ; donc le
graphe de f admet en +00 une asymptote horizontale d’équation y = 0, la courbe est au-dessus
de son asymptote.

Calculons la dérivée seconde de f:

on a f"(x) = exp(—z)(x — 2) , le graphe de f admet donc un point d’inflexion pour x = 2.
De plus f(2) = 272, et f/(2) = —e~2, donc la tangente au point d’inflexion a pour équation :
y = —e 2z + 4e2
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Chapitre 3

FONCTIONS LOGARITHME,
EXPONENTIELLE ET PUISSANCE

3.1 Etude de la fonction logarithme népérien

3.1.1 Définition

1
La fonction z —— — est continue sur |0, +oo[. Elle admet donc des primitives sur cet intervalle.
x
1
On appelle fonction logarithme népérien la primitive de x —— — qui s’annule en 1. Elle est
x

notée In.
Conséquences :

e La fonction In est définie et dérivable sur |0, +o00[ de dérivée la fonction z — —
x

e In(1)=0

3.1.2 Premieres propriétés de la fonction In

1
On a : Vx €]0,+o0[, In'(x) = — > 0 donc In est strictement croissante sur |0, +oo[. In étant
x

dérivable donc continue, et strictement croissante de |0, +o0o[ dans R, est donc une bijection de
10, +o00[dans In(]0, +oo[) = R.
Conséquences :

e 1 a un unique antécédent (noté e) par In.

e Va,b>0,lna=Inb<=a=betlna<lnb<=a<b

Exemple : Résoudre In(4 — z) > 0. Cette équation n’a de sens que si x < 4. De plus 0 =1In 1
et In étant strictement croissante on a : In(4 —x) > Inl <= 4 — x > 1 d’ou l'ensemble des
solutions § =] — o0, 3[.

3.1.3 Relations importantes
Logarithme d’un produit

Pour tous nombres strictements positifs a et b, on a In(ab) = Ina + Inb.

Démonstration : On pose f : z — In(ax) et on vérifie que f est aussi une primitive de z — —
x

sur |0; +oo[. Par suite f ne differe de In que d’une constante que I'on détermine en prenant
z=1.
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Logarithme d’un quotient

Proposition : Pour tous nombres strictements positifs a et b,

1

hl(E) =—Inbet ln(%) =Ina—Inb.
1 1

Démonstration : On applique le résultat précédent pour a = b puis on écrit que 4 a(-) et

on applique le résultat précédent.

Logarithme d’une puissance

1
Proposition : Va > 0, Vp € Q, In(a?) = plna. En particulier In(y/a) = 3 Ina
Démonstration : Par récurrence pour p € N, et on termine en écrivant :
1 1 1 1 P 1
Vg € N*, Ina = ln(aé)q = qln(a}z), donc ln(a}z) = “Ina et In(at) = ln(a;)p = Z—jlna, et on
q q

passe aux rationnels négatifs a ’aide de la propriété précédente.

3.1.4 Etude de la fonction In

On a vu que In est strictement croissante sur |0, +00.
Proposition : lim In(z) = —co et lim In(x) = +oo .
r—0t r—+00

Démonstration : Soient n € N et x > 3". Alors In(z) > In(3") = nln(3) et donc In(z) > n (car

In(3) > 1) d’on liIJP In(x) = +oo . Par composition, on en déduit : lim In(—) = 400 d’ou le
T—4-00 T

z—0t

1
deuxiéme résultat puisque In(—) = —Inz.
T

3.1.5 Limites importantes

In(1 1
Proposition : lim u — 1 et lim —2 — 1.
x—0 133 1 1’1—>11_jE —1 |
Démonstration : on a —— = 2T 70 ot done lirr{ nro_ In'(1) = 1.
—_ x—1 p —

Le premier résultat se dedult du second ou se démontre de méme.

Croissance comparée de In et Idp

Inx
Proposition : lim — =0et lim xlnxz = 0.
T—+0o0 I z—07+

Démonstration : Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par : f(z) = In(z) — /2. On montre que
f est croissante sur |0, 4] et décroissante sur [4,4+o00[ D’ou Vz > 0, f(x) < f(4) <0, c’est a dire
nx

<

In 1 1 1
ln(w)—ﬁﬁOeth>0,—§£:—.Onadonc Ve >1,0< — S— Le premier
;

résultat découle alors du théoreme des gendarmes. Pour le second, zlnx = — et le résultat

1
X
précédent permet alors de conclure.

3.1.6 Représentation graphique

L’étude précédente permet de tracer la courbe représentative de la fonction In ; on remarque en
particulier que celle-ci admet une branche parabolique de direction asymptotique (Ox).
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3.1.7 Complément : dérivée logarithmique

Si la fonction w est dérivable et strictement positive sur 'intervalle I, alors la fonction In o u
!/

U

est dérivable sur I, de fonction dérivée —, appelée dérivée logarithmique de u.
u

/

u
= —. On peut donc
—u u

Remarque : Si u était strictement négative, on aurait (Ino(—u)) =
ul
dire que si la fonction u est dérivable et ne s’annule pas sur 'intervalle [ alors la fonction f = —
u

admet des primitives sur I et ces primitives sont de la forme F' = In(|u|) + cte.

3.1.8 Logarithme de base a

Inz
Soit a > 0 et différent de 1. On pose log, v = ——. Les propriétés de log, se déduisent de celles

de In. On a notamment log, a = 1. In est lui méme parfois appelé logarithme de base e.

3.2 Etude de la fonction exponentielle

3.2.1 Définition et notation

La fonction In est définie continue et strictement croissante sur |0,4o0o[. Elle réalise donc
une bijection de |0, +oo[ vers R. Sa bijection réciproque, définie sur R, est appelée fonction
exponentielle de base e et notée exp, . On a donc :

Yy =exp,r <=z =Iny ety €0, +o0]
Pour r € Q, In(exp,r) = r. Or In(e") = r donc exp,r = €e" . Cette propriété vraie sur Q est

adoptée comme notation sur R.

3.2.2 Premieres propriétés

Les propriétés suivantes découlent (de par les résultats sur les fonctions réciproques) de celles
de In.

o y=¢e" <=z =Iny
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e VxeR,e” >0

e cxp, est définie, continue et strictement croissante sur R.

x
e cxp, est dérivable sur R et (e*)’ = €” (si on pose y = €” , on a x = Iny et par suite iy
y oy
., dy
soit — =y =¢e"
o =Y )

3.2.3 Variations et représentation

exp, est croissante sur R, e? = 1 et e! = e. La fonction exponentielle étant la bijection réciproque
de la fonction logarithme népérien, sa courbe représentative dans un repere orthonormé est la
symétrique par rapport a la droite d’équation y = x de celle de la fonction In.

y=e"

/
O

3.2.4 Limites

On déduit des propriétés des fonctions réciproques lim e* =0et lim e =400
r——00

T—+00

=L

x T _

e
De plus, lim — = 400 et lim
r—+00 I x—0

= 1 (taux d’accroissement)

3.2.5 Exponentielle de base a
Définition
Soit @ > 0,a # 1. La fonction log, est continue et strictement monotone sur |0, 4o0o| qu’elle

applique bijectivement sur R. Elle admet donc une fonction réciproque définie sur R appelée
fonction exponentielle de base a et notée exp, .

Notation

Pour r € Q, log,(exp,r) = r. Or log,(a") = rlog,a = r donc exp,r = a". Cette propriété
vraie sur Q est adoptée comme notation sur R.

. Iny . N |
y=exp,r <= x =log,yie = na soit zlna =Iny. D'ouy =exp,r <=y =" "*
na

En convenant que Vz € R, 1% = e*! =1, on a : Va €]0, +oo[,a® = e*n¢
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Propriétés

Elles se déduisent de celles de I’exponentielle de base e. En particulier :
Vao,y € R,Va,b> 0,a"" = a®a?,a™ = (a®)¥,a° Y = a_y’ (ab)® = a”™b" et (%)‘” = Z—.
a wi

3.3 Etude de la fonction puissance

3.3.1 Définition

On vient de voir que Vo € R,Va > 0, a® = e*™¢ . Pour tout réel a, on appelle fonction puissance
a la fonction f, définie sur ]0, +oo par fu(x) = 2% = e (ce en conservant la convention
19 =1).

Remarque : La notation f, = x désigne bien une fonction définie uniquement sur |0, +oc|,
car il faut pouvoir calculer Inz. Cependant, si « est fixé, (i.e. si on n’a pas par exemple a
étudier une fonction dépendant du parametre « ), le domaine de définition de f, peut changer,
dans le cas ou « est entier. Attention, pour « rationnel, il faudra dans certains cas distinguer
deux notations : par exemple, T +— 23 est définie sur 10, +00[, mais x — /x est définie sur R.

3.3.2 Variations et représentation

fa est continue et dérivable sur ]0, +oo[ comme composée et on a : f!(x) = Leammz _ ggo-l
Les variations de f, dépendent donc du signe de a. Les limites en 0 et +o00 msont immédiates.
L’étude des branches infinies conduit a distinguer trois cas : a < 0 (fonction décroissante de
+oo vers 0), 0 < a < 1 (fonction croissante de 0 vers 400 , tangente verticale en 0 et branche
parabolique de direction asymptotique 'axe des abscisses) et a > 1 (fonction croissante de 0
vers +00 , tangente horizontale en 0 et branche parabolique de direction asymptotique I'axe des

ordonnées).

Yy = fa(m)

|

Remarque : Lorsque o # 0, f, est bijective de |0, +o00] sur |0, +o00], de fonction réciproque f1
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3.4 Comparaison en l’infini des fonctions exponentielle,
puissance et logarithme

On calcule les limites suivantes:

Théoreme 1 Vo, 3 > 0, lim

(Inz)” lna:)ﬁ B ﬂ(lnx%
a

Démonstration : =(—)" = =—)?. D’ott le résultat car x*/? tend vers +oo
W T8 Th
C ol InX 0
avecz et lim ——=0.
xa
Théoreme 2 Va > 0,Va > 1, lim — =0
r—+4o00 ¥
) , ¢ Inz _
Démonstration : In(—) = alnz —rlna = rfa—— —Ina] qui tend vers —oo quand z tend vers
a x
In X
+oo car lim —— =0 . Le résultat s’en déduit en passant a I’exponentielle.
X—4o00 X
Théoreme 3 Va > 0, 1irr(1) x%Inx =0
T—

, . In X 1 , , N
Démonstration : x®Inx = ~ e en posant r = X Le résultat découle alors du théoreme 21
car X tend vers +oo quand x tend vers O .

Remarque : Ces limites sont a connaitre et a utiliser ! On peut retenir “ les puissances
I’emportent sur le log 7, “ I’exponentielle 'emporte sur les puissances ”, mais non 1’écrire sur

une copie. Il faut donc toujours se rapporter aux formules ci-dessus.
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Chapitre 4
FONCTIONS CIRCULAIRES

4.1 Rappels élémentaires

4.1.1 Définition

On utilisera les définitions de cosinus et de sinus vues dans le secondaire. On pourra se reporter
au chapitre sur C pour 'écriture a ’aide de I’exponentielle complexe.

On rappelle que 'on pose tanx = et que l'on a les formules de base :

cos
2 c 2 ) 1
cos”r +sin“x =1 et l+tan"z = —
cos? x
Tableau de valeurs
Y R
6 4 3 |2
V3 V21
1| X2 X2 2 o
cos x 5 5 5
1| vV2 V3
i O = | —=—1|—= 1110
sin 5 5 5
t ol L1113 0
an —
V3
4.1.2 Formules trigonométriques
cos(—a) = cos (a) | sin(—a) = —sin (a) | tan(—a) = —tan(a)
cos(a+7m) = —cos a | sin(a+7) = —sin a | tan(a+ m) = tan a
cos(m —a) = —cos a | sin(mr —a)=sina | tan(m —a) = —tan a
cos(f2 +a)=—sina | sin(5+a)=cosa | tan(+a)= -
cos(? —a)=sina | sin(f —a)=cosa | tan(} —a)= —
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Formules d’addition

cos(a + b) = cos acos b — sin asinb
sin(a + b) = sin acos b+ cos a sinb
cos(a — b) = cos acos b+ sin a sinb

sin(a — b) = sin acos b — cos asin b

tan(a + b)

tan(a — b)

B tan a + tan b
 1—tanatan b

tan @ — tan b
1+ tan atan b

cos 2a = cos’a — sin*a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin’a
sin 2a = 2sin a cos a

2tan a
tan 2a = —————
1 — tan“a

Transformation de sommes en produits

.. p+q. p—q B p+q  p—q
€Os p — cos ¢ = —2sin sin 5 cos p + cos q = 2cos cos 5
. . 4. PTq pP—q . . B p+q . p—gq
sin p + sin ¢ = 2sin cos sin p — sin g = 2cos sin
2 2 2 2
Changement de variable
1—¢2 2t 2t —tan &
cosa = sina = tana = avec 1 = tan B
1+ 1+ 1—¢2
4.2 Etude des fonctions sinus et cosinus
4.2.1 Premieéres propriétés :
La définition géométrique permet de montrer : Vo € R, |sinz| < |z| et lin’(l) T

4.2.2 Continuité

Les fonctions sinus et cosinus sont définies et continues sur R. On a en effet par exemple :
Ty . Ty . : x—y
5 sin— donc [sin z —sin y| < 2 5

sin

sin x — sin y = 2cos

< |z -yl

4.2.3 Intervalle d’étude

Ces deux fonctions sont 2m-périodiques et il suffit donc de les étudier sur [—m, 7] (invariance
par translation). cosinus est paire et sinus impaire, I’étude peut donc étre réduite a [0, 7] (axe
et centre de symétrie). On a cos(m — x) + cos x = 0. La courbe C représentative de cosinus
est donc symétrique par rapport au point £(%,0). De méme sin(r — x) = sin x. La courbe S

, . . S N . , . m
représentative de sinus est donc symétrique par rapport a la droite d’équation = = 5 On peut

m
donc réduire 'étude de ces deux fonctions a [0, 5]
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4.2.4 Variations

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et :
Vo € R,sin’(x) = cos x et cos’(z) = —sin x. En particulier sinus est croissante et cosinus

7r
décroissante sur [0, 5]

sin z — sin 2 r+vy . T — osin X . .
En effet Y _ oS Y sin Y Or lim = 1 et la fonction cosinus est
r—y T —y 2 2 X—0
i . sinz —siny
continue, donc lim —— = = cos .
T—Y r—y
T ™
Et d’autre part cos z = sin(x + 5) donc cos '(x) = cos(z + 5) = —sin z.
4.2.5 Représentation
y = sin x
7
7 T
y = COs X
~
7
I 2
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4.3 Etude de la fonction tangente

4.3.1 Définition-Continuité

La fonction tangente est définie et continue en tout point ou le cosinus ne s’annule pas (comme

T
quotient de fonctions continues) c’est a dire sur R — {5 + knlk € Z}.

4.3.2 Intervalle d’étude

T
_7_[

La fonction tangente est 7 périodique et il suffit donc de 1’étudier sur | — 5l D’autre part

elle est aussi impaire (donc sa courbe représentative 7 est symétrique par rapport a l’origine).
7
On l’étudie donc finalement sur [0, 5[

4.3.3 Variations
T
La fonction tangente est dérivable sur [0, 5[ comme quotient de fonctions dérivables (la fonction

au dénominateur ne s’annulant pas sur cet intervalle) et on a :

2 02
V:ce[O,g[,tan'(x):COS T +sn “r

1
5 c’est a dire tan’(z) = — = 1+tan *z. Cette fonction
cos 2x cos 2x

T
est donc croissante sur [0, 5[ Le calcul des limites est immédiat.

4.3.4 Représentation

y = tan x
/ /
// /// j 4 //
/// /// C ? 2 /// e

4.4 Limites classiques

in X
sin X _

e On a déja vu que lim
X—0
e La fonction cosinus est dérivable en 0 de nombre dérivé sin 0 donc :

. cosX—l_, cosX—cosO_, 0=0
L G
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1.

tan X
e On déduit du ler résultat et de la continuité de cosinus en 0 que : )1(111% ~x =

cosX—l_

. 1
e On a aussi )I(ILIIO 3 —5
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Chapitre 5

FONCTIONS CIRCULATIRES
RECIPROQUES

5.1 Fonction Arcsinus

5.1.1 Définition
. . . . . ™ T . .. .
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [——, =] qu’elle applique bijective-
ment sur [—1,1]. Elle admet donc une bijection réciproque définie sur [—1, 1], appelée Arcsinus
et notée Arcsin.
. . T
y=Arcsinzr <= xr=sinyetyc [—5,5]
T
. . ’ 2 . . . .
Remarque : Ona: Vz € [—1, 1], sin(Arcsin ) = 2 mais on n’a pas toujours Arcsin (siny) = y.

Arcsin z est donc I'arc (en radians) de | | dont le sinus est x.

Ce n’est vrai que si y € [—g, g] Par exemple, Arcsin (sinw) = 0.
5.1.2 Propriétés

Les propriétés suivantes se déduisent de celles de la fonction sinus (& 1’aide des résultats sur les
fonctions réciproques) : Arcsinus est définie continue et strictement croissante sur [—1, 1]. Cette

fonction est de plus impaire et dérivable sur | — 1,1[ : Va €] — 1, 1], Arcsin '(2) = —.
Wi

Démonstration :
e Parité : [—1,1] est bien symétrique par rapport a 0 et pour y = Arcsin x, on a & = sin y
T _ , T T
avec y € [—5, 5] donc —x = —sin y = sin(—y) avec —y € [—5, 5] et donc
—y = Arcsin (—x) soit Arcsin (—x) = —Arcsin ().

e Dérivabilité : On utilise le théoreme de dérivation des fonctions réciproques.
. . dy 1 1 T
Siy=Arcsin x,ona: —— = = Carye]—§,§

dr  cosy /1 —sin?y

d 1
siny = sin(Arcsin z) = x donc o

de /1 — 22

[ et donc cos y > 0. Et

5.1.3 Représentation

Elle se déduit de celle de sinus par symétrie par rapport a la premiére bissectrice (dans un repere
orthonormé).
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y = Arcsin x

=y

5.2 Fonction Arccosinus

5.2.1 Définition

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7] qu’elle applique bijective-
ment sur [—1, 1]. Elle admet donc une bijection réciproque définie sur [—1, 1], appelée Arccosinus
et notée Arccos.

y = Arccos & <= x =cos y et y € [0, 7]

Arccos x est donc l'arc (en radians) de [0, 7] dont le cosinus est .
Remarque : On a : Vo € [—1, 1], cos(Arccos x) = x mais on n’a pas toujours
Arccos (cosy) = y. Ce n’est vrai que si y € [0, 7]. Par exemple, Arccos (cos2m) = 0.

5.2.2 Propriétés

Les propriétés suivantes se déduisent de celles de la fonction cosinus : Arccosinus est définie,
continue et strictement décroissante sur [—1,1]. Cette fonction est dérivable sur | — 1,1] et

Vo €] — 1,1[, Arccos '(z) =

V1—22
De plus, pour tout = de [—1,1], on a : Arccos (—x) + Arccos (x) = m. Sa courbe représentative

7r
admet donc le point de coordonnées (0, 5) comme centre de symétrie.

Démonstration :
Dérivabilité : Siy = A 1 dy _ 1 ! €0, 7] et d
e Dérivabilité : Si y = Arccos = alors on a —— = = car , [ et donc
Y dr  siny +/1—cos?y Y
dy —1

siny > 0. Et cos(Arccos z) = x donc == =

de /1 — 22

e Symétrie: [—1, 1] est bien symétrique par rapport a 0 et pour y = Arccos z,z = cos y avec
y € [0, 7] donc —x = —cos y = cos(m —y) avec T —y € [0, 7] et donc m —y = Arccos (—x)
soit Arccos (—x) = m — Arccos ().
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5.2.3 Représentation

Elle se déduit de celle de cosinus par symétrie par rapport a la premiére bissectrice (dans un
repere orthonormé).

y = Arccos x

™

B

)

5.3 Fonction Arctangente

5.3.1 Définition

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur | —

|

T
, 5[ qu’elle applique bijec-
tivement sur R. Elle admet donc une bijection réciproque définie sur R , appelée Arctangente
et notée Arctan.

[

T
y:Arctanmb}x:tanyetyG]—i,

N

Arctan x est donc l'arc (en radians) de | — g, g[ dont la tangente est z.

Remarque : On a: Vo € R, tan(Arctan ) = x mais on n’a pas toujours Arctan (tany) = y.
: : Tm

Ce n’est vrai que si y €] — BL 5[ Par exemple, Arctan (tan27) = 0.

5.3.2 Propriétés

Les propriétés suivantes se déduisent de celles de la fonction tangente : Arctangente est définie,

continue et strictement croissante sur R. 1

1422

Cette fonction est de plus impaire et dérivable sur R : Vx € R, Arctan '(z) =

Démonstration :

e Parité : R est bien symétrique par rapport a 0 et pour y = Arctan x, on a x = tan y avec
T T
y €] — BL 5[ donc —z = —tan y = tan(—y) avec —y €] — —, 5[ et donc

2
—y = Arctan (—x) soit Arctan (—x) = —Arctan (x).

e Dérivabilité On utilise le théoreme de dérivation des fonctions réciproques.

. dy 1 1 1
Siy = Arctan x, on a — = — = T = .
dr tan'y 1+tan®y 14 a?
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5.3.3 Représentation

Elle se déduit de celle de tangente par symétrie par rapport a la premiere bissectrice (dans un
repere orthonormé).

y = Arctan x

<
I
ME]

)

5.4 Quelques formules

Théoreme 1 -
Vo e [-1,1], Arcsin x + Arccos x = B

T
-, =

Démonstration : Soient x € [—1,1] et y = Arcsin . Alors x = sin y avec y € | 2] donc

r = cos(g —y) avec g —y € [0, 7] et donc par définition g —y = Arccos z.

Théoréme 2

Vo €]0,+oo[, Arctan x + Arctan(—) = g

)

N[N

8|~ 8=

Vo €] —o00,0[, Arctan x + Arctan (

Démonstration : Soient = €]0, +oo[ et y = Arctan z. Alors = tan y avec y €]0, g[ et on a par

1 1 s s s T 1

suite — = = tan (— - y) avec — —y €]0, —[ et donc — — y = Arctan (—> La fonction
r tany 2 2 2 2 T

Arctan étant impaire, le deuxieme résultat en découle.
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Chapitre 6
FONCTIONS HYPERBOLIQUES

6.1 Définitions

On définit trois fonctions sur R par

chx = % (cosinus hyperbolique),
ef —e " .

shz = —5 (sinus hyperbolique) et
h

the = 2 (tangente hyperbolique).
ch x

Remarques :

1
e On utilise parfois coth v = ——-
th z

e Le terme hyperbolique se justifie géométriquement. En effet, en posant :

quand t décrit R, M de coordonnées (x,y) décrit une branche d’hyperbole.

6.2 Trigonométrie hyperbolique

Dans toute la suite, a et b désigneront deux réels.

6.2.1 Premieres formules

cha+sha = e e cha—sha=¢e"
ch’a —sh?a = 1 et par suite, cha>1
1
1 —th%a = 5— et par suite, —1<tha<1
ch®a
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6.2.2 Formules d’addition

e?*? = e%’ = (ch a +sh a)(ch b+sh b) =ch ach b+ ch ash b+sh ach b+sh ash b
e~ (%t = ¢=9%=% — (ch @ — sh a)(ch b —sh b) = ch ach b—ch ash b —sh ach b+sh ash b

a+b —(a+b) a+b _ ,—(a+b)
Orch(a+b):% et sh(a—{—b):% d’ou :
ch (a+b)=chachb+shashbd sh (a4+0b)=shachb+chashb
ch (a —b) =chachb—shashb sh (a—b)=shachb—chashbd
ch 2a = ch®a + sh’a = 1 + 2sh’a = 2ch?a — 1 sh 2a = 2sh ach a

On obtient ensuite en quotientant :
tha-+thb tha—thb 9q) — 2th a

thi(a+b) =14 thia=b) = oo

6.2.3 Transformation de produits en sommes

Ces formules résultent des précédentes :

1 1
ch achbzé[ch (a+b) +ch (a—0)] sh ashbza[ch (a+0b) —ch (a —b)]
1 h 2 1 h 2a —1
shach b= §[sh (a+0b) +sh (a —b)] ch%z% et Sh2a20+

6.2.4 Transformation de sommes en produits

En posant p=a + b et ¢ =a — b, il vient alors :

chp+chq-2chmh—q chp—chq—2shmh—q
2 2 2 2
Shp—l-ShquShmchM shp—shq—2shp th+q
2 2 2 2
6.2.5 Changement de variable
2t
En posant ¢ = th $ on obtient immédiatement : th z = e
h2x+ h2m 1+th2£ 1 t2
De plus, ch x = Cth + Sh2§ = % Donc ch z = ———2  soit : chz = +
ch”g —sh”g 1 —th"3 1 —¢2
2t
De ces deux résultats, on déduit : sh z = ¢

6.2.6 Exemples

a) Linéariser ch® x

On a: ch’z = (%)5. On développe, on regroupe les termes ”similaires” et on obtient :
1
ch’r = —;(ch 5z + 5ch 3z + 10ch z).

2
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b) Exprimer sh 3z a l’aide des puissances de sh z.

63:10 _ 67390

On écrit que par définition sh 3z = — puis que €3® = (ch z + sh x)3 et que

e™3% = (ch z — sh z)3. En développant ces deux expressions et en simplifiant, on obtient :
sh 3z = sh®z + 3ch®rsh o = 4sh®z + 3sh 2.

Remarque : Passage de circulaire a hyperbolique

On a pu observer une certaine correspondance entre les formules de la trigonométrie hyper-
bolique et celles de la trigonométrie circulaire. En fait, on passe aisément des secondes aux
premieres par les transformations :

cosr — chux sin v — ish x tan x — ith x.

6.3 Etude des fonctions hyperboliques

6.3.1 Etude de la fonction ch

ch est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R.
Pour tout  de R, on a ch (—x) = ch x : la fonction ch est paire ; on va donc I'étudier sur
I =[0,4o00].
p et —e "
Vo € 1, ch (x):T:th
De plus, comme Vz € I, ¢® > e * (la fonction exponentielle est croissante sur R), la fonction sh
est positive sur [ et par suite ch est croissante sur 1.
Cela permet en particulier d’affirmer que : Vx € R, ch > ¢h 0 = 1.
) ) ch z e’ +e’ "
Il est d’autre part clair que lim ch x = +o00. On observe alors que = 5 tend

Tr—-+00

x x
vers +oo quand x tend vers +o0o. La courbe représentative de la fonction ch admet donc une
branche parabolique de direction asymptotique (Oy).

y =chx

il

Remarque : Cette courbe est appelée chainette. Elle correspond en effet a la position
d’équilibre d’'un fil inextensible suspendu par deux de ses points.
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6.3.2 FEtude de la fonction sh

sh est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R.

Pour tout x de R, on a sh (—x) = —sh z : la fonction sh est impaire ; on va donc I’étudier sur
I =[0,4o00].
, eil) + e—CC
Va €I, sh (x):T:Chx

De plus, comme la fonction ch est positive sur I, sh est croissante sur I.

shx e"—e™™®
D’autre part, hm sh x = +00. On observe alors que =— tend vers 400 quand x

x
tend vers +oo La Courbe représentative de la fonction sh admet donc une branche parabolique
de direction asymptotique (y’y).

y =shx

~!
=

On peut de plus remarquer que puisque ch z — sh z = e™*, les deux courbes ci-dessus sont
asymptotes en +o0o, la courbe représentative de ch étant constamment au dessus de celle de sh.

6.3.3 Etude de la fonction th

Comme Vz € R, ch x > 1, th est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R.

Pour tout x de R, on a th (—z) = —th z : la fonction th est impaire ; on va donc 1’étudier sur
I = 0,400
ch %z —sh %z 1
Ve €1, th —_1—th2x:
() = ch %z ch’z

La fonction th est doncg:c croi§§antelsur 1. N
D’autre part, th x = c-e ¢ — donc lim th z =1. La courbe représentative de la

et 4+ e % 1+e- z—+00

fonction th admet donc une asymptote horlzontale d’équation y = 1.
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y =thx

N

0O 7
//
6.3.4 Limites classiques
hx—shO h
e Onalim " "2 — ch0=1et donc lim —— =1,
r—0 x—0 z—0 g
th
e On en déduit immédiatement lir% 2T,
r— €T
hx—ch0 hx—1
e De méme, lim ar-a’_ sh 0 = 0 et donc lim ar-t_ 0.
z—0 x—0 T— T
; e +e’* 1, = _z\9 |, NP 2L
e D’autre part ch x —1 = T—l = 5(62 —e 2)° c’est a dire ch x—1 = 2sh 5 et donc
hx—1 1
lin% # =3 (on peut également effectuer ce calcul a 'aide de la régle de 'Hospital).
T— €T

6.4 Fonctions hyperboliques réciproques

6.4.1 Argument cosinus hyperbolique

La fonction ch définie sur [0, +oo[ a valeurs dans [1, +00[ est continue et strictement croissante;
elle admet donc une fonction réciproque, appelée Argument cosinus hyperbolique et notée Argch.
On a donc

r=Argchy <= (y=chz et x € [0,+00] )
Comme e® = ch z +sh 2 = ch 2 + y/ch®z — 1, on obtient z = Argch y = In(y + %2 — 1) et,
d’apres le théoreme sur la dérivée des fonctions réciproques,

de 1 1 B 1
dy shzx \/ChQ.T—l ViyE—1

On a donc

Vo € [1,+00], (Argeh)(z) = - ——-
x4 —1
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6.4.2 Argument sinus hyperbolique

La fonction sh définie sur R a valeurs dans R est continue et strictement croissante; elle admet
donc une fonction réciproque, appelée Argument sinus hyperbolique et notée Argsh. On a donc

r=Argshy<= (y=shzetz eR)

Comme e® = sh z + ch z = sh 2 + \/sh®z + 1, on obtient z = Argsh y = In(y + %2 + 1) et,

d’apres le théoreme sur la dérivée des fonctions réciproques,

dx 1 1 1

@_Chx_\/sh%%—l_\/yQWLl'

On a donc .

Ve e R, (Argsh)(z)= N
T

6.4.3 Argument tangente hyperbolique

La fonction th définie sur R & valeurs dans | — 1, 1] est continue et strictement croissante; elle
admet donc une fonction réciproque, appelée Argument tangente hyperbolique et notée Argth.
On a donc

r=Argthy<= (y=thzetz eR)

] 1 1. 1
Comme y = Z%ﬁ’ on a e** = 7 i_zy/ et on obtient x = Argth y = §ln(1 i_ z) et, d’apres le
théoreme sur la dérivée des fonctions réciproques,
dr 1 1
dy 1—th?z 1—1q?2
On a donc .
Vr €] —1,1], (Argth)(z) = —-
el L (Arsth) () =

REMARQUE : les expressions des fonctions hyperboliques réciproques ne sont pas a con-
naitre, mais il faut savoir les retrouver. On retrouvera ces fonctions au chapitre des primitives.
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Chapitre 7

POLYNOMES ET FRACTIONS
RATIONNELLES

7.1 Polynémes sur R ou C

Il ne s’agit pas ici de développer la théorie des polynomes mais seulement d’énoncer quelques
résultats utiles au calcul de primitives et d’intégrales.

7.1.1 Vocabulaire sur les polynomes

On note K[X]| 'ensemble des polynomes a une indéterminée a coefficients dans K (R ou C).
+oo

K|[X] est donc 'ensemble des P tels que P(X) = Y a, X" ol (a,), y est une suite de scalaires
n=0

tous nuls a partir d’un certain rang.

Deux polynomes sont égaux si et seulement si les coefficients des termes de méme puissance

sont deux a deux égaux.
+oo

Le degré du polynéme non nul P défini par P(X) = Z a, X" est le plus grand des entiers n tels

que a,, soit non nul. On note d = deg(P) (aq est dit coefficient dominant de P). On convient
que le polynome nul a pour degré —oo.

On appelle valuation de P le plus petit des entiers n tels que a,, soit non nul. On note r = val(P).
On convient que le polynome nul a pour valuation +o0.

On a donc P(X) = a, X" + a, 1 X" + -+ + agX? (avec r < d). On définit la somme et le

produit de deux polynomes de la maniere suivante :
+oo

Si P et @ sont deux polynomes de K[X], avec P(X Z a, X", et Q(X) = > b, X", ot les
n=0
a, et les b, sont des scalaires tous nuls a partir d’un certam rang, alors :
e le polynéme somme s’écrit P + @, avec (P + Q)(X Z c, X", ou ¢, = a, + b,.
e le polynome produit s’écrit PQ, avec (PQ)(X Z d, X", oud, = Z a;b;.
i+j=n

Propriétés :
Soient P et () deux polynomes. Alors :

o deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et val(PQ) = val(P) + val(Q)
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o deg(P + Q) < Sup{deg(P);deg(Q)} avec égalité si deg(P) # deg(Q) et
val(P + Q) > Inf {val(P);val(Q)} avec égalité si val(P) # val(Q).

Démonstration : Laissée en exercice.
Remarque : Dans toute la suite, on identifiera souvent le polynome P avec la fonction
polynéme P qui a tout k& de K associe P(k).

7.1.2 Division euclidienne

Théoréme 1 Soient A et B deux polynémes, B # 0. Il existe un unique couple (Q,R) de
polynomes tel que : A = BQ + R avec deg(R) < deg(B). Les polynomes @ et R s’appellent
respectivement quotient et reste dans la division euclidienne de A par B.

Démonstration : Unicité Soit (@', R') un autre couple solution. Alors on a :

O=B(Q—-Q)+ (R—R')cest adire B{(Q— Q) =R — R et donc :

deg(R' — R) = deg(B) + deg(Q — Q).

Or deg(R' — R) est inférieur a sup{deg(R'); deg(R)} donc strictement inférieur a deg(B). Cela
implique que QQ = @’ et par suite que R = R'.

Existence On la montre par récurrence sur le degré de A. Lorsque deg(A) < deg(B), le couple
(0, A) convient. Supposons alors I’existence montrée pour tous les polynomes de degré stricte-
ment inférieur a n et soit A de degré n avec n > deg(B). Ona: A =a, X"+ -+ u X + ag

et B=b,XP+ -+ b X + by avec a, # 0,b, # 0 et n > p. Posons alors A, = A — Z—”X”’pB.

)
deg(A;) < n donc par hypothese de récurrence, A; = BQ1 + R; avec deg(R;) < deg(B). D’ou

A=B(Q, + %X”—p) + Ry
p

Cette démonstration fournit la méthode pratique d’obtention de @ et R (division suivant les
puissances décroissantes).
Définition : Lorsque R = 0, on dit que B divise A : BJA.

Remarque : Si B divise A, deg(B) < deg(A), et si deg(B) = deg(A), alors B = \A, avec
A e K.
Exemple : La division euclidienne de X? + 3X? + 2X + 1 par X? + 1 s’écrit:

X343X2 42X +1= (X’ +1D)(X +3)+ X —2.

X + 3 est le quotient, et X — 2 est le reste.
Le calcul peut s’effectuer de la maniere suivante :

A X343X2%242X+1 X2 +1 B
Q.B X3 +X
A— OB 3X? +X +1 X +3 Q
~
Q2B 3X? +3 Q1 Q2
R X -2
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7.1.3 Racines, irréductibilité

Un scalaire a de K est dit racine de P si P(a) = 0. a est racine de P si et seulement si (X — a)
divise P.

Soit k € N*, on dit que a est racine d’ordre k, (ou de multiplicité k) de P si (X — a)* divise P
et si (X — a)**! ne divise pas P.

Exemple : Si P(X) = X*+2X%+1; alors :

P(X)=(X?+1)*= (X —1)*(X +1)? donc i et —i sont racines de multiplicité 2 de P.

Un polynéme non constant P est dit irréductible sur K si ses seuls diviseurs sont les constantes
non nulles et les polynomes de K[X] de la forme AP (A € K). Concretement, cela signifie que
P n’est ”pas factorisable”.

Exemple : Soit P(X) = X2+ 1. Si P admet un diviseur ) dans R[X], alors on a :

soit deg(Q)) = 0, et @ est une constante ;

soit deg(Q) = 2, et @ est de la forme AP ;

soit deg(Q)) = 1, et @ est de la forme \(X — a), avec A et a € R, mais alors a serait racine de
P: impossible.

Donc P est irréductible sur R[X] ; en revanche, P n’est pas irréductible sur C[X]:
onaP(X)=(X—i)(X+1).

Deux polynomes de K[X]| (K = R ou C) sont dits premiers entre eux s’ils n’ont pas de racine
complexe commune.

Théoreme 2 Si ay,as,...,a, sont des racines distinctes du polynome P de multiplicités res-
pectives ki, ks, ..., k. alors P peut s’écrire sous la forme P = (X —ay)® .. (X —a,)*Q ou Q
est un polynome.

Corollaire : Un polynome de degré n a au plus n racines.

Théoréme 3 Soit A un polynome de K[X]|, et a un élément de K. Alors les propriétés suiv-
antes sont équivalentes.

o (X —a)¥ divise A.

e Ala) = A'(a) =...= AF1(a) = 0.
En conséquence, a est racine d’ordre k de A si et seulement si
Ala)=Aa)=...= A*V@)=0 et AW(a)#£0.

On admettra ce théoreme.

Exemple : On veut déterminer un polynéme P de degré 3 tel que P(1) = P'(1) =0, P(2) =0
et P(0) = 2. P admet 1 comme racine double et 2 comme racine simple, il est donc de la forme
P(X) = (X —1)*(X —2)Q(X), or P est de degré 3 donc Q est de degré 0; c’est un polynome
constant et P(X) = AMX — 1)}(X — 2). On a de plus P(0) = 2 = —2)X. On en déduit que
P(X) = (X —1)*(2 — X). Cette méthode est plus rapide que la méthode d’identification qui
consiste a poser P(X) = ag + a1 X + aa X? + a3 X3 et & traduire les quatre conditions imposées,
on se ramene alors a la résolution d’un systeme de 4 équations a 4 inconnues. . .

7.1.4 Quelques résultats utiles

Théoréme 4 (de D’Alembert) Tout polynéme non constant de C[X| admet au moins une
racine.

En conséquence, tout polynoéme de C[X] de degré n admet exactement n racines (comptées
avec leurs multiplicités) et est donc factorisable en un produit de facteurs du premier degré. On
dit que tout polynéme de C [X] est scindé et que C est algébriquement clos.
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7.1.5 Décomposition en facteurs irréductibles dans R

Proposition 1 Soient P € R[X] et a € C. Alors P(a) = P(@). En particulier, a est racine
de P si et seulement si & l’est aussi.

Soit alors P un polynoéme de R[X]. On peut considérer P comme un polynéme de C[X] et a
ce titre, le décomposer en un produit de facteurs du premier degré de la forme (X — «;) ou
les «; sont les racines complexes de P, comptées avec leur multiplicité. A chaque racine «; de
C\R correspond la racine @; , or (X —a;)(X — @) = X? —sX +pou s =a; +a; € Ret
p == ;0 € R vérifient s> — 4p < 0. On peut donc énoncer le résultat suivant:

Théoréme 5 Les polynomes irréductibles de R[X| sont soit de la forme: A(X —a) (A\,a € R),
soit de la forme A\(X? — sX + p) avec s> —4p < 0 (s,p € R). Tout polynéme de R[X] peut se
décomposer en produit de tels facteurs irréductibles.

Exemple : Décomposer le polynome P = X%—1 de R[X] en facteurs irréductibles dans R.
On effectue d’abord la décomposition dans C (en utilisant les racines 6iemes de 1'unité) :
P=(X—-1)(X—)(X — )X +1)(X 4+ 7)(X + 5%), puis on regroupe les facteurs conjugués
pour obtenir : P = (X —1)(X + 1)(X?+ X +1)(X?2 - X +1).

7.2 Fractions rationnelles sur r ou cC

7.2.1 Définition
On appelle fraction rationnelle & une indéterminée tout couple (P, Q) de K[X] x K[X]* . On

P
note é Si PS = @R, on identifie les deux fractions rationnelles é et 3 (On dit aussi que

ce sont deux représentants de la méme fraction). Toute fraction rationnelle admet au moins un
représentant irréductible (P, Qp) (c’est a dire tel que Py et () soient premiers entre eux).
L’ensemble des fractions rationnelles est noté K (X).

7.2.2 Pole

P
Soit R = — une fraction écrite sous forme irréductible. On appelle pole de R toute racine de

Q. a est un pole d’ordre n de R si a est une racine de multiplicité n de @) ; si n = 1, on dit que
a est un pole simple de R.
X? —3X +2
E le : it R(X)=————
xemple :  Soit R(X) %T 1
R(X) = (X —-1)(X-2) B X -2
X DX +D)(X2+1) (X +D)(X =) (X +1i)
Les poles de R sont donc —1, i et —i (ils sont tous simples).

. R n’est pas sous forme irréductible, car on a :

7.2.3 Décomposition en éléments simples
Partie entiere d’une fraction rationnelle
P
Proposition 2 Soit R = — wune fraction écrite sous forme irréductible. Il existe un unique

polynome E (appelé partie entiére de la fraction R et noté E(R) ) et un unique polynome Py

P P
tels que 0" E + 61 et deg(Py) < deg(Q).
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Démonstration : Cette écriture est équivalente a P = QF + P et donc E et P; sont respecti-
vement le quotient et le reste dans la division euclidienne de P par Q).

Exemple : La division euclidienne de P(X) = 2X%+3X? — X + 1 par Q(X) = X? -3X + 1
s’écrit:

2X4 43X - X +1=(X?2-3X +1)(2X?+9X +25) + 65X — 24 , on a donc:

9X1 1 3X% _ X 41 65X — 24
_9X? 19X 4954 00 ot
X2 _3X + 1 PN DY v

P
Théoréme 6 Pour toute fraction rationnelle — de K(X) dont le dénominateur admet la
décomposition en facteurs irréductibles sur K :
Q= A*BP...[*» (ou A, B,---,L sont des polynomes irréductibles de K[X], eta , 3, -, A
des entiers strictement positifs), il existe un unique systeme de polynomes
EA(1<i<a),B(1<j<pB), Lyl <k<\deK[X] (i, j, -k entiers ) vérifiant

les conditions :

Popidy ey A BB B, D
e — — J— J— e . J— J— — e ——
Q AT A Ao "B TR B? >

o Vi deg(A;) < deg(A);Vj deg(B;) < deg(B);---;Vk deg(Ly) < deg(L)

P
e F est la partie entiere de —.

L’écriture précédente se nomme la décomposition en éléments simples de la fraction ration-
Ay Ly
nelle —. Les 7 sont les éléments simples. Si le dénominateur est une puissance d’un

polynome de degré 1, on parle d’éléments de premiere espece ; si c¢’est une puissance d'un
polynome de degré 2, on parle d’élément de deuxieme espece.
3X4+7X3 +11X2 3 X +1 —8X —4

E le : =
xemple (X2+ X +1)3 X2+X+1+(X2+X+1)2+(X2+X+1)3

7.2.4 Pratique de la décomposition dans C(X)

P
Soit — une fraction rationnelle a coefficients dans C. Dans C[X] tous les polynoémes sont

Q
scindés et Q s’écrivant sous la forme Q = k(X —a)*(X —b)?... (X — 1), on a la décomposition
théorique
ay as (o by Ix

P
~ _E . P, S
0 T x—d T T T X T Ty

(il n’y a que des éléments de premiere espece).
La décomposition s’effectue donc de la maniere suivante :

e Premiere étape : déterminer la partie entiere de la fraction.

e Deuxieme étape : décomposer si nécessaire le dénominateur en facteurs irréductibles,
écrire la forme de la décomposition, puis déterminer les coefficients.
X441
Exemple 1: A(X) = XT—'—l
La partie entiere de A est X et X2 —1 = (X —1)(X — j)(X — 5?) donc A se décompose sous la
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b B _
formeA(X):X—l-Xa_l+X_j+Xij2. En écrivant A=A, onaa=a,b=cetc=0.

Puis on multiplie A par (X — 1) ; on obtient:

X441 < b c >
: —=XX-1)+a+ -+ S| (X =1
(X =X =7?) ( ) x—jtx—p)! )
2 1
En posant X =1 on trouve donc a = 3 ; de méme la multiplication par (X — j) donne b = —3
- 1 1 2 1 1
etdonce=5b= -3 D’otu la décomposition de A : A(X) :X+§ (X— 1T X X—j2>'
) 4
Exen’lple 2: B(X) = m
La dé tion théors ¢ B(X) a n b N c N d
a décomposition théorique es = .
P a X+l (X+12 X—1"(Xx-12

La parité de B donne a = —c et b =d.
Par la méthode précédente (ici il faut multiplier par (X —1)? ) on a d = 1.
On fait passer les termes connus dans le ler membre et on simplifie.

—2
D’ou ~2 _11 = XC—L|— 11— Xa_ ] it on obtierl1t donc par identification a = 1.
B(X) = — )
M=t mrye xo1 oy

7.2.5 Pratique de la décomposition dans R(X)

Toutes les méthodes vues précédemment s’appliquent encore dans le cas d’'une décomposition

sur R. Mais il apparait cette fois ci dans la décomposition théorique des éléments simples de
rX +s (5 — 4q < 0)

(X2 +pX +q) b I '

Il y a donc ici une autre étape, consistant a déterminer les coefficients r et s ci-dessus.

X3 +1
Exemple 1: = D(X) = w55

) L L. a b cX +d eX + f
La décomposition théorique est D(X) = e + % 1 + S + X1 1)
par (X? + 1)% et en faisant X = 7, on obtient e et f. En faisant passer dans le ler membre,
on obtient une fraction dont le dénominateur est X (X — 1)(X?+ 1). Il suffit alors par exemple
d’utiliser la multiplication par X2 + 1 et de faire de nouveau X = i pour ne plus avoir que des
éléments de premiere espece, dont on peut déterminer les coefficients avec une des méthodes
vues plus haut, ou encore en multipliant les deux membres de 1’égalité par X, et en faisant

tendre X vers +o0o. Finalement, on obtient donc :
D(X) = -1 1 N X -1 N X
X 2(X -1 2(X24+1) (X241)%

2X7T+ X6 - X343 A
Exemple 2: F(X)= + +

deuxieme espece du type

5+ En multipliant D

(X244 X +1)3  B¥
On effectue la division euclidienne de A par B, puis du quotient par B et on réitere 'opération.
3X +10 —7X -5 2X +3

F(X)=2X -5 .
(X) DTS T R G RN P CN QI T

7.2.6 Reécapitulatif des méthodes utilisées

Pour décomposer sur R une fraction rationnelle irréductible, de partie entiere nulle, on peut :
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e Si a est un pole d’ordre k de la fraction, multiplier par (X — a)* et remplacer X par a.

e Multiplier par (X2 + pX + ¢)® et remplacer X par une racine complexe du trinome
(X2 +pX +q).

e Des considérations de parité donnent des relations entre certains coefficients.
e Faire passer certains termes connus dans I'autre membre et réduire.

e Méthode des divisions euclidiennes successives.

e Remplacer X par un réel ou un complexe fixé différent des poles.

e Faire tendre X vers 'infini (limite), apres avoir éventuellement multiplié par un facteur
approprié.

L’emploi des méthodes suivantes est également possible, mais fortement déconseillé :
e Faire la décomposition sur C et regrouper les termes conjugués.

e Méthode des coefficients indéterminés (poles compliqués) : il est toujours possible d’iden-
tifier les coefficients de la décomposition théorique en réduisant au méme dénominateur. . .

A7
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Chapitre 8
CALCUL DE PRIMITIVES

8.1 Définition

Définition: soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une
fonction F' dérivable sur I et telle que, pour tout réel z de I, F'(z) = f(x).

Théoreme 1 Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I, deux
d’entre elles différant d’une constante.

Il est important de bien connaitre les primitives de fonctions usuelles : on s’y rameéne toujours.
La table ci-dessous ne précise pas les intervalles sur lesquels on considere les fonctions. On
utilisera la notation usuelle [ f(z)dz pour désigner une primitive de la fonction f(z). Il faut
bien voir qu’elle cache une ambigiiité, puisque qu'une primitive n’est définie qu’a une constante
pres sur un intervalle. Systématiquement, quand on écrit des égalités entre primitives, on
oubliera ces “constantes d’intégration”. Il faut se souvenir que c¢’est un abus de notation.

Primitives de fonctions usuelles

a+
6/\96 %e)w a® (CL > O,CL 7é 1) %n%ax
CoS Wt % sinwz sin wx - coswx
ch x sh z sh x ch x
1 1 1 .
1322 ﬁ - Arctan z P gArctan 7
—— Arcsin z
V 1 1— 1'2 1
24 T, m
sinx In | tan 72| Colsx In ‘tan (?1 + Z)’
=1+ tan? t =
o2 T + an2 T anx sirf . t_nlx
T e B s
; v Y ArgCh T pour x > 1
2?2 —1 i ‘x TV 1‘ a { —Argch (—z) pour z < —1

\/ﬁ In(z + V22 + 1) = Argsh x

Soient a et b deux réels d'un intervalle I, et f une fonction continue sur /. L’intégrale de a a b
de f, notée [” f(x)dx, est le réel F(b) — F(a) out F est une primitive quelconque de f sur I.
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8.2 Linéarité
C’est, 'utilisation de
[ Of@) + ug() de = [ f@)do+ i [ g(a) do.

On a toujours intérét a décomposer la fonction a intégrer en somme de fonctions plus simples a
intégrer. Par exemple,

1 1 1
/siancos?)xda: = /g(sin&z—sinx)d:v: §/sin5xdz—§/sinxdas

= T cos bx + icosx.

La premitre égalité utilise sina cosb = 3(sin(a + b) + sin(a — b)).

8.3 Intégration par parties

C’est 'utilisation de

[ 1@ @) de = f@)g@) — [ fw)gle)da.

On suppose dans cette formule que f et g sont de classe C! sur I'intervalle ouvert considéré. La
formule vient simplement par intégration de f¢' = (fg) — f'g.

Pour 'utilisation de cette formule, il faut reconnaitre dans la fonction a intégrer le morceau
f et le morceau ¢, dont on connait une primitive g. C’est utile quand f’g est “plus simple” que
fg'. Par exemple,

2 2 2
/xlnxd:c = %lnx— %;dmz%lnx—/%daj
2 2

L’intégration par parties, méme quand elle semble “tourner en rond”, peut permettre d’obtenir
des relations déterminant la primitive. Par exemple

/e”“siandx = e“sin2x — 2/e$0082xdx
= e"sin2x — 2e* cos2x — 4 / e” sin 2x dx,
d’ou
. 1 .

/ e’ sin 2z dr = 5(63’" sin 2z — 2¢” cos 2x).

Mais ¢a ne marche pas a tous les coups :
/e”cch rdr = e“chx— /exsh rdx
= ¢e"ch z —€"sh x+/emch rxdr =1 —i—/emch x dx,

d’ott semble-t-il 0 = 1. Expliquer ce paradoxe (se souvenir qu’une primitive n’est définie qu’a
une constante pres!), et trouver une autre méthode pour calculer la primitive.

Pour un calcul d’intégrale, la formule d’intégration par partie devient

[ f@)g @) dz = @)k~ [ F gt de
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8.4 Changement de variables

Proposition : Soit f une fonction continue sur U'intervalle ouvert .J, et soit ¢ une fonction
de classe C! sur un intervalle ouvert I et & valeurs dans J. Si F(z) = [ f(z) dz, alors

Fle(t) = [ Fle®)' (1) dt.

Démonstration : La formule vient par intégration de la formule de dérivation des fonctions
composées :
(Fop) =(Fop)g =(fop)y

Pour mener les calculs, si on pose x = ¢(t), il est commode d’écrire dx = ¢'(t) dt. On ne sait
pas donner de sens a cette égalité pour le moment, mais c¢’est bien consistant avec la notation
de Leibniz % = ¢/(t).

Le changement de variables s’utilise de deux fagons pour calculer des primitives.

1. Onveut [ f(¢(t))¢'(t) dt, et on connait [ f(x)dz. Le probleme est bien str de reconnaitre

que la fonction a intégrer est de la forme f(p(t))¢'(t). Soit par exemple & calculer

2t +1

———t.
VET+1
On voit que 2t + 1 est la dérivée de t* + ¢+ 1. Ici p(t) =t*+t+ 1 et f(z) =1/y/z. On a

dx

=2

et donc

2t +1 5
mdt 2VtE+t+ 1.
2. On veut [ f(x)dz, et G(t) = [ f(p(t))¢'(t) dt est plus facile & obtenir. Ceci n’a d’intérét
que si p est inversible; alors on peut exprimer ¢t = o~ !(x), et ceci donne :
[ f(z)dx = G(¢~'(x)). Le probleme est de trouver un “bon” changement de variable :
c’est une affaire d’expérience et d’intuition. Souvent, on a d’abord t = ¢~!(z), avec une
expression plus simple en ¢t. Par exemple, soit a calculer

[E

Ce /1 — \/z est embétant, alors on pose t = /1 —+/z. Ceci donne t* = 1 — /7 et

r = (1 —1t*)2. La fonction ¢(t) = (1 — ¢?)? est bien une bijection décroissante de |0, 1] sur
10,1], et p et ! sont C*. On a dx = ¢'(t) dt = —4(1 — t*)tdt. On est amené a calculer

1
= 4t—21ni
1—1¢

z, avec z €]0,1].

J-vE 1+ /1-z
/73; da;_4m—21n1_ —
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Quand on applique le changement de variables au calcul d’intégrale, il faut bien se souvenir
que LES BORNES D’INTEGRATION CHANGENT. Avec les notations et les hypotheses de
la proposition ci-dessus, si a et b sont dans I,

w(b) b ,
L, f@dr= [ fem) e dr
Par exemple, le calcul

v3 dz /3 s V32
/ costdt = [sint]"")) = ————
-1 (1+22)v1+ x2 —7/4 2

s’est fait grace au changement de variable x = tant, avec —1 = tan(—7/4) et v/3 = tan(7/3) ; le
cosinus étant positif sur I'intervalle décrit par ¢, on a pu de plus écrire Vcos?t = | cost| = cost.

8.5 Primitives de fractions rationnelles

Les fractions rationnelles en z (quotients de deux polyndmes) sont des fonctions dont on peut
toujours calculer une primitive (en théorie du moins). L’outil fondamental est la décomposition
d’une fraction rationnelle en éléments simples, qui permet d’écrire une fraction rationnelle
comme somme

e d’'un polynome,
e d’éléments simples de premiere espece
A
(z —a)
e d’éléments simples de deuxieme espece

AT+ [
(o= ap+ 5y

avec b # 0.

Les primitives de polynomes sont faciles a calculer. De méme pour les primitives d’éléments
simples de premiere espece :

[t = Ton g S

r —a)" 1—n (xr—a)

/(xia)dx = Anlz —al.

Pour les éléments simples de deuxieme espece, on écrit d’abord

AT+ [ (x —a) Aa + [ df
/((aj—a) 24+ p2)" 2/ (x —a)>+02)" de+ p2n—1 z—a? "
()" 1)
La premiere primitive se calcule facilement car 2(z — a) est la dérivée de (z — a)? + b? :

2(x — 1 1

/ (z—a) —dr = —1 sin#1,

((x —a)®>+b?) L—n ((z —a)?+b?)

2(z — a) 2 72
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La deuxiéme primitive se ramene, par le changement de variable t = (z — a)/b, dt = dx/b, au

calcul de @t
h= [
0 (142

On a I,(t) = arctant, et I,(t) se calcule par récurrence sur n en utilisant une intégration par
parties.

dt t —2nt?
L) = /(1+t2)” EENDE _/Wdt

t 1 1 t
-t 2/ — dt = ———— +2nl, — 2nl, 1,
T ((1+t2)” (1+t2)”+1> Ay e e

1 t
Laoo=—|2n-1I,+———-—].
"o <( e (1+t2)">

Ainsi, en théorie, on sait calculer la primitive de n’importe quelle fraction rationnelle en x, en
suivant le chemin ci-dessus. Mais ATTENTION : il faut éviter de se lancer sans réfléchir dans
une décomposition en éléments simples. Avant, il vaut mieux voir s’il n’y a pas plus simple, par
exemple grace a un changement de variables. Par exemple,

xdx
/ (2 —=1)(z2+1)3

risque d’étre tres pénible a calculer en décomposant en éléments simples. Par contre en posant
u = 22, du = 2x dx, on se rameéne a calculer

1 / du
2) (w—D(u+1)®
qui est beaucoup plus agréable. On pose la décomposition en éléments simples

1 A B C D
(u—Dw+13 u—-1 (u+1)3 (u+1)?2 u+l

En multipliant par u — 1 et en faisant v = 1 on obtient A = 1/8. En multipliant par (u+ 1) et

en faisant u = —1 on obtient B = —1/2. En multipliant par u et en faisant tendre u vers +oo
on obtient D = —1/8. En faisant u = 0 on trouve C' = —1/4. Ainsi
du 1 1 1 1
= —Inju—1 — =1 1
/(u—l)(u+1)3 sile—l+ e T aprn st

u—+ 2 +11 ’u—l
= ——— 4+ " In
4(u+1)2 8 |u+1l’
et
/ xdx 2% 42 +1 2 —1
— — n|——-.
(@2 —1)(a2+1)® 8@+ 1)2 16  |22+1

8.6 Primitives se ramenant a des primitives de fractions
rationnelles

8.6.1 Fonctions polynomiales en cosz et sinzx.

Le calcul de primitives de telles fonctions se ramene a celui de primitives de la forme :

/ cos” zsin™ zdzx.
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e Sin (respectivement m) est impair, on fait le changement de variable v = sin x (respecti-
vement u = cos z).

On a alors /cos2er1 rsin™ xzdr = /(1 — u?)Pu"du.

e Sim et n sont pairs, on linéarise I'expression.

8.6.2 Fractions rationnelles en cosz et sinz.

Ce sont les fonctions construites a partir de cos x et sin z et des constantes en utilisant les “quatre
opérations” +, —, X, /. Autrement dit, ce sont les fractions rationnelles en deux variables R(u, v)
dans lesquelles on remplace u par cosz et v par sinz. Pour calculer [ R(cosz, sinz)dz, ily a
un changement de variable qui marche toujours : c’est (pour z € |—m,x|) t = tan(x/2), soit
x = 2arctant. On a alors

1—¢ 2t 2

1+ ¢2 ST 14 ¢2 v 14 ¢2

11—t 2t 2
R dt
/ <1+t2’1+t2>1+t2 ’

qui est la primitive d'une fraction rationnelle en ¢, pas tres agréable en général. On a intéret a
rechercher si d’autres changements de variable plus économiques veulent bien marcher. Il y a
un truc pour trouver ces changements de variables, connu sous le nom de régles de Bioche. Soit
f(z) = R(cosx, sinx) la fonction a intégrer.

dt,

COST =

et on est amené a calculer

e Si f(—x) = —f(z), faire le changement de variable u = cos z. On doit avoir cette propriété
si on peut écrire f(x)dr = g(cosz) X (—sinz dx) = g(u) du.

o Si f(m —x) = —f(x), faire le changement de variables u = sinz. On doit avoir cette
propriété si on peut écrire f(x)dxr = g(sinz) X cosz dr = g(u) du.

e Si f(m+ x) = f(x), faire le changement de variables v = tanz. On doit avoir cette
propriété si on peut écrire f(z)dz = g(tanx) x dx/cos’ z = g(u) du.

Par exemple, soit a calculer une primitive de f(z) = (1 + sinz)tanx pour x €] — 7/2,7/2].
C’est une fraction rationnelle en cosz et sinz. Comme f(m —z) = —f(z), on pose u = sinz,
du = cosz dx, et on a a calculer

/Mdu:/< ! —1) du=—u—1In|1— ul,
1 —u? 1—u

d’ou [(1+sinz)tanxzdr = —sinz — In(1 — sinx). Par contre, avec t = tan(z/2), on aurait eu

a caleuler ot o8  2dt A1+t
/<1+ ) :/ U+t 4
+e)i—eire Jarera—y

Comparer, c’est 'adopter.
8.6.3 Fractions rationnelles en ¢, ch z, sh z.

On pose u = €%, ce qui fait dz = du/u, ch x = 3(u+ 1/u) et sh z = $(u — 1/u). On est alors
ramené au calcul d’une primitive de fraction rationnelle en wu.
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8.6.4 Fractions rationnelles en = et en %

/R axr +b 1/m J
“ cx+ f .

On pose u = % %, d’ou l'on tire x = (=b+ fu™)/(a — cu™), et dx est égal a une fraction

rationnelle en u fois du. On se retrouve a intégrer une fraction rationnelle en u. Par exemple,

pour calculer
r—1dx
/ — pourzx>louzx < —1,
r+1
1+ u?

4

On veut

on pose u = i—ﬁd’oﬁ I’on tirex:met dm:mdu. On est amené a calculer
1—u?  4du 4u? 2 du 2 du
1+u? (1—u?)? (14+u?)(1—u?) 1 —u? 1+ u?
1
= ln‘ +u‘—2arctanu7
1—u
donc
[x—14d L+ /2 [z —1 1
/ T —x:lniﬂ — 2 arctan x—zln‘a:—{—\/xZ—l’—Qarctan a :
r+1 11— Jz=1 r+1 r+1
z+1

8.6.5 Fractions rationnelles en = et en Vaz2 + bz + c.

On met le polynéome ax? + bz + ¢ sous forme canonique et en faisant un changement de variable
de type # = at + 3, on se ramene & un polynome du type k(+t* £ 1).
Il y a donc trois cas a considérer:

e Fraction rationnelle en ¢ et v/1 —¢? : on pose t = sinu (u € [—7/2,7/2]), alors
V1—12 = cosu, dt = cosudu et u = Arcsin t. On obtient ainsi une fraction rationnelle
en sinwu et coswu qu’on sait intégrer.

e Fraction rationnelle en ¢ et /1 +¢? : on pose t = sh u (u € R), alors v/1+ 2 = ch u,
dt = ch udu et u = Argsh t = In(t + /1 +t?). On obtient ainsi une fraction rationnelle
en sh u et ch u qu’on sait intégrer.

e Fraction rationnelle en ¢ et v/t2 —1: sit > 1, on pose t = ch u (u € [0,+00]), alors
V2 —1 =shu, dt = shuduet u = Argcht = In(t ++Vt>—1) ; si t < —1, on pose
d’abord s = —t et on remarque que

> o — . (CtHVE-DE+VE-1) 5
In(s+vs?—=1)=In(—t+vt2—1)=In P = —In(t+Vvi2-1).

On obtient ainsi a nouveau une fraction rationnelle en sh w et ch w.

Par exemple, [Vx? — 2z 4+ 3 dx peut se résoudre comme suit :
EER
sachant que 22 =22 +3 = (z—1)?+2 = 2(<x_) +1), on pose t =

V2
/\/x2—2x+3dx:2/\/1—|—t2dt.

r—1

7 Alors dox = /2dt

et on obtient
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On pose ensuite ¢t = sh u, alors dt = ch udu, v/1 4+ t2 = ch u et on obtient

h (2
2/\/1+t2dt:2/ch2udu:/(ch (2u) + 1) du = > (2u)+u:shuchu+u.

En revenant a la variable d’origine, on a donc

-1
/\/ 2? — 2z +3dr = %\/ 2?2 — 2z + 3+In(x—1+v2? — 22 4 3) a une constante additive pres.
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Chapitre 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

9.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

9.1.1 Présentation du probleme

Nous nous intéressons a la résolution des équations de la forme

Y+ a(x)y = b(x).

Dans cette équation, a et b sont des fonctions de x, définies et continues sur un intervalle ouvert
I de R. Par exemple
Yy +ysinz = 2sinx

sur R. On cherche une fonction y de z, définie et contintiment dérivable sur I, qui vérifie I’égalité
ci-dessus (ol 3/ est bien str la dérivée de y). C’est une équation différentielle (c’est a dire une
équation faisant intervenir une fonction inconnue y et ses dérivées). Dire qu’elle est du premier
ordre veut dire que cette équation ne fait intervenir que la fonction y et sa dérivée premiere 3.

La linéarité est une propriété importante. On dispose d’une méthode générale pour les
équations linéaires : on remarque que si y; et ys sont deux solutions de 1’équation linéaire
u(y) = b, alors leur différence y; — yo vérifie u(y; — y2) = 0. On est ainsi conduit a considérer
I’équation sans second membre, ou équation homogene u(y) = 0. Supposons que I'on a déterminé
I’ensemble .S des solutions de I’équation sans second membre , et que I’on connaisse une solution
particuliere y; de I’équation complete. Alors y est solution de I’équation complete si et seulement
sionay=y;+2zouzée&S est solution de I’équation sans second membre. Ceci s’énonce de la
maniere suivante.

La solution générale de l’équation linéaire compléte est somme d’une solution par-
ticuliere de l’équation complete et de la solution générale de [’équation sans second
membre.

Ceci va guider notre démarche pour I'équation différentielle linéaire du premier ordre. On
commence par chercher la solution générale de 1’équation sans second membre, puis on voit
comment trouver une solution de I’équation complete.

9.1.2 La solution générale de I’équation sans second membre

Nous cherchons la solution générale de 1’équation

y +a(zr)y =0,

o7



ou a est une fonction réelle continue sur l'intervalle ouvert I de R. Si y ne s’annule pas sur i,
on peut écrire y' /y = —a(x), et on reconnait a gauche la dérivée de In(|y|). On en déduit donc,
si A = [a(x)dzx est une primitive de a sur I, que In(|y|) = —A(x) + C ou C est une constante
réelle, d’ou

y = Ke—A(x) _ Ke—fa(x)d:c)

ou K est une constante réelle. Ce calcul est délicat a justifier completement (en particulier
I'hypothese y # 0), mais il nous donne tout de méme la solution.

Théoréme 1 La solution générale de ’équation sans second membre y' + a(x)y = 0 est

y = Ke 4@

Y

ot A(x) est une primitive de a(x), et K une constante réelle.

A(x)

Démonstration :  Soit y une fonction continiment dérivable sur /. Puisque e~ ne s’annule

jamais sur I, on peut bien poser
_ —A(z) ) N . _
y(x) = u(x)e cest a dire  wu(x)=e
Cecl définit une fonction v continiment dérivable sur . On a

Y+ alz)y = u'e M L u(—a(x)e ) + a(z)ue A = e 4@
et donc y est solution de I’équation ' + a(z)y = 0 si et seulement si u'e”4®@ = 0, c’est & dire
si et seulement si u est une constante puisque e 4@ ne g’annule pas sur I. Ceci montre le
théoreme.
Ceci nous donne la réponse, dans la mesure ou I'on sait calculer une primitive de a. Considérons
par exemple I'équation sans second membre

Yy +ysinxe =0
sur R. Une primitive de —sinx est cosz , et donc la solution générale de cette équation est
y — Kecosx
7

ou K est une constante réelle.

Remarquons qu'une solution ou bien est constamment nulle sur l'intervalle I, ou bien ne
s’annule jamais sur I. Ceci justifie a posteriori le calcul qui consistait a exclure le cas y = 0 et
a diviser par y.

9.1.3 Solution de I’équation complete

On cherche la solution générale de I’équation y' + a(x)y = b(z), connaissant la solution générale
de I’équation sans second membre y' + a(z)y = 0, sous la forme y(z) = Kz(x) ou K est une
constante réelle et z(z) = e 4@ avec A une primitive de a.

On sait, d’apres la discussion ci-dessus, qu’il suffit de connaitre une solution particuliere de
I’équation complete. On a parfois la chance d’en voir une sans calcul. Par exemple, y = 2 est
une solution évidente de

y + ysinx = 2sinx,

et donc la solution générale de cette équation est

y =2+ Ke".
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Si ce n’est pas le cas, on dispose de la méthode de wvariation de la constante. Elle consiste a
poser y(z) = u(x)z(x), et & trouver u pour que y soit solution de I’équation complete. On a

Y +a(z)y =uz4u +a(r)uz = u'z

puisque z est solution de I’équation sans second membre. Donc y est solution de 1’équation
complete si et seulement si u' = b(x)/z(x) (on peut bien diviser puisque z ne s’annule jamais
sur I). Si B(z) est une primitive de b(z)/z(x) = b(z)eA®, alors e=4@ B(x) est une solution
particuliere de I’équation complete. Récapitulons.

Théoréme 2 Soit a et b deuz fonctions réelles continues sur l'intervalle ouvert I. Soient A une
primitive de a, et B une primitive de be. Alors la solution générale de I’équation différentielle

y' +a(z)y = b(z)
est
y(x) = e (B(z) + K),

ou K est une constante réelle.

On a donc ramené le probleme de résolution de ’équation différentielle au calcul de deux pri-

mitives. Par exemple, résolvons
Y x

/
YT V1—2?
sur l'intervalle ]0, 1[. Une primitive de 1/z est Inz, donc la solution générale de 1’équation sans
second membre est y = Kx. On fait varier la constante en posant y = u(x)z, ce qui donne en
portant dans I’équation complete v’ = 1/4/1 — 22 d’ou une solution particuliere
y = x Arcsin (x). La solution générale de I’équation sur |0, 1] est donc

y = z(Arcsin (z) + K),

ou K est une constante réelle.

9.1.4 Solution vérifiant une condition initiale

La donnée d’une condition initiale pour I'équation y' 4+ a(x)y = b(zx) sur l'intervalle ouvert I est
la donnée d'un point zy de I et d’un réel yy. Une solution satisfaisant a cette condition initiale
est une solution y telle que y(zg) = yo.

Théoréme 3 [l existe une et une seule solution de I’équation y'+a(x)y = b(x) sur I satisfaisant
a la condition initiale y(xo) = yo.
Démonstration : On a vu que la solution générale s’écrit

y=e "N (B(z) + K),

oit A(z) est une primitive de a(x), B(x) une primitive de eA@b(z), et K une constante réelle.
La condition initiale permet de déterminer cette constante :

yo =€ A (B(z) + K), soit K = e’y — B(x),

ce qui montre 'existence et 1'unicité de la solution vérifiant la condition initiale.
Par exemple, la solution de y'+y sinz = 2sin z vérifiant y(0) = 0 est 24+ Ke®** avec 0 = 2+ Ke,
dott K = —2/e et y = 2(1 — e>71).

Le probleme d’existence et d’unicité de solution d’une équation différentielle vérifiant une
condition initiale (appelé probleme de Cauchy) est un probléme important de la théorie des
équations différentielles.
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9.2 Equations du premier ordre a variables séparées

On appelle équation différentielle a variables séparées une équation de la forme

(1) fw)y = g(z),

ou f est une fonction réelle continue dans un intervalle ouvert I de R et g une fonction réelle
et continue sur un intervalle ouvert J.
Remarque : On peut écrire “f(y)dy = g(x)dx”, ce qui explique leur nom.

Proposition 1 Soit F' une primitive de f dans I et G une primitive de g dans J. Pour qu’une
fonction v — y(x), définie et dérivable dans un sous-intervalle de J, vérifie l’équation (1), il
faut et il suffit que

F(y(z)) = Gz) + C,

ot C' est une constante réelle.

Démonstration : Pour que la fonction dérivable © — F(y(x)) — G(x) soit constante dans
I'intervalle de définition de la fonction y, il faut et il suffit que sa dérivée soit nulle ; or cette
dérivée vaut f(y(t))y'(t) — g(z) ; elle est donc nulle.

Remarque : Si on suppose de plus que, pour tout y € I, f(y) # 0, on en déduit que F' a une
dérivée non nulle ; elle est donc bijective de I dans F(I) et y(z) = F~(G(z) + C).

Donnons deux exemples:

Exemple 1 : Résoudre yy’ = cosx avec la condition initiale y(0) = 1. On obtient en intégrant
fydy = [coszdx + C, soit y* = 2sinx + 2¢. La condition initiale impose ¢ = 1/2. On a donc
y> = 2sinz + 1. On peut en tirer y = ++/1 + 2sinx sur [—7/6, 77/6].

Exemple 2 : Résoudre y' = y? avec la condition initiale y(1) = 1. Pour y # 0, on écrit
y'/y? = 1, ce qui donne en intégrant —1/y = = + ¢. La condition initiale impose ¢ = —2, d’ott
la solution y = 1/(2 — ) définie sur l'intervalle | — oo, 2.

9.3 Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants

On cherche ici a résoudre 1’équation
ay” +by' +cy = f(z)

ol a, b, ¢ sont des constantes réelles, avec a # 0, et f une fonction définie et continue sur un
intervalle I de R. On veut trouver les fonctions y, deux fois continiment dérivables de I dans
R, qui vérifient cette équation. C’est une équation différentielle du second ordre car elle fait
intervenir la dérivée seconde de y.

C’est une équation linéaire, c’est-a-dire que, si y; et y, sont solutions de 'équation u(y) = f(x),
alors u(y; — y2) = 0. On est ainsi amené a résoudre I’équation sans second membre u(y) = 0.
Supposons que 'on ait déterminé ’ensemble S des solutions de 1’équation sans second membre,
et que 'on connaisse une solution particuliere y; de ’équation complete. Alors y est solution
de I'équation complete si et seulement si on a y = y; + 2z ou z € S est solution de I'équation
sans second membre. Ceci s’énonce de la maniere suivante.

La solution générale de l’équation complete est la somme de la solution générale de
l’équation sans second membre et d’une solution particuliere de ’équation complete.
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9.3.1 L’équation sans second membre
On s’intéresse ici a I’équation sans second membre
1 /
ay’ + by +cy =0.

On recherche une solution de la forme y = €™, ou r est une constante. En substituant dans
I’équation, on trouve

e (ar® +br +c) = 0.
Le polynome P(r) = ar? + br + ¢ s’appelle polynéme caractéristique de 1'équation différentielle.

Trois cas sont a distinguer.

1. Le polynéme caractéristique a deux racines réelles distinctes ry et vy (b* —4ac > 0). Alors
y1 = €% et yo = €% sont solutions de I’équation sans second membre. La solution
générale de ’équation sans second membre sur R est

r2XT

y — 0167"1117 + CQ€T2$,
ou ¢; et ¢y sont deux constantes réelles.

2. Le polynome caractéristique a deuz racines complexes conjuguées distinctes A\ = o+ i3 et
A =a—if (b* —4ac < 0). Alors e et e’ sont des fonctions @ valeurs complezes de ,
qui sont solutions de I'équation différentielle sans second membre. On a

M = e (cos(fz) + isin(fz))

M = e (cos(fz) — isin(Bx))

Nous sommes intéressés par les solutions réelles. La partie réelle y; = e** cos(fz) et la
partie imaginaire y, = e®®sin(fx) de e*r sont des solutions réelles de 1’équation, et la
solution générale sur R de I’équation sans second membre est

y = € (c1 cos(fx) + cosin(fx)),
ou c¢; et ¢y sont des constantes réelles.

3. Le polynome caractéristique a une racine réelle double s (b*—4ac = 0). Cette racine vérifie
aussi P'(s) = 2as +b = 0. Alors y; = e** est solution de I’équation, et aussi yo = xe®.
En effet

aysy + by, + cys = (a(?s + s%x) + b(1 + sz) + cx) e’ = 0.
La solution générale sur R de 1’équation sans second membre est
y = e*(c1 + com),

ou ¢y et ¢y sont deux constantes réelles.

Théoreme 4 La solution générale de l’équation sans second membre ay” + by’ + cy =0, ot a,
b et ¢ sont des réels et a # 0 est

‘ de la forme ‘ si 'équation ax? +bxr +c=0 a ‘
y(x) = Ae™® + Be™" deux racines réelles distinctes riet ro
y(z) = (Az + B)e™ une racine réelle double s
y(z) = e**(Acos(Bz) + Bsin(fz)) | deux racines complexes conjuguées A = a + i3 et A

ot A et B sont des constantes réelles.

Nous avons montré que ces fonctions étaient bien solutions de I’équation sans second membre;
nous admettrons que ce sont les seules.
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9.3.2 Solution particuliere de ’équation complete
Rappelons d’abord deux choses.
e Toute astuce est bonne pour trouver une solution de ay” + by’ + cy = f(x).

e On peut décomposer f(z) en morceaux plus simples. Si f(z) = fi(z) + -+ + fe(x) et si

azy + b2y + ez = fi(z)

azp + bz +cz = fir(x),
alors z = z; + - - - + 2z, vérifie az” + bz’ + cz = f(x). C’est ce qu’on appelle le “principe de

superposition des solutions”.

Nous passons en revue quelques cas particuliers importants ot I’on connait a priori la forme
d’une solution particuliere.

Second membre de la forme f(z) = e’ P(x) avec A € R et P(x) polynome. On cherche une
solution de la méme forme, c.-a-d. de la forme e**Q(x) ot Q(z) est aussi un polynome

e de degré égal a deg P si A n’est pas racine du polynome caractéristique (aA? + b\ + ¢ # 0),
e dela forme zQ;(x) avec deg )1 = deg P si A est racine simple du polynome caractéristique,

e de la forme 7°Qy () avec deg Qo = deg P si A est racine double du polynome caractéristi-
que.

On trouve les coefficients de () par identification. Donnons deux exemples.

1.y"+y +y = 22+ 2+ 1. Iciil n'y a pas d’exponentielle, ce qui revient a dire que
A = 0; ce n’est pas une racine du polynome caractéristique. On cherche une solution
y = ax? + Bz + . En portant dans ’équation on trouve

ar’ + (B+20)r+y+ P+ 20 =2+ + 1.

L’identification des coefficients nous donne un systeme linéaire de trois équations a trois
inconnues, que ’on résout facilement en a« =1, 3 = —1, v = 0. On a donc comme solution
particuliere 2% — z.

2.y —y = e€"(x+1). Iei A =1 qui est racine simple du polynéome caractéristique. On
recherche une solution de la forme y = e*x(ax + ). En portant dans I’équation on trouve

e’ (2ax + 20+ B) = e"(x + 1),

ce qui donne o = 1/2 et 3 = 0, et la solution particuliere y = e*2?/2. Remarquer dans
le calcul que le fait que A = 1 est racine simple du polynome caractéristique se manifeste

par la disparition du terme en 22

Second membre de la forme f(z) = e cos(sz)P(x) ou f(z) = e™sin(sx)P(x) ou P(x)
est un polynome. On peut se ramener au cas précédent en constatant qu’on a dans le premier
cas la partie réelle de e("+)* P(z), et dans le second cas la partie imaginaire. On procede alors
comme ci-dessus, avec A = r + is complexe. Traitons I'exemple

(%) y" — 2y + 2y = " cos x.
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Le second membre est la partie réelle de f(x) = e(+9 Ici X = 1 + i est racine simple de
I’équation caractéristique. On cherche une solution particuliere de I’équation avec second mem-
bre f(z), de la forme e'*)*qz. En remplacant dans ’équation, on trouve

e1+97(2ia) = e1H)7 d'ot @ = —i/2 et la solution particuliere complexe —ize*97/2 de
I'équation avec second membre f(x). La partie réelle % xre” sin x est une solution particuliere de
I’équation proposée.

Une autre facon de mener le calcul, sans passer par le complexe, est de rechercher une
solution de la forme " (Q(x) cos(sz) + R(z) sin(sx)) ou Q(z) et R(x) sont des polynoémes d’'un
des deux premiers types présentés ci-dessus, suivant que r + ¢s n’est pas racine du polynome
caractéristique, ou est racine simple (comme le polynome caractéristique est a coefficients réels,
le cas d'une racine double non réelle ne se présente pas).

9.3.3 Solution vérifiant des conditions initiales

On considere une équation
ay” +by' +cy = f(z) (1)

ou f est définie et continue sur un intervalle ouvert /. Soit xy un point de [.

Proposition 2 Etant donnés deux réels yo et vy, il exviste une et une seule solution y de
léquation différentielle (1) telle y(xo) = yo et y'(xo) = 5.

Les conditions initiales en o sont les deux équations y(zo) = vo, ¥'(x0) = y5. On a pour les
équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants un résultat d’existence
et d’unicité de solution vérifiant des conditions initiales.

On sait que la solution générale de I’équation (1) s’écrit y(x) = z(x) + c1y1(x) + cayo (), ont z(x)
est une solution particuliere de (1), y;(x) et yo(z) les solutions fondamentales de ’équation sans
second membre, ¢; et ¢y des constantes réelles. Il faut choisir ces constantes pour que

cayi(wo) + cayalwo) = o — 2(wo)
ayy(ro) + cyy(re) = yo— #'(20)

On admet qu’il y a existence et unicité des solutions.
Exemple 1. On cherche la solution de 1’équation (%) de la section précédente, qui vérifie les
conditions initiales y(0) = 1 et ¢/(0) = 0. La premiere condition, pour la solution générale

y(x) = 5 ze®sinz + (¢ cosx + cosinz)e”

donne ¢; = 1. On a y/(0) = ¢; + ¢,. La condition y'(0) = 0 donne ¢ = —1. La solution vérifiant
les conditions initiales est donc

5 ze®sinz + (cosx — sinx)e”.

Exemple 2. A titre de récapitulation, traitons completement le probléme suivant : trouver la
solution de
y" — 3y + 2y = e* + cosx (2)

vérifiant les conditions initiales y(0) = 3/(0) = 0. Les racines du polynéme caractéristique sont
1 et 2, et la solution générale de I’équation sans second membre est cie® + cpe??.

On cherche une solution particuliere de 1’équation avec second membre e*, de la forme aze®
puisque 1 est racine simple du polynome caractéristique. Par identification, on trouve a = —1.
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On cherche une solution particuliere de 1’équation avec second membre cosx, de la forme
B cosx + ysinzx. Ceci donne

(B —3v)cosz + (38 + ) sinx = cosz,

et 'on trouve # = 1/10 et v = —3/10.
La solution générale de I’équation (2) est donc

1
y = —xe” + T (cosw — 3sinx) + cre” + cpe®.

Des conditions initiales on obtient le systeme

0 = y(0) 5+ e+ e
0 = ¢y(0) = —1—3—1—01—1—202

qui a pour solution ¢; = —3/2, ¢co = 7/5.
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Chapitre 10

L’OUTIL DEVELOPPEMENT
LIMITE

10.1 Formule de Taylor avec reste de Young

Théoreme 1 Soit a un nombre réel. Soit f une fonction réelle définie indéfiniment dérivable
sur un intervalle ouvert I contenant a. Soit n un entier naturel non nul. Alors, pour a+h € I,

e f'(a) f" (a)
a "(a
TR

fla+h)= f(a) + h" + h™e(h) ,

ou limy,_oe(h) = 0.

Le “reste” h"e(h) s’appelle reste de Young, et la formule du théoreme est la formule de Taylor
avec reste de Young a l'ordre n en a.
Le reste de Young se note également o(h"); on a I’égalité g(h) = o(h") si limy_o g(h)/h™ = 0.
A Tordre 1, la formule s’écrit

fla+h)= f(a)+ f'(a)h + he(h) avec lim e(h) = 0.
C’est simplement écrire que f a pour dérivée f’(a) en a. La formule de Taylor avec reste de

Young en a donne des renseignements sur le comportement de la fonction quand la variable
tend vers a, comme la formule pour la dérivée en a qu’elle généralise.

Exemples. En a = 0, la formule de Taylor avec reste de Young s’écrit

/ (n)
fl(‘o)x 44 fn—|(0)$n + z"e(x) avec hH(l) e(z) =0.

flz) = f(0) +

Pour f(x) = e® (qui est C* sur R), on a (e”)¥)(0) = 1 pour tout &, et la formule de Taylor avec
reste de Young a l'ordre n en 0 s’écrit :

2 n

z _1q T x n
e’ = +x+§+~~+ﬁ+0(:v ).

Pour f(z) = sinx, les valeurs en 0 de la fonction et de ses dérivées successives sont 0, 1,0, —1
et puis on recommence. La formule de Taylor avec reste de Young a l'ordre 2n en 0 s’écrit

3 5 2n—1
3 e I‘ ‘r DRI — nil
ST =2~ op + o + +(—-1)
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Pour f(x) = cosz, les valeurs en 0 de la fonction et de ses dérivées successives sont 1,0, —1,0
et puis on recommence. La formule de Taylor avec reste de Young a l'ordre 2n + 1 en 0 s’écrit

2 ot =D i
cosle—?—kﬂ—l—---—i—(—l) (2n)!+0(a: ).
Soit @ un nombre réel. Alors f(x) = (1 4+ z)® définit une fonction C* sur | — 1,+o0], et

f®(0) = a(a —1)---(a — k +1). La formule de Taylor avec reste de Young & 'ordre n en 0
s'écrit

(1+:€)a=1—|—oz:c+a(aT_1)x2+-~+a(a_l)';'(a_nle)x”—irO(ﬂcn).
Par exemple
\/H—x:1+§—%2+f—;+o(;c3).
ou bien pour a = —1 et en changeant x en —z.
1 2 n n
1_x:1+x+a: +- 42"+ o(z") .

10.2 Développements limités

Définition : Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I contenant a. On dit
que f admet un développement limité a ['ordre n en a s’il existe des réels ay, ..., a, tels que

fla+h)=ay+ah+---+a,h" +h"(h) avec lime(h)=0.

h—0
Le polynome ag + a1h + - - - + a,h"™ s’appelle la partie réguliere du développement limité. Un
développement limité de f a l'ordre n nous donne un polynome de degré inférieur ou égal a n
qui “se comporte comme f a 'ordre n” au voisinage de a, dans le sens que la différence entre
f(a+ h) et ce polynome en h est négligeable devant A" quand h — 0.

Si la fonction f est indéfiniment dérivable sur un intervalle contenant a, la formule de
Taylor-Young nous donne un développement limité & n’importe quel ordre n, avec ag = f(a) et
ar, = f®(a)/k! pour 1 < k < n.

Réciproquement, on peut se demander si un développement limité est toujours donné par
une formule de Taylor-Young, c.-a-d. si une fonction qui a un développement limité a 'ordre n
en a a une dérivée n-eme en a. C’est vrai a 'ordre 1, et dans un développement limité

fla+h) =ap+ath+---+a,h" + o(h")

on a toujours ag = f(a) et a; = f’(a). Mais ceci ne va plus a l'ordre 2. Considérons par exemple
la fonction
f(z) =1+z+ 2>+ 2%sin(1/z).

Elle a un développement limité a Pordre 2 en 0 : f(z) = 1 + x + 22 + o(2?). Sa dérivée est
f'(x) =14 22 + 32 sin(1/z) — wcos(1/z) = 1 + (2 — cos(1/x)) + 32* sin(1/z),
et f n’a pas de dérivée seconde en 0 car

filx) -1

" =2 —cos(1/z) + 3zsin(1/z)
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n’a pas de limite quand x tend vers 0.

Introduisons une notation qui sera utile pour la suite. Si P est un polynome, on désignera
par Tj(P) (le tronqué de P au degré k) le polynéme obtenu a partir de P en ne conservant que
les monomes de degrés inférieurs ou égaux a k. Par exemple Ty(z — 23/3 + 22°) = z — 23/3.

Proposition 1 1) Le développement limité, s’il existe, est unique.
2) Si f a un développement limité a l'ordre n en a, de partie réguliére P, et si k < n, alors
f a aussi un développement limité a l'ordre k, dont la partie réguliére est le tronqué Ty (P).

Démonstration : 1) Sion a
fla+h)=ag+ath+---+a,h" + h"(h) = by + bih + --- + b,h" + h"p(h),
avec limy,_ge(h) = lim,_o ¢(h) = 0, alors

(ap — bo) + (a1 — by)h + -+ + (a, — b,)R"

li =
) hn 0,
ce qui entraine ag = by, ..., a, = b, et donc aussi €(h) = ¢(h).

2)Si f(a+h) =ap+arth+ -+ a,h™ + o(h™), alors
fla+h)=ap+ah+ -+ aph® + [ap B + -+ a,h™ + o(h™))],

et le terme entre crochet est bien o(h*) quand h tend vers 0.
Voici maintenant une remarque dont il est utile de se souvenir pendant les calculs

Proposition 2 La partie réguliére du développement limité d’une fonction paire (resp. impaire)
en 0 est un polynéme pair (resp. impair), c.-a-d. qu’il ne contient que des puissances paires
(resp. impaires) de la variable.

Démonstration : Si f est paire et si, en 0
f(x) =ag+ a1x + - + agpp1 2" + o(z?Y),
alors en changeant x en —z on obtient
f(x) = f(—2) =ap — a1 + - - — agnp 12" + o(z* 1),
d’ou par unicité du développement limité,
f(z) = ag + asx® + - - + ag, ™ + o(x* ),

Par exemple, la partie réguliere du développement limité de sinz en 0 ne contient que des
puissances impaires.

10.3 Opérations sur les développements limités

Dans tout ce paragraphe, nous ne considérerons que des développements limités en 0.

Proposition 3 (Somme et produit) Si f et g ont des développements limités a l’ordre n en
0

f(ZL') = ap + ax + e+ an;pn + 0(]}”) g(CL’) = bo + bll' + -t bnxn + O(xn)u
alors f+ g et fg aussi

(f+9)(x) = (ap+bo)+ (a1 +b))x+ -+ (an + by)x™ + o(z")
(f9)(x)

aoby + (agbr + arbg)x + - - - + (Z a;b,_;)x" + o(x")
i=0
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Autrement dit, la partie réguliere du développement limité de la somme est la somme des parties
régulieres de chacun des développements limités, et celle du produit est le tronqué au degré n du
produit des parties régulieres (tous les développements limités étant au méme ordre n). Nous
nous contenterons d’un exemple

cosr = (1—x—2+x—4+0(x5))2:1—$2+<1+3>x4+0(x5)
2 24 4 24
!
= 1—x2+§+0($5)

Quand on fait le produit des parties régulieres (ou qu’on éléve au carré, comme ici), il n’est
bien entendu pas besoin de calculer les termes dont le degré dépasse 1'ordre du développement
limité. Il est bon aussi de se souvenir d’éventuelles propriétés de parité (par exemple dans le
cas d’'un carré). Ici, on aurait aussi pu utiliser cos? z = (1 + cos 2z) /2.

Il se peut que I'on gagne des ordres dans le développement limité du produit. Par exemple,
pour avoir le développement limité de sin® z & l'ordre 6, on peut faire

23 ’ x? ’
sinz = <a7 5 + 0(m4)> =° (1 5 + o(m?’))
2 5
x x
— 1= L s o) =2® - L 4 o(a?)
2 2
Il est quelquefois utile, comme ici, de mettre des puissances de x en facteur, en se souvenant
que o(z%¢) = z%(2¢) (toujours quand x — 0, bien siir).

Comme conséquence de ce que 1’on a vu pour les sommes, citons le fait que la partie réguliere
du développement limité de la partie paire d’une fonction f (définie comme (f(x) + f(—x))/2)
est la partie paire de la partie réguliere du développement limité de f(z). Idem pour la partie
impaire. En partant de e*, ceci nous donne

$2 $2n ) L
f— — DY n+
chx = 1+ 5 +e 2n)l + o(x*")
ZES :L,2n71 on
shx = $+§+"'+m+0($ )

Proposition 4 (Substitution) Si f et g (avec g(0) = 0) ont des développements limités a
l’ordre n en 0

flz) =ap+ a1z + -+ az™ + o(z") g(x) =bix+ -+ byz" + o(z"),

alors f(g(z)) a un développement limité a l’ordre n en 0, dont la partie réguliere s’obtient en
ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n dans

ap+ ar(byz+ -+ b,2") + -+ ap(byx + -+ -+ ba™)".

Autrement dit, si A(x) est la partie réguliére du développement limité de f(z) et B(x) (B(0) =
0) celle de g(x), alors la partie réguliere du développement limité de f(g(z)) est le tronqué
T (A(B(x))).

Il faut bien prendre garde a la condition g(0) = 0 quand on substitue. Par exemple, pour
calculer le développement limité de e®*” en 0 a l'ordre 3, si on écrit
(1—a?/2)*  (1—2%/2)°

8
cos T 2 3\ _ ~
e =14 (1—2°/2) + o + i +0(w)—3
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ON A TOUT FAUX! En effet, cos0 =1 # 0. Le calcul correct est

e = ¢ (ecosm*l) =e(l + (—2%/2) +o(2%)) = e — §x2 + o(z%).

On constate ici que I'on gagne méme en précision : on a déja le développement limité a ’ordre
3 en substituant cosx — 1 dans le développement limité a I'ordre 1 de e*. Ceci vient du fait
que cosz — 1 = 2?/2 + o(23) quand z — 0. Dans le méme ordre d’idée, la partie réguliere du
développement limité de f(z?) & l'ordre 2n + 1 en 0 s’obtient en substituant z? & x dans la
partie réguliere du développement limité de f(z) a lordre n.

Pour effectuer un quotient, on utilise la formule suivante, au besoin en ayant d’abord factorisé
par une puissance de x,

1

0 =l+z+2°+ - +2"+o(z") .
— X

et on effectue ensuite un produit de développements limités.
Un exemple : le calcul du développement limité a ’origine de tanz a I'ordre 6. On se souvient
que tan est impaire (il y aura des termes en z, 23 et 2° uniquement.) On a sinz = x — 23/6 +
2° /5! + o(x%) et cosx =1 — x?/2 + 2* /4! + o(2®). On en déduit que

2

T 5
-1 v ~ 4 5
Ccos + 2 +4!3j +o(a”)

et on obtient alors en multipliant par sin z,

t +x3+2x5+(6)
anxr =T - — o\x
3 15 ’

formule qu’il n’est pas mauvais de connaitre par coeur.

Proposition 5 (Intégration) Si f a un développement limité a l'ordre n en 0
f(x) =ap+ a1z + -+ apa™ + o(z")

et si ' est une primitive de f définie sur un intervalle ouvert contenant 0 (F' = f), alors F a
un développement limité a 'ordre n + 1 en 0, qui est

a an :
F(m):F(0)+a0x+§1x2+...+n_+1x o).

Autrement dit, la partie réguliere du développement limité a l'ordre n + 1 d’une primitive est
une primitive de la partie réguliere du développement limité a l’ordre n.

Ainsi, de
1
14+
on obtient le développement limité en 0

(_1)nl.n+1

=l—z+2°+ -+ (-1)"2" +
14+

1
T rH+ai4--+ (=1)"2" +o(z")
et par intégration
2 23 ol
1 1 — v - _1n n+1
n(l+z)==x 2+3—|— + ( )n+1+0(x )




1
V1—22

1 3
=(1-2)Y2=1+ §x2 + §x4 + o(x”)

on tire

1. 3
Arcsin x = x + 6:155 + 4—0385 + o).

Exercice : Calculer le développement limité a ’ordre 2n de Arctan en 0.

10.4 Utilisation des développements limités

Les développements limités servent a calculer des limites, ils servent aussi a I’étude des courbes.
Pour les calculs, on se ramene toujours a écrire des développements limités en 0.

Quand on est au voisinage de a, on fait le changement de variables x = a + h et on écrit des
développements limités en 0 pour la variable h. Par exemple, pour obtenir le développement
limité de tanz en w/4 a l'ordre 2, on écrit

tanj +tanh  1+tanh 1+ h+o(h?)
l1—tanZ tanh 1—tanh 1—h+o(h?)
= (1+h+oh®)(1+h+h*>+o0(h?) =1+ 2h+2h* + o(h?),

™
tan(— + h
an(S + 1)

ou le o est pour h — 0. On peut aussi écrire

T 0 T
t =142z —=)+2x— =) ( ——2>,
an x +2(z 4)—|— (x 4) +o | (x 4)
ou cette fois-ci le o est pour x — /4.
Au voisinage de l'infini, on utilise le changement de variable x = 1/t, et on écrit des
développements limités en 0 pour la variable ¢. Soit par exemple a étudier la branche infinie
pour x — —oo de la courbe d’équation

y=vVa3+r+1—+va2—z—1

Pour z < —1, on a (attention aux signes !)

, 1 1 1 1
y=x 14—?‘{';4—% 1—;—;.

On fait ¢ = 1/x, et on écrit le développement limité & Uordre 2 en 0 de f(t) = v/1+ 2+ +
vV1—t—1t2. Ona

1 t2
VI+$22 483 = 1+§(t2+t3)—|—0(t2):1+§+0(t2)
1 1 t 52
VI—t—12 = 1+§(—t—t2)—g(—t—t2)2+o(t2):1—5—%+0(t2)
t Tt
= 92— - - 2

et donc, en —o0,




La droite y = 2z — 1/2 est asymptote, et la courbe est au dessus de I'asymptote car —7/(24x) +
o(1/z) > 0 quand z est “proche de —o0”.

Quand on fait les calculs a la main, il y a des pieges classiques dans lesquels il vaut mieux ne
pas tomber. On a signalé plus haut une erreur a éviter dans le cas de substitutions. Un point
important a garder a l'esprit est : a quel ordre sont les développements limités 7 11 faut toujours
écrire les restes, pour garder I'ordre en mémoire. Par exemple une écriture du genre

IS

sinx ~x — —

6
EST ABSOLUMENT A PROSCRIRE. Elle conduit inévitablement a des calculs comme

xt 2b

22 2
smr~r— —+ —
3 36

qui font croire que 'on a comme ceci le développement limité de sin?

pour de vrai?).

x al'ordre 6 (que vaut-il,
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10.5 Développements limités a connaitre

e” —1+1'+§—|— —i——'—l—xg(x)
2 b Ry i1
CoS T :1_§+E+”'+(_1) (2n)!+$ e(x)
_ R g -
52
tan —x+%+15x + 2% ()
x? o " 2n+1
chz =1+ 45+. ST e(x)
I3 0 x2n+1 _—
sh z —x+§+5|+...+(2n+1)‘+x e(z)
3 2
th x = —§+Bx + 2% ()
22
(14 ) —1—|—a1 +a(a—1)2——|— +ala=1)...(a =n+1)
1 r 3
1t 02,8
T 2+8x + x°e(x)
1
Vit :1+g—§x2+$38(1’)
1
T 7 =1l—a+22+... .+ (=1)"2" + z"(x)
1
T =1l4+z+22+... +2"+2"()
2 3 n
In(1 + z) :a:—%+%+...+(—1)”_1%+x"5(as)
I L2+
Arct =r——+—+...+(—-1)" et
rctan x T— et + ( )2n—|—1+ e(x)
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Fonctions trigonométriques

1 Tableau de valeurs

N N
x p— f— p— p—
T
3 211
A I e 1
cos(x) 5 \3_ \?_ 0
1 2 3
i SRV
sin(z) | 0 5 | 5 | 3 0
2 Formules de Base
2 L2 2 1
cos"a+sin“a=1|1+tan"a = ——
cos? a
3 Formules trigonométriques
cos(—a) = cos(a) sin(—a) = —sin(a) tan(—a) = — tan(a)
cos(a +m) = —cos(a) |sin(a+7) = —sin(a) | tan(a + 7) = tan(a)
cos(m —a) = —cos(a) | sin(r —a) =sin(a) | tan(r —a) = —tan(a)
(5 +4) = —snta) |sin (5 +a) =eos) | tan (G +a) =
cos = +a)=—sin(a) |sin(=+a) =cos(a) [tan (= +a) = —
2 2 2 tan(a)
d . . (T T 1
cos (— - a> = sin(a) | sin (— - a) = cos(a) | tan <— - a) =
2 2 2 tan(a)

4 Formules d’addition

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

B tana + tanb

t )= ————
an(a + b) 1 —tanatanbd

tana — tanbd

t b)) —
an(a ) 1 +tanatand

5 Formules de linéarisation

cos(2a) = cos?(a) — sin*(a)

cos(2a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin’*(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

2t
tan(2a) = and

1 —tan%a

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)




6 Transformation de produit en sommes

cos(a + b) + cos(a — b) sin(a) sin(b) = _ cos(a+b) — cos(a — b)

cos(a) cos(b) = 5 5

sin(a) cos(b) = sin(a + b) —;— sin(a — b) cos(a) sin(b) = sin(a + b) ; sin(a — b)

7 Transformation de sommes en produit

cos(z) + cos(y) = ZCos(w i y) cos(m ; y) cos(z) — cos(y) = —2 sin(w ;_ y) sin(x g y)
sin(x) + sin(y) = QSin(x ;r y) cos(m ; y) sin(z) — sin(y) = 2COS($ 5 )sin(x ; y)

8 Représentation graphique de sin, cos et tan

sin(x) cos(x) tan(x)
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Logarithme népérien

In défini une bijection entre ]0, co[ et R. In(1) = 0.
In est une fonction strictement croissante.

In(zy) = In(z) + In(y) ;

1n($) = —1In(y), et 1n(§) = In(z) — In(y), Yz, y €]0, 0.

- W o

5. In(2?) = pln(x), Vz > 0, Vp € Q.

In(x)

Logarithme de base a

Soit a > 0, a # 1. On définit la fonction logarithme de base a, notée log, par log,(x) =

m, x E]O, OO[

1. log, est une bijection entre |0, 00| et R. log, (1) = 0.

2. logi(z) = —log,(z).

3. Si0 < a <1 (respectivement a > 1) alors log,(z) est une fonction strictement décrois-
sante (croissante).

log de base a log de base a




Fonction exponentielle

La fonction exponentielle (de base e), noté exp, est définie comme la fonction réciproque
de la fonction In. On écrit aussi e” au lieu de exp(z).

1. La fonction exp est une bijection entre R et |0, co[. € = 1.

2. La fonction exp est une fonction strictement croissante.

r 1
3. eV =%V "V = — (") =e", e "= —, Vr ER.
ey r

exp(x)

3 2 -1 0 1 2 3

Fonction exponentielle de base a

Soit @ > 0, a # 1. La fonction exponentielle de base a, noté exp,, est définie comme la
fonction réciproque de la fonction log,. On écrit aussi a” au lieu de exp,(z).

1. a” est une bijection entre R et 0, 00[. a® = 1.
2. a® = e*"e g cR;

3. Si0 < a <1 (respectivement a > 1) alors a® est une fonction strictement décroissante
(croissante).

T

_ a 1
4. a®V =a%a¥, "7V = av’ (a®)¥ = a™,Vx,y € R. (1/a)" = prt Vr € R.

ax ax




Fonction puissance

Soit a € R. La fonction puissance de base a, noté x — 2, est définie par 2% = e** x €
10, 0o[. Remarque. Pour certains a le domaine de définition de z* peut changer, en particulier

Pour a = 0 on a la fonction constante 1. Supposons que a # 0.

pour a € N.
1. La fonction x — 2 est une bijection entre |0, 0o et |0, ool.
2. Sia < 0 (respectivement a > 0), alors x — x* est strictement décroissante (croissante)

4
7
2 <
B
=
[ e B N ML e e o
1.5 2 25 3

1

X
a=22

a=37

x"a

1.5 2

0 0.5 1
X
a=06

a=0.2




Définitions

Fonctions hyperboliques

Formules de Base

Symétrie

ch(z) = & 4_2@—96 sh(z) = & _26% th(z) = Zﬁ—z
ch(z) +sh(z) = e* | ch®*2z —sh*(z) =1 | 1 — th?*(z) = chzl(w)
ch(—z) = ch(z) | sh(—z) = —sh(z) | th(—z) = — th(zx)

Formules d’addition

ch(z +y) = ch(z) ch(y) + sh(x) sh(y)

ch(z — y) = ch(x) ch(y) — sh(z) sh(y)

sh(x + y) = sh(z) ch(y) + ch(x) sh(y)

sh(z — y) = sh(x) ch(y) — ch(a) sh(y)

_ thx+thy

th ==
(v +y) 1+thathy

_ thx —thy

th(r —y) = ——=
(z =) 1 —thxthy

Formules de duplication

ch(2z) = ch®(x) + sh*(x)

ch(2z) = 2ch?(x) — 1 = 1 + 2sh?*(z)

sh(2z) = 2sh(z) ch(x)

_ 2th(z)
th(2e) = )

Transformation de produit en sommes

_ ch(z+y) +ch(z —y)
2

ch(z) ch(y)

h(z + y) — ch(z —y)

sh(z)sh(y) = ¢

sh(z +y) + sh(z —y)

sh(z) ch(y)

sh(z +y) —sh(z —y)

ch(zx) sh(y)




7 Transformation de sommes en produit

ch(z) + ch(y) = 2ch(" ; Gy en(“2) | eh(z) - chy) = 2sh(* ; Jysh(*2
sh(z) + sh(y) = 2sh(* ; By en(“—2) | shz) — shy) = 2eh(* ; J)ysh(*2

8 Représentation graphique de sh, ch et th

sh(x) ch(x) th(x)
104 109 bl
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