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Examen de Rattrapage
Durée : 2 heures

Aucun appareil électronique (calculatrice, téléphone portable...) et aucun document est
autorisé. Toutes les réponses devront étre justifiées, y compris dans les questions vrai/faux.

Exercice 1

(a) Enoncer le théoréme de Schwarz.

Solution : Il ne fallait surtout pas oublier I'hypothese que les dérivées partielles secondes
doivent étre continues!

(b) Est-ce que toute suite dans le disque ouvert D ((8), 1) possede une sous-suite qui
converge vers un point z € D ((J),1) ?

Solution : Attention, ce disque n’est pas compacte. La réponse est “non” — par exemple la
suite (;47,0) converge vers (1,0) (qui n’est pas dans le disque) et n’a donc aucun autre
point d’accumulation.

(c) Soit f : R™ — R™ une fonction. En cours vous avez vu plusieurs définitions équivalentes

de la continuité de f. Donnez celle en termes de parties ouvertes.

(d) On considere la courbe dans le plan v(t) = (¢,v/4 — t?) (pour —2 < t < 2). Cette
courbe est-elle unitaire 7

Solution : Non, ||7/(¢)|> = ||(1, \/%)H > 1 pour tout ¢ dans le domaine de définition sauf
t=0.

(e) Determiner la courbure de la courbe en (d). Indication : cette question peut étre
résolue sans aucun calcul.

Solution : La courbe décrit un arc de cercle de rayon 2 (en fait la moitié supérieure du

1

cercle, mais c’est sans importance). La courbure est donc 3.

(f) On considere la fonction f: R? — R, (z,y) — ze¥ —ye®. On admet que f((1,0)) = 1.
Y a-t-il une fonction g: ]1 —€,14+¢[ = R avec g(1) = 0 et telle que f(x,g(x)) =17 Si
oui, calculer ¢'(1).

Solution : On calcule g—i(x,y) =eY —ye” et g—g(x,y) = ze¥ — e”. En particulier g—i(l, 0)=1
et 2—5(1, 0) =1 — e. Comme g—g 1,0) # 0, la fonction implicite ¢ existe, et sa dérivée est
g (1) =-%(1,0) / g—]yc(l, 0) = -4, tout d’apres le théoréme des fonctions implicites.



Polynomes de Taylor, points critiques, extrema

On considere la fonction f: R* = R, (z,y) — z(y*> — 1).

(a) Trouver les points critiques de f et déterminer leur nature (maximum, minimum,
point de selle). Trouver I’approximation de Taylor a l'ordre 2 au point (z.,y.) = (2,0).

Solution : Points critiques (0, 1), tous les deux des point de selle. f(2 + hy, hy) ~ —2 —
hi + 2h3.

(b) Déterminer le maximum et le minimum de la fonction f sur le carré [—1, 0] x [0, 1].

Solution : Minimum 0, atteint dans tous les points ou x = 0 ou y = 1. Maximum 1, atteint
en (—1,0).

Exercice 3 Extrema liés

Trouver les maxima globaux de la fonction f : R? — R, (z,y) — x -y, restreinte a lellipse
S ={(z,y) | z*> + 4y* = 8}. Utiliser la méthode de Lagrange.

Solution : Si l'on note g : R? — R, (x,y) = 2% + 492, alors S = {(z,9) | g(x,y) = 8}.
On vérifie d’abord que pour (z,y) € S (et en fait pour tout (z,y) différent de (0,0)), le
gradient Vg(z,y) = (2x,8y) est différent de (0,0). On peut donc appliquer le critere de
Lagrange pour chercher les maxima. Dans tout extremum (Z) il existe donc un nombre

réel X tel que Vf((z)) = /\Vg((Z)), c.a.d. tel que (g) = )\(zz) Le cas A = 0 est impossible,
car il impliquerait y = 0 et = = 0, or le point (0,0) n’appartient pas a S. On applique
I’astuce standard : on multiplie la premiere ligne par x et la seconde par y, et on obtient
2012 = zy = 8\y% Comme )\ # 0, on peut en déduire que x? = 4y? et donc x = £2y.

e Si x = 2y, alors 22 + 4y*> = 8 implique y = £1 et # = £2. Dans un tel point on a

flz,y) =2.
e Six = —2y, alors 22 + 4y?> = 8 implique y = %1 et = F2. Dans un tel point on a
fx,y) = =2.

Donc les points (2, 1) et (=2, —1) sont des maxima globaux, et (2, —1) et (=2, 1) sont des
minima globaux de f sur S.

Exercice 4| Intégration en coordonnés polaires, intégrale curviligne.

Le but de cette question est de calculer I'aire d'une certaine région A du plan de deux
manieres différentes. La région A est donnée, en coordonnées polaires, par

A:{(§)| -5 <0<g, 0<7’<2c0s(39)}

(a) Calculer l'aire de A.
Solution : On doit donc calculer I'intégrale fﬁg OQCOS(?’Q) r dr df = f? (2 cos(36))* db =
f? 2 cos?(30) db = L%% cos(60) + 1 df = [¢ sin(66) + 0] b=r/b —

z 0=—7/6 — 3

Ik}



(b) On va admettre que le bord de ce domaine peut étre paramétré, en coordonnées
euclidiennes, par

_ (sin(t)—cos(2t s 5
V(t) o (cos((t))—sinEZt;) (E St ?)

Calculer l'intégrale curviligne du champ de vecteurs F ((;)) = ( ) sur la courbe 7.
sin

1
2
Indication : vous pouvez admettre la formule sin(t) cos(2t) + cos() sin(2t) = sin(3t)

Solution - f%%r F(’)/(t)) =1 f ( cos(t) +Sm(2t)) (COS( )+2sin(2t) ) _ 2 j‘ — cos2

sin(t)—cos(2t) sin(t)—2 cos(2t)

sin?(t)+2 cos?(2t)+2 sin (2t)+3 (sin(t) cos(2t) + cos(t) sin(2t)) dt = % 143 sm(?)t) dt =

(]
51
T - %[COS(?)t)]%G =3

(c) Déduire du résultat de (b) I'aire de la région A.
Solution : selon un théoreme du cours (corollaire du théoreme de Green-Riemann) l'aire
d’une région du plan est donnée par I'intégrale curviligne du champ de vecteurs %(_xy) sur

le bord du domaine, dans le sens trigonométrique. En 'occurrence, on trouve que 'aire de
Aest 3

Dessin ici

Les champs de vecteurs dans R™ suivants sont-ils intégrables (c.a.d., sont-
ils le champ gradient d’une fonction f : R™ — R)? Si non, expliquer pourquoi pas. Si oui,
calculer la fonction f.

(a) Dans R3, le champ de vecteurs F(z,y,2) = (z —y, v, 2).

Solution : rot(ﬁ) = (0,0,1). Or d’apres un résultat du cours, un champ de vecteurs F
dans R? est intégrable si et seulement si le champ rot(F') est constant nul. Donc F' n’est
pas intégrable.

(b) Dans R, le champ de vecteurs F(w, z,y, z) = (0, —z,0, z)

Solution : Non, parce que déja le champ de vecteurs sur R? é(az, z) = (—z,x) n'est pas
intégrable...



