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Exercice 1 Soit f la fonction définie sur R
2 par

f(x, y) =

{

x3
−y3

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Est-ce que cette fonction est continue ?

Solution OUI ! Justification : le seul point où il y a un doute est le point (x, y) = (0, 0). On

re-écrit la fonction en coordonnées polaires f(r, θ) = r3(cos3(θ)−sin3(θ)
r2 = r(cos3(θ)− sin3(θ))

pour r 6= 0. Quand (x, y) tend vers (0, 0), on a que r tend vers 0, et donc f(r, θ) tend vers
0.

Exercice 2 Considérons la fonction f(x, y) = x2 + y2 − 1
6
x3.

(a) Trouver tous les points critiques de cette fonction, et déterminer leur nature (maximum,
minimum, point selle).

Solution ∇f =
(

2x−x2/2
2y

)

, ce qui s’annulle en (x, y) = (0, 0) et (x, y) = (4, 0). La Hessienne

est donnée par H(x, y) =
(

2−x 0
0 2

)

. En particulier, H(0, 0) =
(

2 0
0 2

)

, et ∆ = 4 et A > 0,

donc le point critique (0, 0) est un minimum local. Ensuite, H(4, 0) =
(

−2 0
0 2

)

, et ∆ < 0, il
s’agit donc d’un point selle.

(b) Trouver la meilleure approximation de f par une fonction quadratique au point (4, 0).
Solution

g ((4, 0) + (h1, h2)) = f(4, 0) +
1

2

(

∂2f

∂x2
(4, 0) · h2

1 + 2
∂2f

∂x∂y
(4, 0) · h1h2 +

∂2f

∂y2
(4, 0) · h2

2

)

=
16

3
− h2

1 + h2
2

(c) Calculer la dérivée de f selon le vecteur ~v = ( 1
√

2
, 1
√

2
) au point (2,−1).

Solution D~vf = ∇f(2,−1) · ~v = (2,−2) · ( 1
√

2
, 1
√

2
) = 0.



Exercice 3 En utilisant un multiplicateur de Lagrange, démontrer que le point le plus
proche de l’origine sur le graphe de la fonction y = 1

x2 est le point

(x, y) = (
6
√

2,
1
3
√

2
)

Indication : trouver le minimum de la fonction f(x, y) = x2 + y2, lié à la condition
g(x, y) = 1, où g(x, y) = x2y.

Solution On a ∇f =
(

2x
2y

)

et ∇g =
(

2xy
x2

)

Dans un minimum on doit avoir ∇f = λ∇g, donc

2x = 2λxy et 2y = λx2

En multipliant la première équation par y et la deuxième par x, on obtient

2λxy2 = 2xy = λx3, et donc 2y2 = x2.

Donc 1 = g(x, y) = x2y = 2y3 et donc y = 1
3
√

2
.

Exercice 4 (a) La fonction f(x, y) = e−x sin(y) est-elle harmonique ?

Solution ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = e−x sin(y) − e−x sin(y) = 0, donc OUI.

(b) (Pas de justification exigée) Soit f : R
2 → R une fonction. Les deux implications

suivantes sont-elles correctes ?

f est de classe C1 ?
=⇒ f est différentiable

?
=⇒ f est continue

Solution Les deux sont correctes

(c) (Pas de justification exigée) Le théorème de Schwarz dit : Si f : R
n → R est une

fonction telle que ....................., alors ∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x

. Complétez la phrase !

Solution ...telle que ∂f
∂x

, ∂f
∂y

, ∂2f
∂x∂y

et ∂2f
∂y∂x

existent et sont continues, alors....


