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Remarque importante : la question 4 de 'exercice 2 est plus difficile que les autres,
ne perdez pas trop de temps dessus.

Exercice 1 [Question de cours|

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et q : E — k une forme quadratique
(k est de caractéristique différente de 2).

1. Donner la définition et I’expression de la forme polaire de q.

2. Donner la définition du noyau N(q) et du cone isotrope €(q) de q. Donner un exemple
avec {0} € N(q) < C(q).

Exercice 2 [Endomorphismes nilpotents|

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie (k quelconque) et u € End(E) un
endomorphisme nilpotent.

1. Qu’est-ce que l'indice de nilpotence de u? On le note d.

2. Donner le polynéme minimal p, de u en fonction de d? Que vaut ¥, (polynéme
caractéristique) ?

3. Donner la forme de la décomposition de Frobenius de u et faire le lien avec la
décomposition de Jordan.

4. Montrer que u et Au sont semblables pour tout A € k* (on pourra raisonner sur un

bloc de Jordan).

Exercice 3 [Décomposition de Jordan—Chevalley]

Soit A € M3(C) une matrice antisymétrique.
1. Montrer que Tr(A) = det(A) = 0 et en déduire que le polyndéme caractéristique de A
est de la forme ya(X) = X3 — aX avec a € C.

2. En discutant suivant que « est nul ou non, montrer que A est nilpotente ou diago-
nalisable. Donner la décomposition de Jordan—Chevalley de A en fonction de la valeur
de «.



Exercice 4 [Réduction de Frobenius|

Soient P et Q deux polynoémes unitaires de degrés respectifs p et g et considérons la
matrice par blocs (de taille p + q)
Cp O
=(G3)

ot Cp (resp. Cq) est la matrice compagnon associée a P(X) = XP — Z?;o] a; Xt

0O 0 -+ 0 aq

1T 0 -+ 0 a
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: . 0 ap2
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1. Montrer que le polynéme minimal de A est ua = ppem(P, Q) (on pourra utiliser le
résultat du cours pc, = P).

2. En déduire que A est cyclique si et seulement si P et Q sont premiers entre eux.

3. On suppose maintenant que P et Q ne sont plus premiers entre eux. On pose

R =pged(P,Q) et S=ppcem(P,Q)

et on écrit P = PiR et Q = Q;R. On peut alors écrire (admls) = RyR; avec
pged(Ry,R2) = pged(Ry, P1) = pged(Rz, Q1) = 1. Montrer que S = (R1Q1)(R2Pq)
que pged(R1Q1,RaP1) = 1.

4. En utilisant la question 2, montrer que la matrice

Cs 0
0 Cgr

Crog, O O 0
0 Crp, 0 O
0 0 Cg O
0 0 0 Cg,

est semblable & la matrice

et que cette derniére est elle-méme semblable a la matrice A.

5. Donner les invariants de similitude de A suivant que P et QQ sont premiers entre eux
ou non.



