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Exercice 1 [Question de cours]

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, {ej,...,e,} une base
de E et {f1,...,fm} une base de F. On note {ej,...,e}} et {f],..., 5} les bases duales
correspondantes.

1. Soit k € [1,...,n] et £ € [1,..., m]. Montrer qu’il existe une unique forme linéaire

o E®@F—=K
telle que pour tout (x,y) € E x F,
Pie(x @ Y) = e (x) 7 (y)
2. Montrer que {e; ® fj | (i,j) € [1,...,n] x [1,...,m]} est une base de E® F.

Exercice 2

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit {ej,...,en} une base de E.
Rappeler, lorsque 1 < p < n, la base de AP E donnée par le cours en fonction des
€ly.eeyCn.

2. Soit L: R? — R3 donnée par la matrice

0 20
T 1 1
0 3 2

dans la base canonique (e1, e, e3) de R3. Déterminer la matrice de /\2 L dans la base
(e1 AN €2, €1 VAN €3, €2 AN 63) de /\z(Rg).

Exercice 3

Soit E un K-espace vectoriel, et soient N et I deux sous-espaces vectoriels de E tels
que E =16 N. On note

A :={f € End(E) | N C Ker(f) et Im(f) C I}.

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E stable par composition.
2. Sil’on note mt: E — E/N la projection naturelle, montrer que I’application

Hom(E/N,I) — A
g — goTt



est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Pour un f € A, on note f € Hom(E/N, )
I’élément qui lui correspond via l'isomorphisme ci-dessus.

3. Soit f € A. Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si Ker(f) = N et
Im(f) = I. On note

G:={f € End(E) | N = Ker(f) et Im(f) =1}

4. Soit p le projecteur sur I parallelement & N. Montrer que p € G et que p~' = UGe
5. Fixons un fy € G.

(a) Montrer que

G — GL(E/N)
g — o' og

est une bijection.

(b) On choisit fp = p dans la question précédente et on note @ la bijection obtenue.
Montrer que pour tout g, h € G, la composée g o h appartient a G et

O(goh) = d(g) o D(h)

Indication : on pourra utiliser le résultat de la question 4.

6. En déduire que (G, o) est un groupe, d’élément neutre p.



