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Exercice 1 (Caractérisation normique des espaces de Hilbert) Soient
E un espace vectoriel réel et f: E — R telle que

flz+y) + flx—y)=2f(x)+2f(y) pour tous x,y € E.

(i) Montrer que f(0) =0 et que f(—z) = f(z) pour tout z € E.
(ii) Montrer que

flety+z)=flz+y) +flz+2)+fly+2)— flz) = fly) - f(2)

pour tous x,¥y,z € E.
(iii) Montrer que I'application (z,y) — f(z+y)—f(z)— f(y) est Q-bilinéaire.
(iv) Soit = — ||z|| une norme sur E telle que

lz +yl* + o = yl* = 2[|=]* + 2[ylI*  pour tous .y € E.

Montrer qu’il existe un produit scalaire sur E dont la norme associée est
x> |||

Exercice 2 (Cas d’égalité dans I’inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient
(E, (:]-)) un espace préhilbertien et z,y € FE tels [(z|y)| < ||z]/||ly||. Montrer
que x et y sont colinéaires.

Exercice 3 (Espace de Hardy) Soit D = {z€ C : |z| < 1} le disque-
unité. Soit H?(D) l'espace vectoriel complexe des fonctions f : D — C
représentables par une série f(z) = > ° ;a,2" convergente sur D et telles

que
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(i) Montrer que 'application
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est une norme sur H?(D).
Soit f € H%(D) et soit (ay)y, telle que f(z) = Yo% jan2™ sur D.



(ii) Montrer que, pour tout 0 <r < 1, on a
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(iii) Montrer que || f| = (ano ]an|2) 2.
(iv) Montrer que Iapplication (f,g) — (f|g) définie par

(flg) = Zann

pour f,g € H3(D) avec f(z) = Yo anz" et g(2) = Yo% byz" est un
produit scalaire sur H2(D) tel que || f]|? = (f|f).
(v) Montrer que H?(D) est un espace de Hilbert.

Exercice 4 (Projection sur une partie compléte) Soit F un espace
préhilbertien et soit C' une partie non vide, convexe et compléte de E. Soit
r € E. Montrer qu’il existe un unique yg € C tel que

[ = yoll = min{|lz —y|| : y € C}.

Exercice 5 (Une caractérisation de la projection sur une partie)
Soient F un espace préhilbertien, C' une partie de E et x € F. Soit yy € C
tel que

Re{x — yoly —yo) <0 pour tout y € C.

Montrer que
|z = yoll = minf[lz —y|| : y e C}.

Exercice 6 (Caractere Lipschitzien de la projection sur une partie
convexe) Soient H un espace de Hilbert et C' une partie non vide, convexe
et fermée de H. On note Po : H — C l'application qui a z € H associe
I'unique yg € C' tel que

[l = yoll = min{[lz —y| : y € C}.
Montrer que ||Po(z) — Po(y)|| < ||z — y|| pour tous z,y € H.

Exercice 7 (Projection sur un sous-espace de dimension finie) Soient
E un espace vectoriel normé , F' un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E et x € E. Montrer qu’il existe yy € F tel que

I = yoll = min{[lz —y[| = y € F}.

Montrer, par un exemple, que yg n’est pas nécessairement unique.



