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Exercice 1 (Une forme linéaire continue dont la norme n’est pas
atteinte) On considère CR[0, 1], l’espace vectoriel des fonctions continues
f : [0, 1]→ R, muni de la norme f 7→ ‖f‖∞. Soit ϕ : CR[0, 1]→ R la forme
linéaire définie par

ϕ(f) =
∞∑

n=1

(−1)n

2n
f

(
1

n

)
pour tout f ∈ CR[0, 1].

(i) Montrer que ϕ est continue.
(ii) Montrer que ‖ϕ‖ = 1.
(iii) Montrer qu’il n’existe pas de f ∈ CR[0, 1] avec ‖f‖∞ ≤ 1 et tel que
|ϕ(f)| = 1.

Exercice 2 (Norme d’une forme lineaire sur `p(n))
Soient p, q ∈ [1,+∞[∪{+∞} tels que 1/p+1/q = 1. Pour x = (x1, · · · , xn), y =

(y1, · · · , yn) ∈ Kn, on pose ϕ(x, y) =
∑n

k=1 xkyk. Soit x ∈ Kn. Montrer que

‖x‖p = sup{|ϕ(x, y)| : y ∈ Kn, ‖y‖q ≤ 1}.

Indication: Soit A l’expression de droite. Pour montrer l’inégalité A ≤ ‖x‖p,
traiter séparément les cas p =∞, p ∈]1, +∞[ et p = 1.

Exercice 3 (Comparaison de normes `p sur Kn)
(i) Soit p ∈ [1,+∞[∪{+∞}. Montrer que la norme de l’application Id :
(Kn, ‖ · ‖∞)→ (Kn, ‖ · ‖p) est n1/p.
(ii) Soit p ∈ [1,+∞[∪{+∞}. Montrer que la norme de l’application Id :
(Kn, ‖ · ‖p)→ (Kn, ‖ · ‖1) est n1/q, où q est tel que 1/p+ 1/q = 1.
(iii) Soient p1, p2 ∈ [1,+∞[∪{+∞} tels que p1 < p2. Montrer que la norme
de l’application Id : (Kn, ‖ · ‖p2)→ (Kn, ‖ · ‖p1) est n1/p1−1/p2 .

Exercice 4 (Comparaison de normes `p sur Kn - bis)
Soient p1, p2 ∈ [1,+∞[∪{+∞} tels que p1 < p2..

(i) Montrer que ‖x‖p2 ≤ ‖x‖p1 pour tout x ∈ Kn.
(ii) Montrer que `p1 ⊂ `p2 et que ‖x‖p2 ≤ ‖x‖p1 pour tout x ∈ `p1 . Peut-on
avoir `p2 ⊂ `p1?



Exercice 5 (Inclusions entre différents espaces Lp)
Soient p1, p2 ∈ [1,+∞[∪{+∞} tels que p1 < p2.

(i) Soit (X,B, µ) un espace de probabilité. Montrer que Lp2(X,B, µ) ⊂
Lp1(X,B, µ) et que ‖x‖p1 ≤ ‖x‖p2 pour tout x ∈ `p2 .
(ii) Soit R muni de la mesure de Lebesgue. Montrer que l’on a ni Lp2(R) ⊂
Lp1(R) ni Lp1(R) ⊂ Lp2(R).

Exercice 6 (Un exemple de calcul d’une norme quotient) On note c0
le sous-espace vectoriel de `∞ des suites (xn)n avec limn xn = 0.
(i) Montrer que c0 est fermé dans `∞.

Soit E = `∞/c0 l’espace quotient et p : `∞ → E l’application canonique.
(ii) Montrer que, pour x = (xn)n ∈ `∞, on a

‖p(x)‖ = lim sup
n
|xn|.

Exercice 7 (Séparabilité des espaces `p) Soient p1, p2 ∈ [1,+∞[∪{+∞}
tels que p1 < p2. Soit p ∈ [1,+∞[∪{+∞}. On note c le sous-espace vectoriel
de `p des suites (xn)n de support fini, c-à-d telles qu’il existe N avec xn = 0
pour tout n ≥ N.
(i) Montrer que c est dense dans `p pour p ∈ [1,+∞[.
(ii) On note c0 le sous-espace vectoriel de `∞ des suites (xn)n avec limn xn = 0.
Montrer que l’espace c0 (introduit dans l’Exercice ??) est l’adhérence de c
dans `∞.
(iii) Montrer que `p est séparable pour p ∈ [1,+∞[.
(iv) Montrer que `∞ n’est pas séparable.
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