Université de Rennes 1
Année 2011/2012
Licence 3
Espaces vectoriels normés—Feuille de TD 10

Exercice 1 (Somme directe d’espaces vectoriels normés)
Soient (E, |- |]1) et (F,||-||2) deux espaces vectoriels normés. On note E @ F
I’espace vectoriel somme directe de E et F, c-a-d le produit cartésien £ x F'
muni des opérations (x,y) + (2/,¢') = (x + 2",y + ¢') et A(x,y) = (Az, \y).
On définit une norme sur £ @ F par |||(z, y)|||cc = max{||z|1, |y|l2}-

Soient py : E@ F — E et po : E® F — F les projections canoniques
définies par pi(x,y) = = et pa(x,y) = v.
(i) Vérifier que p; et py sont continues et que la topologie définie par ||| |||
sur £ @ F' est la topologie-produit de celles de E et F.
(ii) Montrer que E @ F' est un espace de Banach si et seulement si E et F
sont des espaces de Banach.

Exercice 2 (Une application du théoréme du graphe fermé) Soit
(an), une suite de scalaires dans K. On considere l'application linéaire 7" :
2 (N) — KN définie par T((x,)n) = (an®s)n. Montrer que les propriétes
suivantes sont équivalentes:

(i) L’image de T est contenue dans g (IN).

(i) La suite (a,), est bornée.

(iii) L'image de T est contenue dans (5 (IN) et T' : (5 (N) — 05 (N) est
continue.

Exercice 3 (Espace supplémentaire topologique) Soient F un espace
de Banach et F' un sous-espace vectoriel fermé de E. On suppose que F admet
un sous-espace supplémentaire topologique, c-a-d qu’il existe un sous-espace
vectoriel fermé G de E tel que E = F & G et F NG = {0}. Montrer que la
bijection linéaire
T:FoG—FE, (v,y)—x+y

est un homéomorphisme, ou F @ G est muni de la norme comme dans
I’Exercice 1.

Exercice 4 (Une application du Théoréme de Banach-Steinhaus)
Soit (a,), une suite de scalaires dans K telle que la série de terme générale
a,T, soit convergente pour toute suite (z,,), € ¢*. Montrer que (a,,), € £*°.



Indication: Considérer, pour tout N € N, la forme linéaire py : #! — K définie par
oN((Tn)n) = ZTLNZO ann. Utiliser le Théoreme de Banach-Steinhaus et I'Exercice
4de TD 5

Exercice 5 (Formules de quadrature) Soit [a, b] un intervalle de R.. Pour

tout n € N, on fixe une suite de nombres réels aﬁ"), e ,Oz,(ln) ainsi qu’une

partition a < t((]n) <t/ < ..o <t < b de [a,b]. On définit alors une

“formule de quadrature”
Qu:Cla,b) =R, [ o ft").
k=0

On suppose que (Q,(P)), converge vers f; P(z)dz pour tout polyndéme P.
(i) Montrer que (Q,(f)), converge vers f; f(z)dx pour tout f € Cla,b] si et
seulement si sup, e or_, o] < oo,

Indication: Pour montrer que la condition est suffisante, utiliser le Théoreme de
Weierstrafl. Pour montrer que la condition est nécessaire, utiliser le Théoreme de
Banach-Steinhaus.

(ii) On suppose que a,(cn) > 0 pour tout n € N et tout 0 < k < n. Montrer
que (Qn(f))n converge vers f; f(z)dz pour tout f € Cla,?b]

Exercice 6 (Réalité du spectre d’un opérateur auto-adjoint) Soient
E un espace de Banach et 7' € B(E).
(i) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes

e T est injectif et son image T(E) est fermée;

e il existe C' > 0 tel que ||Tz|| > C||z|| pour tout = € E.

On suppose a partir de maintenant que F est un espace de Hillbert.
(i) Soit T' € B(FE) tel qu’il existe C' > 0 avec ||Tz|| > C||z|| et || T*z| > C||=||
pour tout x € E. Montrer que T" et T sont inversibles.
(ili) Soit T € B(E) auto-adjoint et soit A € C. Montrer que, pour tout € £
avec ||z|| =1, on a

(T = AD)z]| = [{(T' = AM)z|z) = [Tm(A)].

(iv) Soit T' € B(E) auto-adjoint et soit A € C appartenant au spectre o(7")
de T (voir Exercice 5 du TD 8). Montrer que A € R.



