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Exercice 1. (Etude d’une série trigonométrique) On considere la série trigo-
cos(nx)

(2n+2)%

(i) Montrer que cette série est uniformément convergente sur R.

(ii) Montrer que la somme f : R — R de cette série est deux fois continiment

dérivable sur R et calculer ses dérivées f’ et f” sous forme de série trigonométrique.
(iii) Déterminer une primitive de f sous forme de série trigonométrique.

nométrique y_, -,

Exercice 2. (Etude d’une série trigonométrique)

243

On considere la série trigonométrique ) . Wé

nc

(i) Ecrire cette série trigonométrique sous la forme ag+ ), ~, an cosnx + b, sinnx.
(ii) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette série trigo-
nométrique.

Exercice 3. (Etude d’une série trigonométrique) On fixe un nombre réel
7 € [0,1] et on considere la série trigonométrique 1+ 23 7% rreine,

(i) Montrer que cette série est uniformément convergente sur R et déterminer sa
somme f: R — C

(ii) Déduire de (i) une expression simple pour les sommes des séries

“+oo +oo
1+2 Z r™ cos(nx) et 2 Z r" sin(nx).
n=1

n=1

Exercice 4. (Séries trigonométriques solutions d’une équation différentielle)
On considere une série trigonométrique ), cne'™ telle que les séries de terme
général n?|c,| et n?|c_,| convergent.
(i) Montrer que Y ., cpe™* converge uniformément sur R.

(ii) Montrer que la somme f : R — C de cette série est deux fois contintiment
dérivable.
On suppose que f est solution de I’équation différentielle (E) suivante : y"/+e**y = 0.
(iii) Montrer que ¢, = 0 pour tout n < 0 et que ¢, = c¢o/(n!)? pour tout n > 1.
(iv) Vérifier que la somme f de la série trigonométrique >, . € /(n!)? est bien
deux fois contintiment dérivable et qu’elle est solution de I’équation différentielle

Exercice 5. (*) Soient (¢,)nen €t (¢—p)nen+ deux suites de nombres complexes;

on suppose qu’il existe A > 0 et C > 0 tels que, pour tout entier n € N, on a

len| < Ce™ et |c_p,| < Ce™ .
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(i) Montrer que la série trigonométrique ), c,e™* converge uniformément sur

R vers une fonction indéfiniment dérivable f : R — C.

.. , - . k .

(ii) Montrer que f est développable en une série entiere Zkzo arx” qui est conver-

gente pour |I'| < . Indication : Montrer que, pour tout k € N, la série numérique de terme général
A

(in)*cn + (—in)Fc_,, est convergente; en notant A sa somme, poser aj = k—’,‘ et montrer que > ;5 q apzh

converge vers f(x) pour tout || < A.



