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Exercice 1. (Polynômes en cosx et sinx) Ecrire les expressions f(x) suivantes
comme polynômes en cosx et sinx :
(i) f(x) = cos 3x; (ii) f(x) = sin 3x;
(iii) f(x) = cos 5x; (iv) f(x) = sin 5x.

Exercice 2. (Linéarisation de puissances de fonctions trigonométriques)
Ecrire les expressions f(x) suivantes comme combinaisons linéaires de cos(nx) et
sin(nx) :
(i) f(x) = cos3 x; (ii) f(x) = sin3 x;
(iii) f(x) = cos2 x sin3 x; (iv) f(x) = cos3 x sin2 x.

Exercice 3. (Deux sommes trigonométriques) Soit z ∈ C\2πZ. Montrer que,
pour tout n ∈ N, on a

n∑
k=0

cos(kz) =
cos(nz/2) sin ((n+ 1)z/2)

sin(z/2)
n∑
k=0

sin(kz) =
sin(nz/2) sin ((n+ 1)z/2)

sin(z/2)

Exercice 4. (Intégrales de fonctions trigonométriques) Pour n,m ∈ N,
calculer les intégrales suivantes :

(1)
∫ 2π

0
cos(nx) cos(mx)dx;

(2)
∫ 2π

0
cos(nx) sin(mx)dx;

(3)
∫ 2π

0
sin(nx) sin(mx)dx.

Exercice 5. (Une application du Théorème d’Abel)

On considère la série entière
∑
n

in

n
xn de la variable réelle x; soit R son rayon

de convergence et f :]−R,R[ 7→ C sa somme.
(i) Calculer R.
(ii) Calculer f ′(x) et en déduire une expression de f(x) en termes des fonctions
usuelles pour tout x ∈]0, R[.
(iii) Que peut-on en déduire pour limx→1− f(x)?

(iv) Calculer les valeurs des séries
∑+∞
n=1

(−1)n−1

n
et

∑+∞
n=0

(−1)n

2n+ 1

Exercice 6. (*) Soit
∑
n anz

n une série entière de rayon de convergence R > 0 et
de somme f : DR → C. Soit r ∈]0, R[.
(i) Montrer que, pour tout n ∈ N, on a anrn = 1

2π

∫ 2π

0
f(reit)e−intdt. Indication : Dans

l’expression
R 2π
0 (

P
k akrkeikt)e−intdt, procéder à une interversion de la somme et l’intégrale, en la justifiant.

(ii) Soit mr = max|z|=r |f(z)|. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a |an| ≤
mr

rn
.

(iii) On suppose que R = +∞ est que f est bornée sur DR = C. Montrer que f est
constante (“Théorème de Liouville”).


