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Exercice 1 (Solution d’une équation différentielle)

(i) Soit (up)nen la suite définie par ug, = 3%" et ug,y1 = sin(2n + 1)

pour tout n € N. Calculer le rayon de convergence R de la série entiere
:Lri% UpT".

Pour tout = €] — R, R], on note f(x) la somme de la série entiere ¥ u,z"

du point (i).

(ii) Soit y la somme d’une autre série entiere Z:{f(’] anx™ de rayon de conver-

gence r > 0. Soit R’ = min{r, R}. On suppose que y est solution sur |—R', R’

de I'équation différentielle (E) : 2%y"(x) + 52/ (z) + 4y(z) = f(x).

Déterminer a, pour tout n € N ainsi que le rayon de convergence r de

la série entiere Y79 a,z™.

(iii) Montrer que la somme y de la série entiere S /%0 a,2", avec les ay,

obtenus en (ii), est bien deux fois dérivable sur | —r, r[ et satisfait & ’équation

différentielle (E) sur | —r,r[ .

Exercice 2 (Solution d’une équation différentielle) On considere I’équa-
tion différentielle y'(z) — 2zy(x) = 0. Trouver toutes les solutions de cette
équation qui sont somme d’une série entiere y(z) = ;ri% an,x™ de rayon de

convergence R > 0.

Exercice 3 (Solution d’une équation différentielle) On considere I’équa-
tion différentielle (E) : v (x) + 2zy/(x) + 2y(z) = 0.

(i)Trouver toutes les solutions y = y(z) de ’équation (E) qui sont somme
d’une série entiere y(z) = ;ﬁ% anpz™ de rayon de convergence R > 0.

(ii) Montrer qu’il existe une unique solution y = y(x) de I'équation (E) qui
soit développable en série entiere avec ag = 1 et a; = 0. Déterminer son
rayon de convergence et sa somme.

Exercice 4 (*) Soient a > 0 et f :] — a,a[— R une fonction indéfiniment
dérivable. On dit que f est absolument monotone si f(™(z) > 0 pour tout
n € N et x €] — a, a[ (avec la convention habituelle, f(0) = f).

(i) Donner des exemples de fonctions absolument monotones.

Soit f :] — a,a]— R une fonction absolument monotone.

(ii) Soit 0 < < a. Montrer que la série de Taylor »_, - %(O)T" converge
et est majorée par f(r).

(iii) Déduire de (ii) que f est développable en une série entiere, avec un
rayon de convergence R > a.mdication : Soit = €] — a,af; prenrde 0 < 7 < a tel que |z] < r et

majorer le reste dans la formule de Taylor-Maclaurin.



