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Exercice 1. (Rayon de convergence de séries entiéres) Déterminer
pour les séries entieres suivantes ) a,z™ d’une variable réelle = leur rayon
de convergence R et étudier la nature de la série aux points x = R et
x = —R. (Rappelons que E(x) désigne la partie entiere de x € R.)

(i) an= (—U\Z%Ogn (ii) an = cosh(n?)
() =2+ ()24 (V) an = sin(5) +
(v) ap= 5”3@;” (vi) a,=E(V2"+1).

Exercice 2. (Etude d’une série entiére) On consideére la série entiere
Y o> tan(%)x” de la variable réelle x, de rayon de convergence R et de
somme S :| — R, R[— R.

(i) Déterminer R et étudier la nature de la série aux points z = Ret v = —R.
(ii) Determiner les séries entieres ) b,z™ et > c,a™ qui représentent au-
tour de 0 la dérivée S’ et la primitive F' de S avec F/(0) = 0. Déterminer
I’ensemble de tous les z € R pour lesquels chacune de ces séries converge.

Exercice 3. (Développement en série entiére d’une fonction)
(i) Déterminer le développement en série entiere autour de 0 de la fonction

1
f: R — R définie par f(z) = T30 en précisant son rayon de convergence.
x
Soit ¢ : R — R défini (z) o (L2
oit g: R — éfinie par g(x) = arctan [ —— | .
g par g a2

(i) Calculer la dérivée ¢’ de g et en déduire le développement de g en série
entiere autour de 0, en précisant son rayon de convergence R.

Exercice 4. (*) Pour n € N, soit u, : R — C définie par u,(z) = e "e’?.

(i) Montrer que, pour tout k € N, la série de terme général uglk) (k-ieme

dérivée) est normalement convergente sur R.

Soit f : R — C la somme de la série de terme général wuy,.

(ii) Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et calculer f*) sous

forme de série convergente, pour tout k£ € N.

. - s (k)

iii) Soit x > 0. Montrer que la série de terme général “—~ " n’est pas
Soit 0. Montrer que 1 de t général L Olgk poest p

convergente.

. 4 1ois la séri ] m k

(iv) En déduire que que rayon de convergence de la série de Taylor ), ~—5~x

de fest R=0.



