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L3–Suites et séries de fonctions–Feuille de TD 4

Exercice 1. (Rayon de convergence de séries entières) Déterminer le
rayon de convergence des séries entières

∑
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Exercice 2. (Rayon de convergence de séries entières) Déterminer le
rayon de convergence R des séries entières

∑
n anx

n de la variable réelle x pour
les suites (an)n suivantes et étudier la nature de la série aux points x = R et
x = −R :

(i) an = log
(

1 +
1√
n

)
)

(ii) an = sin
(

2πn
5
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(iii) an = 1− cos(1/n2) (iv) an = ne−

√
n

Exercice 3. (Rayon de convergence de séries entières) Déterminer le
rayon de convergence R de la série entière

∑
n anz

n et étudier la nature de la
série aux points z ∈ C avec |z| = R pour les suites (an)n suivantes :
(i) an = 1 si n est un nombre premier et an = 0 sinon ;
(ii) an est le nombre de diviseurs positifs de n.

Exercice 4. (Rayon de convergence d’une combinaison linéaire de
séries entières) Soient

∑
n anz

n et
∑

n bnz
n deux séries entières, de rayons

de convergence respectifs R1 et R2 avec R1 6= R2. Soient α, β ∈ R∗. Montrer
que le rayon de convergence de la série

∑
n(αan +βbn)zn est R = min{R1, R2}.

Exercice 5. (*) (i) Soit α ∈ R \ πZ fixé. Déterminer le rayon de convergence

R des séries
∑

n

cos(nα)
n

zn et
∑

n

sin(nα)
n

zn.

(ii) Pour α ∈ R\πZ et x ∈]−R,R[, calculer les sommes des séries
∑

n

cos(nα)
n

xn

et
∑

n

sin(nα)
n

xn. Indication : soit S(x) la somme de la série entière
P
n

eiαn

n
xn ; calculer S′(x).


