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L3–Suites et séries de fonctions–Feuille de TD 2

Exercice 1 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour tout
n ∈ N, soit fn : R→ R la fonction définie par fn(x) =

x

nx2 + 1
.

(i) Déterminer l’ensemble de convergence E ⊂ R de la suite de fonctions fn

ainsi que sa limite f : E → R.
(ii) Soit n ∈ N fixé. Déterminer supx∈E |fn(x)− f(x)|.
(iii) La suite de fonctions fn converge-t-elle uniformément vers f sur E?

Exercice 2 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour tout
n ∈ N, soit fn : [0, 1]→ R la fonction définie par fn(x) = n(xn − xn+1).
(i) Déterminer l’ensemble de convergence E ⊂ [0, 1] de la suite de fonctions
fn ainsi que sa limite f : E → R.
(ii) Montrer que la suite de fonctions fn ne converge pas uniformément vers
f sur E.
(iii) Soit a ∈]0, 1[. Montrer que la suite de fonctions fn converge uniformément
vers f sur [0, a].

Exercice 3 (Intégrales de limites) Calculer la limite limn→+∞
∫
E fn(x)dx

et la comparer avec l’intégrale
∫
E f(x)dx de la limite f pour les fonctions

fn de l’Exercice 6 de la feuille de TD 1 sur leur ensemble de convergence E.

Exercice 4 (Convergence d’une série de fonctions) Pour tout n ∈ N,
soit un : R+ → R définie par un(x) = e−nx.
(i) Déterminer l’ensemble de convergence E de la série de fonctions de
terme général un et calculer, pour tout x ∈ E, la somme S(x) de la série∑

n≥0 un(x).
(ii) La série de terme terme général un converge-t-elle uniformément sur E?
(iii) Soit a > 0. Montrer que la série de terme général un converge normale-
ment sur [a, +∞].

Exercice 5 (*) Soit (fn)n la suite de fonction définie sur [0, 1], par récurrence,
par f0(x) = x et fn+1 = 2fn(1− fn) pour n ≥ 0.
(i) Montrer que (fn)n converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f
qu’on déterminera.

(ii) Soit n ∈ N. Donner une expression simple pour
1
2
− fn et retrouver le

résultat (i).
(iii) Montrer que (fn)n converge uniformément sur tout intervalle fermé I
contenu dans ]0, 1[. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1]?


