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Chapitre 1

Introduction

Les suites (u,), et séries numériques Y u,, ont été étudiées dans des cours

précédents. Les u,, sont des nombres réels ou complexes et une des questions
est de savoir si la limite lim,, u,, existe ou si la série ) u,, converge. Supposons
maintenant que nous ayons, pour chaque valeur d'un “parametre” réel ou
complexe z appartenant un sous-ensemble £ de R ou C, une suite (u,(2)),
ou série numérique Y u,(z). On dispose ainsi d'une suite de fonctions w,, :
z + up(z) définies sur E. Soit E’ 'ensemble des z € E pour lesquels (u,(2))s,
ou Y u,(z) converge et notons f(z) la limite correspondante. On obtient ainsi
une fonction f sur E’ a valeurs réelles ou complexes. L’objet de ce cours est
de répondre d’abord a la question suivante :
Question 1 Supposons que les u, possedent des propriétés de régularité
(continuité, dérivabilité, intégrabilité, ...); ces propriétés sont-elles héritées
par f, c-a-d “passent-elles” a la limite 7 Dans le cas ou la réponse est positive,
on aimerait également exprimer la dérivée ou l'intégrale de f en fonction de
celles des u,,.

On peut se demander également quelles fonctions f apparaissent comme
limites lorsque les u,, sont des fonctions d'un type particulierement simples.
Cette question se formule de maniere plus précise ainsi.

Question 2 On se donne une suite (u,), de fonctions d'un type parti-
culierement simple; par exemple, les u, peuvent étre les monomes z — 2"
pour z € C ou les fonctions du type t +— €™ de la variable réelle t € R. Soit
f : z — u(z) une fonction “arbitraire”. Peut-on trouver une suite de nombres
a, dans C telles que f(2) = ), anu,(2)? C'est la question de la possibilité
d’un “développement” de f d'un type particulier selon la suite (uy,),. Il s’agira
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de dire quelles fonctions f admettent un tel développement et de préciser la
convergence de Y a,u,(z) vers f(z) en fonction de z (convergence simple,
convergence uniforme, ...). Pour les exemples évoqués précedemment, on
parlera d'un développement en série entiére f(z) = > a,2" de la fonction
f d’une variable réelle ou complexe z et d'un développement en série trigo-
nométrique f(t) =Y a,e™ de la fonction f d’une variable réelle ¢.



Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Dans tout le cours, les fonctions que nous considererons seront définies
sur une partie de R ou C et a valeurs dans R ou C.
Notation importante : Le symbole K désignera toujours indifféremment
le corps R ou le C, muni de sa valeur absolue habituelle.

2.1 Convergence simple

2.1.1 Définition de la convergence simple d’une suite
de fonctions

Soit E une partie de K et soit ( f,),en une suite de fonctions f,, : £ — K
définies toutes sur E et a valeurs dans K.

Définition 2.1.1 (Ensemble de convergence, convergence simple)
(i) On appelle ensemble de convergence le sous ensemble E’ de E formé des
x € E tels que la suite numérique (f,(z)),en converge.

(ii) Soit F' une partie de F et f : F' — K une fonction; on dit que (f,)nen
converge simplement vers f sur F' si, pour tout x € F, la suite (f,(7))nen
converge et f(z) = lim, . fn(x).

Remarque 2.1.2 (i) Si (f,)nen converge simplement vers f sur F C F,
alors, bien str, F' est une partie de I'ensemble de convergence £ de (f,)nen-
(ii) Pour tout =z € E’, soit f(x) := lim, . fn(z). Alors f est une fonction
définie sur E’ et (f,)nen converge simplement vers f sur E'.

3



4 Notes Cours SSF-2015/2016-B.Bekka

(iii) Pour une partie I’ de E et une fonction f : F©' — K on a : (fy)nen
converge simplement vers f sur F' si et seulement si : pour tout z € F et
tout € > 0, il existe N = N(e,2) € N tel que |f.(z) — f(x)] < e pour tout
n > N.

Exemple 2.1.3 (i) Soit f, : R — R définie par f,(z) = e ™. On a

0 sizx >0
lim f,(xr) =<1 sizx=0
+o00o siz < 0.

L’ensemble de convergence de (f,)nen est donc RT = [0, 400 et (fn)nen
converge simplement vers la fonction f: R™ — R définie par

o) = {0 sizx >0

1 siz=0.

On observera que f est discontinue bien que toutes les fonctions f,, soient
continues.

(ii) Soit f, : [0,1] — R définie par f,(x) = 2". On a

0 size|0,1]

1 sixz=1.

L’ensemble de convergence de (f,,)nen est donc [0, 1] tout entier et (f,)nen
converge simplement vers la fonction f : [0, 1] — R définie par

flz) = {O siz € [0,1]

1 siz=1.
. o "+ 1
(iii) Soit f, : R — R définie par f,(z) = T Pour |z| < 1, on a
x
lim, o0 2" = 0 et donc lim, .y fu(z) = — 1 Pour z = 1, on a 2" =
T
1 et donc lim, ., fo(1) = 1. Pour z = —1, on a 2" = (—1)" et donc
1) +1
fu(—=1) = (=D"+1 si n est pair et f,(—1) = 0 si n est impair.

22+1 2241
Ceci montre que lim,en f,(—1) n’existe pas. Si |z| > 1, la suite (2"),eN
n’est pas convergente et lim,en f,(2) n’existe pas. En conclusion, I’ensemble
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de convergence de la suite (fy,)nen est |—1, 1] et (fn)nen converge simplement

vers la fonction f:] —1,1] — R définie par
1 :
flo) = d 7741 siz €] —1,1]
1 siz = 1.

sin nx

(iv) Soit f, : [0,7/2] — R définie par f,(z) =

. Comme [sint| < 1

pour tout ¢, on a | f,,(z)| < 1/n pour tout z. Ceci montre que (f,)nen converge

simplement vers la fonction 0 sur [0, 7/2].

(v) Soit g, : [0,7/2] — R la dérivée la fonction f,, définie en (iv) plus haut.
osnx

Alors g,(z) = n NG = y/ncosnx ne converge pour aucune valeur de z.
n

L’ensemble de convergence est donc vide ; a fortiori, g, ne converge pas vers
la dérivée f' =0 de la limite f = 0 de (f,)neN-

(vi) Soit f, : [0,1] — R définie par f,(z) = nz(1 — z*)". Alors f, converge
simplement vers la fonction f = 0 sur [0, 1]. On observera que

/01 Fula)ds = n/ol 2(1 — 2?)de = —

2n + 2

et donc lim,, . o fol fn(z)dxr = 1/2 alors que fol f(x)dz = 0.

2.1.2 Définition de la convergence simple d’une série
de fonctions

Soit E une partie de K et soit (u,,)n,en une suite de fonctions u, : £ — K
définies toutes sur E et a valeurs dans K. On note S,, la fonction définie sur
E par les sommes partielles :

Sp(z) = Zuk(x) = ug(x) + ui(x) + -+ + up(x) pour tout z € E.
k=0

Définition 2.1.4 Soit E’ I’ensemble de convergence de la suite de fonctions
(Sn)nen et notons S(x) := lim, o Sy(x) pour tout x € E’. On dit que
la série de terme général u, converge simplement vers S sur E’ et on écrit
Yontn(z) = S(x) ou Y07 us(x) = S(x) pour tout z € E’
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Remarque 2.1.5 (i) La série de terme général u,, converge simplement vers
S si et seulement si la suite des sommes partielles (S),),en converge simple-
ment vers S.

(i) La série de terme général u,, converge simplement vers S si et seulement
si, pour tout z € E’ et tout € > 0, il existe N = N(g,z) € N tel que

|Sh(x) = S(x)| <e pour tout n > N.

Exemple 2.1.6 (i) (Série géométrique) Soit u, : C — R définie par
un(z) = 2". Alors, pour tout z € C\ {1} on a

Z s 1 — 2t

11—z
et S, (1) = n. L’ensemble de convergence de la série de terme général u,, est
donc E' ={z€ C : |z| < 1} et lim, 00 Sp(2) = 1i—z pour tout z tel que
|z| < 1.
(ii) Soit u, : [0,7/2] — R définie par u,(z) = sin®(z)cos™(z). La série

de fonctions de terme général wu,, converge simplement vers la fonction S :
[0,7/2] — R défine par

sin?(7) _
St) = T—cosa siz €]0,7/2|

0 sixz = 0.

2.2 Convergence uniforme

On a vu précedemment que, si u, est une suite de fonctions continues
convergeant simplement vers une fonction f, alors f n’est pas nécessairement
continue ; de plus, la suite des dérivées des u, (quand elles existent) ou de
leurs intégrales ne converge pas nécessairement la limite vers la dérivée de f
(qui peut méme ne pas exister) ou son intégrale. Une notion de convergence
va nous permettre de remédier a ce probleme : la convergence uniforme. Ce
sera une notion-clé dans ce cours.
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2.2.1 Définition de la convergence uniforme d’une suite
de fonctions

Soit E une partie de K et soit (f,,)nen une suite de fonctions f, : £ — K.
Soit £’ 'ensemble de convergence de (f,)n.en €t, pour tout x € E’, soit

f($) = liInn—»-ﬁ-oo fn(x)

Définition 2.2.1 (Convergence uniforme) On dit que (f,)nen converge
uniformément vers f sur une partie F' de E’ si : pour tout € > 0, il existe
N = N(e) tel que, pour tout € F et tout n > N on a

[fu(z) = f2)] <e.

Remarque 2.2.2 (i) La différence entre la convergence uniforme de (f,,)nen
et la convergence simple est que le N de la définition précedente ne dépend
que de ¢ et non de x (comparer avec la Remarque 2.1.2.iii).

(ii) Si une suite (f,)nen converge uniformément vers f sur F, alors il évident
que (fn)nen converge simplement vers f sur F. La réciproque est fausse,
comme le montre I’Exemple 2.2.3.ii plus bas.

(iii) La suite (f,)nen converge uniformément vers f sur F' si et seulement si :
Pour tout ¢ > 0, il existe N = N(¢) € N tel que sup,cp|fn(z) — f(2)] < €
pour tout n > N.

(iv) La suite (f,)nen converge uniformément vers f sur F' si et seulement si :

lim sup|f.(z) — f(z)] =0,

n—-+00 zeF

c-a-d si et seulement si la suite numérique (lim,, 4 oo SUP,cp | fn(2) — f(2)]),cn
tend vers 0.

Exemple 2.2.3 (i) Soit (fa)nen la suite de fonctions définies sur [0, 27| par

sinz
folz) = . La suite (f,,)nen converge uniformément vers la fonction f = 0
n

sur [0, 27]; en effet,

sup | fu(z) — f(2)| = sup
z€[0,27] z€[0,27]

et donc limnHJroo(supwE[O,%] |fn(z) — f(x)]) = 0.
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(i) Soit (f,)nen la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z) = 2"; on
a vu (Exemple 2.1.3.ii) que (f,)nen converge simplement vers la fonction f
sur [[0, 1] définie par f(x) =0si z =0et f(1) =1. On a, pour tout n € N,

sup |fu(z) — f(z)] = sup |2"]| =1;
2€[0,1] z€[0,1]

La suite (sup,ep1) [fn(®) — f(7)[)nen ne tend donc pas vers 0 et (f,)nen ne
converge pas uniformément vers f.

2.2.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 2.2.4 (Convergence uniforme de séries) On dit qu'une série
de fonctions de terme général u, converge uniformément sur F vers une
fonction S si la suite de fonctions formée par les séries partielles (S, )nen
converge uniformément sur F' vers S'; en d’autres termes, si, pour tout € > 0,
il existe V € N tel que

sup|Zuk(x) —Sx)| <e pour tout n > N.
k=0

Remarque 2.2.5 Si une série de fonctions de terme général u, converge
uniformément vers une fonction S, elle converge simplement vers S. La
réciproque est fausse (voir Exemple 2.2.6.1 plus bas).

Exemple 2.2.6 (i) On considere la série de fonctions sur R de terme général
un(x) = 2™ ; son domaine de convergence est | — 1, 1] et cette série converge

simplement vers la fonction S : z +— T La convergence n’est pas uniforme
sur | — 1, 1[; en effet, pour tout n € N, on a

n . 1
kZ;x 11—z

anrl

I

_‘1_xn+1 1

11—z 11—z 11—z

comme

l.n—l-l

sup
z€]-1,1]

i

il sensuit que (Sup,ej_q,1[ [Sn(7) — S(2)|)nen ne converge pas vers 0.
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(ii) Soit @ €]0,1[. La série précedente converge uniformément vers S sur

[—a,a]. En effet,

13n+1 an+1

:1—a

sup
z€[—a,a]

1—=x

et donc limy, 4 o0 SUP,e(_q.q) [Sn(T) — S(xz)| =0.

2.2.3 Critere de Cauchy pour la convergence uniforme

Il existe un critere de Cauchy pour la convergence uniforme d’une suite
ou série de fonctions. Comme pour les suites ou séries numériques, 1'utilité
de ce critere est qu’il permet de montrer la convergence sans connaitre ex-
plicitement la limite.

Théoréme 2.2.7 (Critére de Cauchy uniforme) (i) Une suite de fonc-
tions (fn)nen sur E converge uniformément sur une partie F' de E si et
seulement si : pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tous p,q > N,
on a

Sup | fp(@) = falz)| < &

(i1) Une série de fonctions sur E de terme général u,, converge uniformément
sur une partie F' si et seulement si : pour tout € > 0, il existe N € N tel que,
pour tous p > q > N, on a

p
sup |Sp(x) — Sy(x)| = sup| Y ug(x)| < e.
zeF xeF k—q+1
Démonstration

(i) Supposons que (f,)nen converge uniformément sur F vers f. Soit £ > 0.
Alors, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on a

sup [fu(z) = f2)] < /2

Il s’ensuit que, pour tout p,q > N et tout x € F on a, par l'inégalité
triangulaire,

[fo(2) = fo(@)| < |fp(w) = f@)| + | f(z) = folz)| < e

Ceci signifie que

sup | fp(r) — fo(x)] < e.

zeF
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Réciproquement, supposons pour, tout € > 0, il existe N tel que pour
tout p,q > N, on a

Sup | fp(z) = fo(x)| < e

Pour tout x € F' fixé, on a donc

(%) |fo(z) — fo(x)] < e pour tout p,q > N

et la suite numérique (f,(z))nen est de Cauchy dans K. D’apres le critere
de Cauchy, f(x) := lim, ., fn(z) existe donc pour tout x € F. En faisant
q — 400 dans l'inégalité () plus haut, on a

|fp(z) — f(x)| <e  pour tout p>N

et donc
sup |fp(z) — f(z)| <e  pour tout p> N.
el

Ceci montre la convergence uniforme de la suite f,, vers f.

(ii) L’assertion découle de I’assertion (i) en prenant f, :=S,. B

Corollaire 2.2.8 Si une série de fonctions sur E de terme général u,, converge
uniformément sur une partie F, alors lim,,_, o SUp,cp |Un(x)] =0

Démonstration On a
sup |u, (x)| = sup |Sy(x) — Sp_1(2)|.
zcF zeF

D’apres le critere de Cauchy (Théoréme 2.2.7), la suite (sup,cps |tn(2)|)nen
tend donc vers 0. l

Remarque 2.2.9 Comme pour les séries numériques, on utilise souvent la
contraposée de ce corollaire : si la suite (Sup,cp [tun()|)nen ne tend pas vers
0, alors la série de terme général u,, ne pas converge uniformément sur F. De
méme que pour les séries numériques, la réciproque n’est pas nécessairement
vraie @ si (sup,ep [un(®)|)nen tend uniformément vers 0, la série de terme
général u, ne pas converge toujours uniformément (ou méme simplement;
voir Example 2.2.10.iii plus bas).
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Exemple 2.2.10 (i) La série de terme général = — u,(r) = 2" converge
simplement sur | — 1, 1[; on a, pour tout n € N,

sup |up(z)| = sup |2"] = 1.
ze0,1] z€[0,1]

On retrouve ainsi le fait, déja vu précédemment Exemple 2.2.6.1), que cette
série ne converge pas uniformément sur | — 1, 1].

(ii) La série de terme général = — u,(x) = 2 converge simplement sur
r+n

1 . -
[0, +-00[: pour chaque x >, on a - T < :cﬁ et la série numérique de terme

1
général — est convergente ; d’autre part, on a, pour tout n € N,
n

T
sup > =1
z€[0,400[ L +n
. . X
car T — 5 est croissante et lim, — = 1. Donc
r+n r+n

lim  sup |u,(z)|=1#0.

n—=+00 1[0, +00]

Ceci montre que la série ne converge pas uniformément sur [0, col.

. 1
(iii) La série de terme général constant x — u,(x) = — ne converge pour
n

aucun z € R. D’autre part, la suite sup,cg |u,(x)| = — converge vers 0.
n

2.3 Convergence normale d’une série de fonc-
tions

On dispose, pour les séries de fonctions, d’'une notion de convergence
impliquant la convergence uniforme et souvent facile a vérifier : la convergence
normale.

Définition 2.3.1 (Convergence normale d’une série de fonctions) On
dit qu'une série de fonctions de terme général u,, converge normalement sur
un ensemble E §’il existe une série numérique de terme positif a,, qui soit
convergente et telle que |u,(z)| < a, pour tout n € N et tout x € E.
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Remarque 2.3.2 Une série de fonctions de terme général u,, converge nor-
malement sur F si et seulement la série numérique de terme général sup, g |, ()|
est convergente

Théoréeme 2.3.3 (La convergence normale implique la convergence
uniforme) Si une série de fonctions de terme général u,, converge norma-
lement sur un ensemble E, alors elle converge uniformément sur E.

Démonstration On va vérifier le critere de Cauchy pour les séries de fonc-
tions (Theoreme 2.2.7). Par hypothese, il existe une suite (a,),en avec a, > 0
telle que la série ) a,, est convergente et telle que sup,cp |u,(z)| < a, pour
tout n.

Soit € > 0. Comme la série numérique ) a,, est convergente, elle satisfait
au critere de Cauchy; il existe ainsi NV € N tel que

p
Zakge pour tous p>gq > N.
k=q+1

On a alors

P
Z sup lug(v)| < ¢ pour tous p>gq > N.
k=q+1 el

D’autre part, par I'inégalité triangulaire, on a, pour tous p > q € N :

p p
supl 3 w(@) < 3 sup u(a)]
z€l k=q+1 k=q+1 z€k

Il s’ensuit des deux inégalités précédentes que

p
sup | Z up(r)| < e pour tous p>gq > N.
reR k=g+1
La série de terme général u,, vérifie donc le critere de Cauchy.ll

Remarque 2.3.4 Une série uniformément convergente n’est pas nécessairement
normalement convergente (voir Exemple 2.3.5.ii plus bas ou Exercice 2.6.21).
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Exemple 2.3.5 (i) Soit u, : R — R définie par u,(z) = sm(zx). On a,
n
pour tout n > 1,
sin(nx) 1
Sup [un ()] = | — 57| < 73

. 1 .
et la série de terme général — est convergente; la série de terme général u,
n

est ainsi normalement convergence et donc uniformément convergente.
(ii) On considere la série de fonctions sur R ou sur un intervalle I de R de

(="

terme général donné par la fonction constante u,(z) = . Par le critere
n

de Leibniz (voir le rappel en Remarque 3.5.1 ou aussi 'Exercice 2.6.15), la

(=n"

général u,, est donc uniformément convergente sur R ou /. Cependant, comme

(="

série numérique de terme général

est convergente; la série de terme

la série de terme général = — n’est pas convergente, la série de
n

fonctions considérée n’est pas normalement convergente.

Remarque 2.3.6 L’étude de la convergence d'une série de terme général u,
est I'étude de la convergence de la suite des sommes partielles S, = > ;_ u.
Ceci permet, dans une certaine mesure, de ramener a l’étude des séries a
celle des suites. Réciproquement, on peut exploiter les criteres de conver-
gence uniforme d’une série (comme la convergence normale) pour montrer la
convergence uniforme d'une suite de fonctions. C’est le procedé de “trans-
formation” d’une suite en série qui a déja été vu pour les suites numériques.
Soit (fn)nen une suite de fonctions sur une partie £ de K. On considere la
suite définie par ug = fo et u, := f, — fn_1 pour n > 1. Alors la suite des
sommes partielles de la série de terme général u,, est

Sp=fo+(fr—fo) +-+(fa—Ffo1) = fa

La convergence (simple ou uniforme) de la suite (f,)nen) équivaut donc a
celle de la série de terme général u,.

2.4 Propriétés des limites uniformes de suites

Soit (fn)nen une suite de fonctions sur une partie £ de K qui converge
uniformément sur E vers une fonction f : £ — K; nous allons voir que,
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dans une certaine mesure, les propriétés de régularité des f, (continuité,
dérivabilité, etc) sont héritées par f.
On rappelle qu’une fonction f : E — K est continue en xg € F si :

lim _ f(z) = f(xo),

r—x0,2EE

ou, de maniere équivalente, pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout
r € E avec |v — x| < J,ona|f(x)— f(z)| <e.

2.4.1 Continuité de limites uniformes de fonctions conti-
nues

Théoreme 2.4.1 (Continuité d’une limite uniforme) Soit E une par-
tie de K et f, : E — K une suite de fonctions uniformément convergentes
vers une fonction f : E — K. Soit xqg € E. Si les f, sont continues en xy,
alors f est continue en xo. En particulier, si les f, sont continues sur E,
alors f est continue sur E.

Démonstration Soit ¢ > 0. Comme (f,),en converge uniformément sur
E vers f, il existe N tel que

|fu(z) — f(2)] <€/3 pour tout x € E et pour tout n > N;
en particulier, on a
(%) |fn(x) — f(x)] <e/3  pourtout ze€ E.

Puisque fx est continue en zg, il existe d > 0 tel que, pour tout z € E avec
|r — x| < J,0na

() |fn(z) = (o) < g/3.

Soit x € E avec |r — xo| < ¢; on a alors, en utilisant I'inégalité triangulaire
et les inégalités (x) et (kx) :
[f (@) = f(zo)| < [f(2) = fn(@)| + [fv(x) = fn(zo) + [ (z0) — f(2o0)]

e € =€
<—4+-4+-—=c
_3+ +3 €

w
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Remarque 2.4.2 (i) La continuité de f, et de f en xq signifie :

lim f,(x) = fu(xo)et lim f(x) = f(xo);
xr—x0 r—x0
comme f(z) =lim, 100 fo(z) et f(xo) =lim,— 10 fn(zo), la conclusion du
théoreme précédent peut s’écrire comme une interversion de limites :
lim lim f,(z)= lim lim f,(z).
T—xo Nn——+00 n—4oo T—xo
(ii) Le théoreme précédent peut étre en défaut si on remplace la convergence
uniforme par la convergence simple ; nous avons vu plusieurs exemples (voir
Exemples 2.1.3) de suites de fonctions f,, continues (et méme indéfiniment
dérivables) dont la limite simple n’est pas continue.

2.4.2 Intégrale d’une limite uniforme de fonctions conti-
nues

Théoréme 2.4.3 (Intégrale d’une limite uniforme) Soit [a,b] un in-
tervalle borné de R et et f, : [a,b] — K une suite de fonctions continues
uniformément convergentes vers une fonction (continue) f : [a,b] — K. Alors
on a , \

nl_l&loo/ fo(x)de = / f(z)dz.
Démonstration Soit ¢ > 0. Comme (f,),en converge uniformément sur
[a,b] vers f, il existe N tel que

|fu(z) — f(2)] <e pour tout z € [a, b] et pour tout n > N.

Soit n > N. On a (en utilisant la monotonie de l'intégrale) :

/ab £ (2)dz — /abf(x)dx

[ ula)ds — fa))da

b
s/!h@ﬂx—ﬂwww

S/sda:

e(b—a)l
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Remarque 2.4.4 La conclusion du théoreme précédent peut s’écrire comme
une interversion d’une limite et d’une intégrale :

lim /b fo(z)dx = /b lim f,(z)dz.

n—-+o00 n—-+o0o

Corollaire 2.4.5 (Primitive d’une limite uniforme) Sous les hypothéses
du théoréme précédent (Théoréme 2.4.3), soit xo € [a,b] et notons F, : x —
f;} fa(t)dt et F @ x — f;; f(t)dt les primitives de f, et de f nulles en xq
Alors la suite (Fy,)nen converge uniformément vers F' sur |a, b].

Démonstration En reprenant la démonstration du Théoreme 2.4.3 et en
remplagant a par zy et b par x, on a

/z: fu(t)dt —/ f(t)dt‘ < elw — x| < e(b—a).

x
Zo

|Fn(x) — F(2)| =

et l'assertion s’ensuit. B

Remarque 2.4.6 (i) La conclusion du Théoeme 2.4.3 peut étre en défaut si
on suppose seulement que la suite de fonctions f,, converge simplement vers
une fonction continue f. Un tel exemple est donné dans Exemple 2.1.3.vi.
Voici un autre exemple : soit f;, : [0, 1] — R la fonction continue définie par

2n2x siz € [0,1/2n]
fu(z) =< 2n —2nz siz € [1/2n,1/n]
0 siz € [1/n,1]

La suite f,, converge simplement vers la fonction f = 0; en effet, on a f,,(0) =
0 pour tout n € N*. Soit = > 0; alors z > 1/n pour tout n > N := E(1/x) et
donc f,(x) = 0 pour tout n > N := E(1/z). D’autre part, pour tout n > 1,

on a fol fo(x)dz = % Mais fol f(z)dz = 0.

(ii) La conclusion du Théoeéme 2.4.3 peut étre en défaut si on remplace 'in-
tervalle borné [a,b] par un intervalle non borné : soit f, : [0, +oc] — R la
fonction continue définie par

1

— siz € [0,n]
" 1 1
fulz) = n(n+—)—nx siz € [n,n+ —]
n n

e}

, 1
siz € [n+ —, +o0.
n
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La suite f, converge uniformément vers la fonction f = 0 sur [0, +o0[; en

1
effet, on a sup,ep ool [fn(7)] = — pour tout n et donc

lim  sup |fu(z)] =0

n—+00 1c[0,+00]

D’autre part, on

n

+oo n n+l/n 1

0

et donc
—+oco —+o00

lim fo(x)de =1#0= f(z)dz

n—-+o0o 0 0

Pour un autre exemple, voir 'Exercice 2.6.19

(iii) Le Théoreme 2.4.3 est encore valable si on suppose que f et les f,, sont

seulement continues par morceaux. (On rappelle qu’une fonction f : [a,b] —

C est continue par morceaux s’il existe une suite a = ag < a1 < as < -+ <
= b telle que f|q;q,,,] st continue et telle que les limites a droite et a

gauche f(a;+) et f(a;41—) existent, pour tout ¢ =0,...,r —1.)

2.4.3 Limite uniforme de fonctions dérivables

Théoréme 2.4.7 (Dérivée d’une limite uniforme) Soit [a,b] un inter-
valle borné de R et et f, : [a,b] — K une suite de fonctions admettant des
dérivées continues sur [a,b]. On suppose que :
— la suite (fn)nen est uniformément convergente vers une fonction (conti-
nue) f: la,b] — K;
— la suite des dérivées (f))nen est uniformément convergente vers une
fonction (continue) g : a,b] — K.
Alors f admet une dérivée continue et f' = g.

Démonstration Pour tout n € N et tout = € [a,b], on a

ful) /f

Or, lim, 400 fu(x) = f(x) et lim,— 1o fu(a) = f(a). D’autre part, par le

Corollaire 2.4.5, on a
lim / f ()t = / o()dt.
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Il s’ensuit que

Comme ¢ est continue, il s’ensuit que f est dérivable et que f' = ¢g.l

Remarque 2.4.8 La conclusion du Théoreme n’est plus nécessairement va-

lable sans I'hypothese de la convergence uniforme des dérivées des f,. Un
sin nx

NG

exemple est fourni par la suite f, avec f,(z) = , comme vu en Exemple 2.1.3.iv.

2.5 Propriétés d’une série uniformément conver-
gente

Les propriétés que nous venons de voir des limites uniformes de suites ont
une traduction pour les séries uniformément convergentes.

Théoréme 2.5.1 (Continuité d’une série uniformément convergente)
Soit E une partie de K et u,, : E — K une suite de fonctions . On suppose que

la série ), u, est uniformément convergente vers une fonction S : E — K.
Soit xog € E. Si les u,, sont continues sur E, alors S est continue sur E.

Démonstration On pose S, = ZZZO uy,. Alors les S, sont continues et
convergent uniformément vers S sur £. On conclut avec le Théoreme 2.4.1.

Théoréme 2.5.2 (Intégrale d’une série uniformément convergente)
Soit [a,b] un intervalle borné de R et et uy, : [a,b] — K une suite de fonc-
tions continues. On suppose que la série ) u, est uniformément convergente
vers une fonction S : [a,b] — K. Alors la série numérique de terme général

fab un(x)dx converge vers f; S(z)dx.

Démonstration On pose S, = ZZ:O u,. Alors les S, sont continues et
convergent uniformément vers S sur E. On conclut alors avec le Théoreme 2.4.3.1

Remarque 2.5.3 La conclusion du théoreme précédent peut s’écrire comme
une interversion d’une somme et d’'une intégrale :

2 / (@) = / b (2%(@) in.
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Corollaire 2.5.4 (Primitive d’une série uniformément convergente)
Sous les hypothéses du théoreme précédent (Théoréme 2.5.2), soit xy € [a, b]
et notons F, : x — f;; up(t)dt et F:x — f; S(t)dt les primitives de u,, et
de S nulles en xo Alors la série de fonction de fonctions de terme général
(Fn)nen converge uniformément vers F sur |a, b].

Théoréme 2.5.5 (Dérivée d’une série uniformément convergente)
Soit [a,b] un intervalle borné de R et et u,, : [a,b] — K une suite de fonctions
admettant des dérivées continues sur |a,b]. On suppose que :
— la série de terme général (u,)nen est uniformément convergente vers
une fonction S : [a,b] — K;
— la série de terme général (u),)nen est uniformément convergente vers
une fonction (continue) g : [a,b] — K.
Alors S admet une dérivée continue et S" = g.

Démonstration On pose S, = ZZ:O u,. Alors les S,, sont continues et
convergent uniformément vers S sur E. On a S, = > _,ul,. On conclut
alors avec le Théoreme 2.4.7.1

Remarque 2.5.6 La conclusion du théoreme précédent peut s’écrire comme
une interversion d’une somme et d’'une dérivation :

+00 +00 !
> (X))
n=0 n=0

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1 (Limite supérieure et limite inférieure d’une suite)
On rappelle que la limite supérieure lim u,, et la limite inférieure lim u,, d’'une
suite (uy,)nen de nombres réels sont définies par :

limu,, = lirf sup{ug| k > n} € RU {400}
limu,, = lilf inf{ux| k >n} € RU{—o0}.
(i) Montrer que limu,, € R et limu, € R si (uy), est bornée (c-a-d minorée

et majorée). o
(ii) Déterminer lim(—1)" et lim(—1)".
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(iii) Déterminer lim(—1)"1/n et lim(—1)"1/n.

(iv) Déterminer lim cos(2n7/3) et lim cos(2n7/3).

(v) Déterminer lim(—1)"n et lim(—1)"n.

(vi) Soit (ty,)nen une suite de nombres réels. Montrer que limu,, < limu,,.

(vii) Soit (un)nen une suite bornée de nombres réels. Montrer que limu,, =

limu,, si et seulement si (u,), est convergente et que, dans ce cas, limu, =
limu,, = lim,,_ 4 Uy,.

(viii) Déterminer lim n'/™ et limn'/™.

(ix) Montrer que, pour toutes suites (un)nen €t (vn)nen de nombres réels, on

a lim(u,, +v,) < limu, +limv, et lim(u, +v,) > limu, +limv,. Montrer par
des exemples que ces inégalités peuvent étre strictes.

(x) Soit (up)nen une suite bornée de nombres réels. Montrer que limu,, est
la plus grande valeur d’adhérence de (u,), et limu, sa plus petite valeur
d’adhérence.

Exercice 2.6.2 (Moyenne arithmético-géométrique) Soient a et b deux
nombres réels positifs avec 0 < b < a. On définit, par récurrence, deux suites

n bn
(an)nen et (bn)nen par ag = a,bg = b et a, 1 = a ; b1 = Vaypb,.

(i) Montrer que, pour tout n € N, on a b < b, < b,y1 < api1 < a, < a.

(ii) Déduire de (i) que (an)nen €t (by)nen convergent vers une méme limite,
notée M (a,b) et appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.

(iii) Montrer que, pour tout n € N, on a 0 < a1 — g < %(an —bp)%

(iv) Déduire de (ii) une majoration des restes |a, — M(a, b)| et |b, — M (a,b)|.

Exercice 2.6.3 (Etude de la convergence de quelques séries) Etudier
la convergence des séries »  u,, suivantes :
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(i)  wu, =nsin(1/n) (i)  up, = (1/2)V"
1 1
(iii) Un = log (1 + ﬁ) (iv) u, =1 —cos(1/n)
(v) Uy, = ne V" (vi) Uy = <n :L_ 1)"2

(viii)

uy, = sinv'1 + n2xr2

| (nl)? l
I () = (acR)
() un = (logln)" Gdi) = m
(xiil) oy = % (laf < 1) I
(xv)  w, =e 5" (xvi)  u, =sin(7(2+ V3)").

Indication pour (zvi) : montrer que (2 + v/3)™ 4+ (2 — v/3)™ est un entier et se ramener & 1’étude de 3 sin(7w(2 — v/3)™).

Exercice 2.6.4 (Une condition nécessaire pour la convergence d’une
série de terme général décroissant) (i) Soit (u,),en) une suite décroissante
de nombres positifs telle que la série > u, soit convergente. Montrer que
lim,, nu,, = 0.

Indication : on pourra commencer par montrer que lim, 2nuz, = 0 et montrer ensuite que limy (2n + 1)uzp41 = 0.
(ii) Montrer, par un exemple, que 'hypothese de décroissance de w, est
nécessaire dans (i).

Exercice 2.6.5 (Etude des points de continuité d’une fonction) Soit
f :]0,00[— R la fonction défine de la maniere suivante : f(x) = 0 si = est
irrationnel, f(x) = 1/q si x = p/q pour p,q € N* premiers entre eux et
f(0) =0.

(1) Soit = €]0, +oo[ rationnel. Montrer que f n’est pas continue en x.

(ii) Soit x €]0, +o0| irrationnel ou z = 0. Montrer que f est continue en z.

Exercice 2.6.6 (Dérivée non continue) Soit f : R — R définie par
f(0)=0et f(x) =2*sin(1/x) . Montrer que f est dérivable sur R mais que
f' n’est pas continue en 0.

Soit n € N*. Donner un exemple d'une fonction d’une fonction n-fois
dérivable f : R — R telle que f™ ne soit pas continue en 0.
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Exercice 2.6.7 (Une fonction non dérivable)

2
(i) Soit = € [0, 7/2]. Montrer que sinx > =
m

2z
Indication : étudier le tableau de variation de la fonction  +— sinz — — sur [0, 7/2].
™

sin(2"z
ii) Soit x € R. Montrer que la série L est absolument convergente.
n 2n
4o SIN(2"2)
Pour x € R, on pose f(z) => 7 o

(iii) Montrer que f : R — R est continue.
. : T
(iv) Soit N € N et zy = SN

(v) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

2N
Montrer que f(xy) > .
T

Exercice 2.6.8 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour
z € RT, soit f,(z) = e ™ sin(2nx).

(i) Déterminer f(z) = lim, o0 fu(x)

(i) Soit @ > 0. Montrer que (f,), converge uniformément sur [a, +oo[ vers
f.
(

iii) La suite (f,), converge-t-elle uniformément sur Rt vers f7

Exercice 2.6.9 (Convergence simple et convergence uniforme) Soit
a > 0. Pour z € [0, 1], soit f,(z) = n*2™(1 — x).
(i) Déterminer f(z) = lim, o fn(2).

(ii) Soit n € N. Montrer que SUD,(0.1] f(x)] = n ( n ) |

n+1\n+1
(iii) Déduire de (i) que (f,)n converge uniformément sur [0, 1] vers f si et
seulement si a < 1.

Exercice 2.6.10 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour

. 3"
x € [0, +00], soit f,(z) = T 3ma?
(i) Déterminer lim,, ;oo frn(2).
(ii) Calculer I,, = fol fo(x)dz et lim, I,,.
(iii) Déduire de (ii) que (f,,)n ne converge uniformément sur [0, 1].
(iv) Montrer directement que (f,,), ne converge uniformément sur [0, 1].

Exercice 2.6.11 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour
tout n € N, soit f,, : R — R la fonction définie par f,(z) =

nr? 41
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1. Déterminer ’ensemble de convergence £ C R de la suite de fonctions
fn ainsi que sa limite f : F — R.

2. Soit n € N fixé. Déterminer sup,cp | fn(z) — f(2)].

3. La suite de fonctions f, converge-t-elle uniformément vers f sur E7

Exercice 2.6.12 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour
tout n € N, soit f, : [0,1] — R la fonction définie par f,(z) = n(z™ — x™*1).

1. Déterminer I’ensemble de convergence E C [0, 1] de la suite de fonctions
fn ainsi que sa limite f : E — R.

2. Soit n € N fixé. Déterminer sup,p | fn(z) — f(2)].

3. En déduire que la suite de fonctions f,, ne converge pas uniformément
vers f sur E.

4. Soit a €]0, 1[. Montrer que la suite de fonctions f,, converge uniformément
vers f sur [0, a).

Exercice 2.6.13 (Convergence simple et convergence uniforme) Pour

x € [0, +00], soit u,(z) = el
r+n

(i) Déterminer 37 u,, ().
(ii) Montrer que > u, converge uniformément sur tout intervalle [0, a]
pour a > 0.

Exercice 2.6.14 (Etude de la convergence de suites de fonctions)
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions suivantes
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fn: E— R, avec E = [0,1] pour (i)-(iv) et E = [0, +oo[ pour (v)-(viii) :

(i) fn(2) = 0 siz €]1/n,1]

{1/n stz €0,1/n] "

0
. 1 sixe|0,1/n . nr—n?+1
(i) fnlz) = {O six E][l/n,/l]] (vi) Jal@) = —nx +n?+1
0
0
n sizell,1/n . r—n+t
(i) n(2) = {O six E][l/n,/l]] (vid) fol@) = —xr+n —: 1
0
0
r  sizel0,1/n] nx —n’+n

(iv) fn(2) = { (vili)  fn(z) =

—n?z+n3+n
0

1/n six€|l/n, ]

sixz € [0,n]

singxgn—i-%
sixZn—I—%

siOSxSn—%
sin—%gmgn
sin§$§n+%
six2n+%

siogxgn—%
sin—%ﬁxﬁn
singxgn—i-%
six2n+%

siOSxSn—%
sin—%gmgn
singmgn%—%

six2n+%

Exercice 2.6.15 (Intégrales de limites) Calculer la limite lim, ;o [; fo(2)dz
et la comparer avec l'intégrale [ ; f(z)dx de la limite f pour les fonctions f,

de I"'Exercice 2.6.14 sur leur ensemble de convergence I.

Exercice 2.6.16 (Limite de dérivées) Soit f, : [0,1] — R définie par
fa(x) = £ Etudier la convergence de la suite (f,), et de la suite (f}), de

ses derivées.

Exercice 2.6.17 (Etude de la convergence de séries) Etudier la conver-
gence simple, uniforme ou normale de la série de terme général u,, : £ — R :

(i) E=R, uy(x)=2"2" (i) E=R, u,(x)
(ili) E=R, uy(z)= %x" (iv) E=R, u,(z)
(v) E=10,1], uu(z)=1log (:p + %) (vi) E=R, wuy(z)=
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Exercice 2.6.18 (Primitives et dérivées de séries) (i) Pour n > 1, soit
Uy, @ [0,27] — R définie par u,(z) = % Calculer la primitive F' sur [0, 27]
avec F'(0) = 0 de la série de terme général u,,.

%. Calculer la

(ii) Pour n > 1, soit u, : [0,27] — R définie par u,(z) =
dérivée de la série de terme général u,, sur [0, 27].

(iii) Pour n € N, soit u, : R — R définie par u,(z) = %;. Calculer la
primitive ' sur R avec F'(0) = 1 de la série de terme général u,,.

(iv) Pour n € N, soit u,, : R — R définie par u,(z) = ((;i); z?". Calculer la
dérivée de la série de terme général u,, sur R.

Exercice 2.6.19 (Intégrale d’une limite uniforme sur un intervalle
non borné) Soit u, : [1,4+00[— R définie par

1
w(x) =3 siz € [n? (n+1)?]
0 sinon

(i) Montrer que la suite de fonctions (u,),en+ converge uniformément sur
[1,4o00[ vers une fonction f a déterminer.

.. . + +

(ii) Montrer que limy, o [, up(x)dz # [ f(2)da.

Exercice 2.6.20 (Etude d’une série de fonctions) Soit (u,),>1 la suite
xn
de fonctions de R — R définie par u,(x) = —.
n
(i) Montrer que la série de terme général u,, converge simplement sur | —1,1]
et uniformément sur [—a,a] pour tout 0 < a < 1. On note s : z — s(x) la
somme de cette série.

(ii) En considérant la série des dérivées > ul, déterminer s.

1 1 1 1
iii) Calculer 1 de la série — e —— 4
(iii) Calculer la somme easer1e2—|—4><2+8x3+ +2”n+

Exercice 2.6.21 (Une série uniformément convergente qui n’est pas
normalement convergente) Pour n € N*, soit u, : [1, +00[— R définie
par

r .

— siz€nn+1]

up(x) =4 n

0 sinon
(i) Soit x € [1, +oo[. Montrer que la série numérique de terme général u,,(z)
converge vers une limite f(z) qu’on explicitera.
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Soit f : [1,4+o0[— R la fonction ainsi définie.
(ii) Pour n € N* et x € [1, +o0], calculer S, (z) — f(x), ou S, (z) est la n-itme
somme partielle de la série de terme général u, ().
(iii) Montrer que la série de fonctions de terme général w, converge uni-
formément sur [1, +oo].
(iv) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, n’est pas norma-
lement convergente sur [1, +o0.

Exercice 2.6.22 (Rappel : Critére de Leibniz) Soit (v,,) une suite décroissante
de nombres réels positifs. On suppose que lim,, ., v, = 0. On veut montrer
que la série (dite alternée) de terme général u,, := (—1)"v,, est convergente.
On note 5, la n-ieme somme partielle de la série de terme général w,,.
(i) Montrer que la suite (Sa,)nen est décroissante.
(ii) Montrer que la suite (Ss,11)neN €St croissante.
(iii) Montrer que les suites (Sa,41)nen €t (San)nen sont convergentes ; notons
S et S’ leurs limites respectives.
(iv) Montrer que S = 5’
(v) Conclure.

Exercice 2.6.23 (*) Soit (f,), la suite de fonction définie sur [0, 1], par
récurrence, par fo(z) =z et f,o1 = 2f,(1 — f,) pour n > 0.

(i) Montrer que (f,), converge simplement sur [0,1] vers une fonction f
qu’on déterminera. N rmdication : Observer que, pour f : [0,1] — [0,1] définie par f(z) = 2z(1 — @), on a

fn(x) = fo---0 f(z) (n fois) ; montrer que f([0,1]) = [0,1/2] et que f(x) — « > 0 pour tout =z € [0,1/2].

(ii) Soit n € IN. Donner une expression simple pour 3~ fn et retrouver le
résultat (i).

(iii) Montrer que (f,), converge uniformément sur tout intervalle fermé I
contenu dans |0, 1[. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1]7

Exercice 2.6.24 (*) Soit (a,),>1 une suite décroissante de nombres réels
positifs. Pour n € N*, on définit u, : [0,1] — R par u,(z) = a,2"(1 — z).
(i) Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge simplement
sur [0, 1].

(iii) Montrer que la série de terme général u,, converge normalement sur [0, 1]
si et seulement si la série numérique de terme général a,,/n converge. mdication :
trouver un équivalent de sup,e(o,1] |un (2)|.

(iii) Montrer que la série de terme général u, converge uniformément sur
[0, 1] si et seulement si lim,, . a, = 0.



Chapitre 3

Séries entieres

Dans ce chapitre, nous allons étudier les séries de fonctions de la forme
2
ap + a1x + agx” + -+ apx" 4o

ol (a,)nen est une suite de nombres réels ou complexes et = est un nombre
réel ou complexe.

3.1 Premieres notions
On rappelle que K désigne indifféremment R ou C.

Définition 3.1.1 (Série entiere) Une série entiére est une série de fonc-
tions dont le terme général u,, est de la forme u,(x) = a,z™, ot (a,)nen est
une suite dans K et x € K. On écrira z au lieu de x si nous considérons cette
série dans le plan complexe.
n n Av X
On notera ) a,z™ ou ) a,z" une série entiere.

3.1.1 Rayon de convergence, disque de convergence
d’une série entiere

Nous allons voir que les séries entieres ont un ensemble de convergence
d’une forme particulierement simple. Le résultat fondamental concernant les
séries entieres est le Lemme d’Abel.

27
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Théoreme 3.1.2 (Lemme d’Abel) Soit ) a,2" une série entiére. Sup-
posons que, pour zg € C*, le terme général est borné : il existe M tel que
lan 2| < M pour tout n. Alors :

(i) pour tout z € C tel que |z| < |z|, la série Y a.z
convergente ;

(11) pour tout nombre r tel 0 < r < |z|, la série entiére est normalement
dans le disque fermé D, = {z € C : |z| <1},

" est absolument

Démonstration (i) Pour tout z € C tel que |z| < |z, on a, pour tout n,

2] 2"

n| __ n —

’anz | - ‘anZO’ ’Z(ﬂ — 20

Comme % < 1, la série >, |z/z|" est convergente et la série Y |a,z"|
0

I'est également.
(ii) Pour tout z tel que |z] <7 < |z, on a, pour tout n,

<M <L) -
|Zo|

n

- r - N

Comme la série ) | (m) est convergente, la série entiere est normalement
20

dans le disque fermé D,.H

la,z"| < M il

20

Théoréme 3.1.3 (Rayon de convergence) Soit ) a,z" une série entiére.
Soit R = sup{r > 0 : la suite(|a,|r")nen est bornée}. Alors R est l'unique
unique nombre dans [0, +o0] avec les propriétés suivantes :
(1) si|z| <R, la série ) a,z" est absolument convergente ;
(it) si|z| > R, la série ) a,z" diverge;
(iii) pour tout r € R* avec r < R, la série est normalement convergente
sur le disque fermé D,.

Démonstration Montrons d’abord 1'unicité de R € [0, +oc] avec les pro-
priétés (i) et (ii); supposons qu'il existe deux nombres Ry < Ry € [0, +00].
Soit 7 tel que Ry < r < R,. Alors la série ) | a,r"™ converge, par (i) et diverge
par (ii), ce qui est absurde.
Soit
B = {r >0: lasuite (|a,|r" ) e~ est bornée}.
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L’ensemble B est non vide, car 0 € B. De plus, B C R*. Donc R = sup B
existe bien dans bien [0, 4+o00].

De plus, il est clair que si r € B, alors ' € B pour tout 7/ < r. On a
donc B = [0, R] ou B = [0, R|. Montrons que R possede les propriétés du
théoreme.

Montrons d’abord (ii). Soit z € C tel que |z| > R. Alors |z| ¢ B, par
définition de B; ceci signifie que la suite (|a,||z|")nen est non bornée et, a
fortiori, ne tend pas vers 0. Par suite, la série ) a,2" diverge.

Montrons maintenant (iii). Soit » € R* avec 0 < r < R. Fixons 7y tel que
r < rg < R. Alors ry € B et donc, par définition de B, la suite (|a,|r])nen
est bornée. Par le lemme d’Abel (Théoreme 3.1.2.i), la série ) a.2" est
normalement convergente sur le disque fermé D,..

Pour montrer (i), soit z € C tel que |z| < R. Choisissons r € R* avec
|z| <r < R. Nous venons de voir que la série est normalement convergente
dans D,. Comme z € D,, la série >, an2" est bien convergente.l

Définition 3.1.4 (Rayon et disque de convergence d’une série entiére)
Soit ) a,z" une série entiére. Le nombre R € [0, +-00] introduit au Théoreme 3.1.3
est appelé le rayon de convergence de la série. Le disque ouvert

Dr={2€C : |z| <R}
d’appelle le disque de convergence de la série

Remarque 3.1.5 (i) Le plan C est divisé en trois parties deux a deux dis-
jointes :

e le disque de convergence Dp = {z € C : |z| < R} : la série converge
(absolument) pour chaque z € Dg;

e le complementaire du disque fermé Dy, c-a-d ensemble {z € C : |z| >
R} : pour tout |z| > R, la série est non seulement divergente, mais son
terme général est non borné;

e le cercle {z € C : |z| = R} : pour |z| = R, la série peut ou non
converger (voir Exemple 3.1.6 plus loin).

(ii) On peut avoir R = 0 ou R = +o0 (voir Exemple 3.1.11 plus loin). Dans
le premier cas, la série ne converge que pour z = 0 et, dans le second, elle
converge pour tout z € C et converge normalement dans tout disque D, pour
r > 0.
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Exemple 3.1.6 (i) La série géométrique ) 2" est absolument convergente
pour |z| < 1 et divergente pour |z| > 1. Son rayon de convergence est donc
R = 1. On observera que, pour tout z tel que |z| = 1, la suite (z"),en ne
tend pas vers 0 et il s’ensuit que la série diverge.

(ii) Considérons la série ) 2"/n. Il est clair qu’elle est absolument conver-
gente pour |z| < 1. Pour |z| > 1, on a lim,_, 1 |2|"/n = +o0 et il s’ensuit
que la série diverge. Le rayon de convergence est donc R = 1.

La série diverge pour z = 1; elle converge pour z = —1 (par le critere
de Leibniz; voir 3.5.1). En fait, on peut monter qu’elle converge pour tout
|z| =1 avec z # 1.

(iii) Considérons la série Y. 2"/n*. Comme Y 1/n* est convergente et

comme
||

S pour tout |z] <1,
la série est absolument convergente pour |z| < 1.

Pour |z| > 1, on a lim, ., |2/"/n? = +o0o et il s’ensuit que la série
diverge. Le rayon de convergence est donc R = 1. On observera que, pour
tout z tel que |z| = 1, la série est (absolument) convergente.

(iv) Nous verrons plus tard (voir Exemples 3.1.11) des exemples de séries

entieres avec B = +o0o ou R = 0.

3.1.2 Calcul du rayon de convergence : formule d’Ha-
damard, regle de d’Alembert

Nous commencons par rappeller deux criteres bien connus de convergence
des séries numériques.

Remarque 3.1.7 (i) Rappel (Regle de Cauchy) : Soit ) wu, une série
de terme général u,, > 0. Soit L := limsup,, /™. Si L < 1, la série > u,
converge. Si L > 1, la série ) u, diverge.

(i) Rappel (Regle de d’Alembert) : Soit > wu, une série de terme
général w, > 0. Supposons que L := lim, . o Upyi1/u, existe. Si L < 1,
la série ) w, converge. Si L > 1, la série > u, diverge.

Théoréme 3.1.8 (Formule d’Hadamard) Soit ) a,z" une série entiére.
Soit L = limsup,, |a,|"/" € [0,+0c]. Le rayon de convergence de la série
entiere est R = 1/L, avec la convention 1/4+00 =0 et 1/0 = +oo.
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Démonstration Supposons que L < +oo. Pour tout z € C, on a

lim sup |a, 2 = |z| lim sup |an|1/n = |2|L

n n

nP/n

1 1
Siz| < T (avec la convention 5= +00), alors |z|L < 1 et la série ) a,2"
est absolument convergente, par la regle de Cauchy rappelée plus haut (Re-

marque 3.1.7.i). Par cette méme regle, si |z| > I alors |z|L > 1 et la série

1
>, an2" est divergente. Donc 7 est bien le rayon de convergence si L < +oc.

Supposons maintenant que L = +o00 et montrons que R = 0. Soit z €
C,z # 0. Comme L = limsup,, |a,|'/", on a alors

1/n

lim sup |a,2"|"™ = | 2| lim sup |a,|"/" = +oo.
n n

Le critere de Cauchy montre que la série ) a,2" est divergente. La série
entiere ne converge donc que pour z = 0 et ceci signifie que R = 0.1

En utilisant la regle de d’Alembert rappelée plus haut (Remarque 3.1.7.1),
on a une formule analogue

Théoréme 3.1.9 (Formule d’Hadamard-d’Alembert) Soit ) a,z" une

. . . a
série entiére avec a, # 0 pour tout n. On suppose que L :=lim,, % €
Qn
1
[0, +00] existe. Le rayon de convergence de la série entiére est R = 7 avec
1 1
la convention —— =0 et — = +00.
+00 0
Démonstration Soit z € C*. Supposons d’abord que L < +00. On a
) a Zn+1 . a
lim lan 12" = |2| lim 1] = |2|L
n—too  |a,z"| n—+too  |ay,|

. ]_ . n+41 L.
Siz] < 7o ona |2|L < 1, on a donc lim,_ o 2271 > 1 et la série

|anz"]
>, an2" est absolument convergente, par la regle de d’Alembert. Par cette
1
méme regle, la série ) a,z" est divergente si |z| < I On a donc bien
R=1/L.
Soit L = 400 et z # 0; alors lim,, ;o |a"‘a+izn‘ +o00 et la série diverge
(regle de d’Alembert). On a donc bien R =0=1/LA.

Zn+1|
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Remarque 3.1.10 Dans la pratique, on utilise souvent la regle de d’Alem-
bert ; cette regle est cependant inappliquable dans de nombreux cas (voir
Exemple 3.1.11.iii plus bas).

ZTL
Exemple 3.1.11 (i) La série }, — a comme rayon de convergence R =

+00, c-a-d qu’elle est convergente, et méme absolument convergente, pour
tout z € C. En effet, appliquons-lui la regle de d’Alembert :

1 !
lim —/(n +1) = lim ! =
n—+400 1/71! n—+oon + 1

Par suite, R = +o0.
(ii) La série ) nlz™ a comme rayon de convergence R = 0, c-a-d qu’elle ne
converge que pour z = 0. En effet, appliquons-lui la regle de d’Alembert :
1!
lim M: lim n+1=+4oc.
n—-+o0o n' n—-+o0o
Par suite, R = 0.
(iii) On considere la série

ZZQn:1+z+22+z4+28+216+232+-~.

n

Son terme général est donc a,, = 1 si n est une puissance de 2 et a, = 0
sinon. La regle de d’Alembert n’est pas appliquable ici. Cependant, on a
limsup,, |a,|"/™ = 1 et donc R = 1.

(iv) (Série du binéme) Soit s € C fixé. Pour tout n € N, on pose

<s) s(s—1)-- (s —n+1)

n n!

. . S\ n
et on considere la série > (%) 2"

Deux cas sont a distinguer :

e s est un entier positif; alors (Z) = 0 pour n > s. La série se réduit

donc au polynome

Z (S)z” =(1+2)° pour tout =z € C.

n
n=0
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e s n’est pas un entier positif; alors (Z) # 0 pour tout n. Appliquons la
regle de d’Alembert :

()0
n—+oo [\ + 1 n n—+o00

Le rayon de convergence de la série est donc R = 1.

s—n
n+1

=1.

On notera la conséquence suivante de la convergence de la série du binome
pour |z| < 1.

Corollaire 3.1.12 Pour tout s € C, on a

lim (S>z" =0 pour tout |z| < 1.0

n—4oo \ N

3.1.3 Continuité d’une série entiere dans son disque de
convergence

La somme d’une série entiere de rayon R est la limite s = lim, . S,
de ses sommes partielles et est définie sur son disque de convergence ouvert
Dr={z€C : |z|] < R}.

Théoréme 3.1.13 (Continuité de la somme d’une série) Soit Y, a,z"
une série entiere de rayon de convergence R > 0. Sa somme est une fonction
S : Dr — C continue sur le disque de convergence ouvert Dg.

Démonstration Soit zy € Dg. Choissisons r > 0 tel que |z < r < R.
Par le Théoreme 3.1.3, la série ) a,2" est normalement convergente sur le
disque D,. Elle est donc uniformément convergente sur D, (Théoreme 2.3.3).
Par conséquent, sa somme S est continue dans D, (Théoreme 2.5.1). En
particulier, elle est continue en z;. B

3.2 Opérations sur les séries entieres

3.2.1 Somme, produits de séries entieres

Théoréme 3.2.1 (Somme de séries entiéres) Soient ) an2" et b,z"
deux séries entieres de rayons de convergence respectifs Ry > 0 et Ry > 0 et
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de sommes respectives s, et so. Alors le rayon de convergence R de la série
Y oo lan +by)2" vérifie R > min{ Ry, Ry} et sa somme est s1+ so sur le disque
ouvert de rayon min{ Ry, Ry}

Démonstration Soit |z| < min{R;, Ry}. Alors, comme |z| < R; et |z] <
Ry, les séries de terme général a, 2" et b,2" sont absolument convergentes ;
comme

|(an + b,)2"] < |anz"| + [bp2"| pour tout n € N,

il s’ensuit que la série de terme général (a,, + b,)z" est convergente. On en
conclut que min{ Ry, Ry} < R. De plus, pour tout |z| < min{R;, Ry}, on a
Yol +b,)2" =" a2+ b2 M

Remarque 3.2.2 Il est clair que, dans le théoreme précédent, on peut avoir
R > min{R;, Ry} : prendre par exemple a, = 1 et b, = —1 pour tout n.
Cependant, si Ry # Ry, alors on a nécessairement 1’égalité R = min{ Ry, Ry}
(voir Exercice 3.12.4).

Remarque 3.2.3 (Rappel : Le produit de Cauchy de deux séries
numériques) On considere deux séries absolument convergentes de terme
général a, et b, (avec a,,b, € K), de somme s; et sy. Pour tout n € N,
posons

n
Cp = Z akbn,k = aobn + albn,l + -+ anbo.
k=0
Alors la série de terme général ¢, est absolument convergente et sa somme
est le produit s;s.. Cette série est appelée le produit de Cauchy des deux
séries considérées.

Théoreme 3.2.4 (Produit de séries entiéres) Soient )y a,z" ety b,z"
deux séries entieres de rayons de convergence respectifs Ry > 0 et Ry et de
sommes respectives sy et So. Alors le rayon de convergence R de la série
Yo", avee ¢, = Y 1o by, vérifie R > min{R;, Ro} et sa somme est
s189 sur le disque ouvert de rayon min{ Ry, Ry}

Démonstration Soit |z| < min{R;, Ry}. Alors, comme plus haut, les séries
de terme général a,z" et b,2" sont absolument convergentes. Il s’ensuit que
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le produit de Cauchy de ces deux séries est convergent (voir le rappel Re-
marque 3.2.3 plus haut), de somme égal au produit des sommes de ces séries.
Le terme général de ce produit de Cauchy est

n n

5 ap2"b, 2"k = 5 pbn_12" = c 2"

k=0 k=0

L’assertion en découle. B

3.3 Dérivation, intégration d’une série entiere

Nous aurons besoin du résultat suivant portant sur les limites supérieures
de suites de nombres positifs.

Lemme 3.3.1 Soient (uy)nen €t (Vn)nen deux suites de nombres réels posi-
tifs. On suppose que (up)nen converge vers un nombre réel u > 0. Alors, on
a

lim sup(u,v,) = ulimsup v,

(avec la convention u X (+00) = 4+00).

Démonstration Posons v = limsup,, v, € [0, +00]. On rappelle que

limsup v, = lirf sup{vg : k > n}.

On veut montrer que wv = limsup,, (u,v,), c-a-d que

lim sup{ugvy : k > n} = uv.
n—-+00

Supposons d’abord que v < 400, c-a-d que (v,)nen est bornée. Alors
(Un VU )nen est également bornée. Soit £ > 0. Comme u > 0, on peut supposer
que € < u. Comme lim,, ;o u, = u, il existe N tel que u —e¢ < wu, <u-+¢
pour tout n > N. Comme u — ¢ > 0, on a alors, pour tout n > N,

(u—e)sup{vg : k > n} =sup{(u —e)vg : k > n} < sup{ugvg : k > n}
<sup{(u+e)vg: k >n} = (u+¢e)sup{vg : k > n}

et donc

(u—¢e)sup{vg : k > n} < sup{ugvg : k > n} < (u+e)sup{vg : k > n};
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en passant a la limite n — 400, on obtient

(u—e)v < limsup u,v, < (u+¢e)v.

En faisant € — 0, il s’ensuit que uv = lim sup,, 4, vy,.

Supposons maintenant que v = +o00, c-a-d lim,, . v, = +00. Il s’agit
de montrer qu'on a aussi lim,, o, u,v, = 4+00. Ceci est clair, car lim, u,, =
uv>0.1

Définition 3.3.2 (Série dérivée) On appelle série dérivée de la série entiere

T2 2" la série entiere

—+00
E nanz""' = ay + 2a9z + 3azz® + - - - .
n=1

Théoréme 3.3.3 (Rayon de convergence de la série dérivée) Soit
o0 @, 2" ‘rie entiére d d R. Sa série dérivé
neo Gn 2" une série entiere de rayon de convergence R. Sa série dérivée a

également R comme rayon de convergence.

Démonstration Soit R’ le rayon de convergence de la série dérivée. Par
la formule d’Hadamard (Théoréme 3.1.8), on a 1/R = limsup, |a,|"" et
1/R' = limsup, |na,|*™. 1l suffit donc de montrer que limsup, |a,|'/" =
lim sup,, n'/"|a,|"/". Comme il est bien connu que lim,,_ . n'/" = 1, ceci
découle du Lemme 3.3.1 I

Dans tout ce qui suit et jusqua la fin du paragraphe, nous nous limiterons
au cas ol la variable est réelle ; nous noterons x cette variable. Soit ) a,z"
une série entiere. Par les résutats qui précedent, une telle série est absolument
convergente sur un intervalle | — R, R| et divergente pour tout |z| > R. On
ne peut rien dire de général pour z = +R. Les sommes partielles de cette
série sont les polynomes S, : @ — >_,_, axz”; la dérivée de S, est la fonction

n k_l . .\ . s ’ . ’

x— Y . kapx" " qui est la n-ieme somme partielle de la série dérivée.

Théoréme 3.3.4 (Dérivée d’une série entiére d’une variable réelle)
Soit Z:ﬁ% a,z" une série entiere d’une variable réelle, de rayon de conver-
gence R et de somme s. Alors s | — R, R|— K est dérivable et sa dérivée s’
est la série entiere dérivée Z;rz na,z" .
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Démonstration Pour tout r < R, la série 7% a,2" converge norma-

lement sur Uintervalle [—r, 7] (Théoreme 3.1.3) et donc uniformément sur
cet intervalle (Théoréme 2.3.3). La série dérivée possede le méme rayon de
convergence (Théoreme 3.3.3). Elle converge également uniformément sur
[—r,r]. Par le Théoreme 2.5.5, il s’ensuit que s est dérivable sur [—r, 7] et
que s’ est la somme de la série dérivée sur [—r,r|. Ceci étant vrai pour tout
r < R, le théoreme en découle.ll

Corollaire 3.3.5 (Une série entiére est indéfiniment dérivable) Soit

;::6 a,x" une série entiere d’une variable réelle, de rayon de convergence R
et de somme s. Alors s ;| — R, R[— K est indéfiniment dérivable, sa k-iéme

dérivée s¥) est la somme de la série entiére

—+00

Zn(n — 1) (n—k+ Daz™*

n=~k

qui @ méme rayon de convergence R.

Démonstration On procede par récurrence sur k € N pour montrer que
s est k-fois dérivable, que s*) est la somme de la série entiere

+oo

Zn(n 1) (n—k+1az™!

n=k

et que le rayon de convergence de cette série est R. Le cas k = 0 étant évident
(car s = s), supposons l’assertion vraie pour k& > 0. Le Théoreme 3.3.4
appliqué & la série > n(n —1) -+ (n — k + 1)a,z"~* montre alors que s*)
est dérivable, que sa dérivée est la série

+o0
Z nn—1)-(n—k+1)(n—k)a,z" *+V

n=k+1
et que le rayon de convergence de cette derniere série est R.H

Corollaire 3.3.6 (Coefficients d’une série entiére) Soit 3 >0 a,z"

. . s(m) (o
une série entiére de somme S. Alors a,, = n,( ), pour tout n > 0.
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Démonstration Le Corollaire 3.3.5 précédent montre que le terme constant
de la série correspondant & S est nla,; comme ce terme constant est égal
a S™(0), l'assertion s’ensuit.l

Ce corollaire a comme conséquence importante 1'unicité des coefficients
d’une série entiere.

Corollaire 3.3.7 (Unicité des coefficients d’une série entiére) Soit
+o0 n “+o0o n s 5N
o nx™ et Y 2 by deux séries entieres, de rayons de convergence Ry

et Ry et de sommes Sy et Sy. On suppose qu’il existe 0 < r < min{R;, R}
tel que Si(x) = Sy(x) pour tout x €] — r,r[. Alors a, = b, pour tout n > 0.

Démonstration Soit n € N. On a Sy(z) = Sy(z) et donc 5\ (z) = 55" (z)
pour tout x €] — r,r[; en particulier, on a Sf”(O) = S{(0) et le corollaire
précédent montre alors que a,, = b,,.l

+oo

n.
nep Anx™; alors,

Soit S,, la n-ieme somme partielle d’une série entiere »

pour tout x, on a
n

‘ o Qn n+1
/OSn(t)dt—Zn+1a: .

k=0

Théoréme 3.3.8 (Primitive d’une série entiére d’une variable réelle)
Soit Z:Z% a,z" une série entiere d'une variable réelle, de rayon de conver-

+oo  On n
T

"=0p 1

gence R. De plus, pour tout x €] — R, R[, on a

T +oo
a
t)dt = m_ gt
/OS() Zn—i—lx

n=0

gence R et de somme S. La série ) 1 g le méme rayon de conver-

+oo _An  pniq

Démonstration Soit R’ le rayon de convergence de la série ) '~/ n 1%
n
Par la formule d’Hadamard (Théoreme 3.1.8), on a
1 = lim sup " = limsup —————|an|"/"
R n|n+1 n (n4 1)/
1

Comme lim,, = 1, il découle du Lemme 3.3.1 que 1/R =

(n+1)n
limsup,, |a,|'/™ = 1/R et donc R’ = R. Soit x €] — R, R|. La n-iéme somme
partielle S, de la série entiere S @, 2™ converge uniformément sur [—z, z].
On conclut alors avec le Corollaire 2.5.4.1
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3.4 Développement d’une fonction en série
entiere

Jusqua présent, nous sommes parti d’une série entiere et nous avons étudié
la fonction donnée par la somme de cette série sur U'intervalle (ou le disque)
de convergence. Dans cette section, nous partons d’une fonction f: D — K
(d’'une variable réelle ou complexe) définie sur un disque ou un intervalle
ouvert autour de 0; nous examinons la question du “développement” de f
en série entiere : peut-on trouver une série entiere Z:ﬁ% a,x™ dont f soit la
somme ? Quand cela sera le cas, I'égalité f(z) = Ii% a,x™ ne sera vraie sur
une partie de I’ensemble de définition D de f.

Définition 3.4.1 (Fonction développable en série entiere) Soient D
un disque ouvert dans C ou un intervalle ouvert dans R autour de 0 et
f D — K une fonction. On dit que f est développable en série entiere
autour de 0 s’il existe une série entiere Z::S a,x™ de rayon de convergence
R > 0 et de somme s telle que f(z) = :{i% anx™ pour tout x € D avec

|z| < R. On dit que > a,2" représente f sur D N Dp.

Exemple 3.4.2 (i) La fonction f: C\ {1} — C avec f(z) = 1/(1 — z) est
développable en série entiere autour de 0 : la série entiere ) | 2" a un rayon
de convergence égal a 1 et f(2) =Y. 2" pour |z| < 1.
(ii) La fonction f: R — R avec f(x) = 1/(1 + x?) est développable en série
entiére autour de 0 : la série entiere > (—1)"z?" a un rayon de convergence
égal a 1 et f(x) = > 1% (=1)"2?" pour |z| < 1.

Dans tout ce qui suit et jusqu’a la fin du paragraphe, nous nous limiterons
au cas ou la variable est réelle ; comme d’habitude, nous la noterons z

Théoréme 3.4.3 (Fonction développable en série entiére) Soient I
un intervalle ouvert de R contenant 0 et soit f : I — K wune fonction.
développable en une série entiere autour de 0 de rayon de convergence R > 0.
Alors f est indéfiniment dérivable dans lintervalle | — R, R[NI. De plus, le

) L (n)
terme général de cette série est fT,(O)x".

Démonstration Soit ) a,z™ la série entiere représentant f dans | —
R, R[NI et soit s sa somme. Par le Corollaire 3.3.5, s est dérivable dans
| = R, R|NI; donc f est dérivable dans | — R, R[. Par le Corollaire 3.3.6, on a

SO0 00 g

n! n!

n
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Définition 3.4.4 (Série de Taylor d’une fonction) Soit f : I — K une
fonction indéfiniment derlvable dans un intervalle I autour de 0. La série
entiere de terme général A ( 20 g ‘appelle la série de Taylor de f.

Remarque 3.4.5 Si f est paire, on a f"*1(0) = 0; la série de Taylor de f
ne fait donc intervenir que les puissances paires de x. Si f est impaire, on a
f@(0) = 0; la série de Taylor de f ne fait donc intervenir que les puissances
impaires de x.

Remarque 3.4.6 Etant donnée une fonction f : I — K définie dans un
intervalle I autour de 0, demandons-nous si f admet un développement en
série entiere. Une condition nécéssaire pour qu’il en soit ainsi est que f soit
indéfiniment dérivable dans un intervalle autour de 0 (voir Théoreme 3.4.3).
Supposons que cela est le cas. L'unique série entiere qui pourrait représenter
[ est sa série de Taylor ) %x". Cela sera le cas si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satlsfaltes
(C1) La série de Taylor ) f 2Oy de f possede un rayon de conver-
gence R > 0
(C2) La somme de la série de Taylor est égale a f sur un intervalle autour
de 0.
Comme les exemples suivants (Exemples 3.4.7) le montrent, la condition (C1)
peut ne pas étre satisfaite ; de plus, méme si elle est satisfaite, la condition
(C2) peut ne pas I’étre. Cependant, nous verrons de nombreux exemples (voir
§ 3.5) ou les deux conditions sont satisfaites.

Exemple 3.4.7 (i) (Exemple d’une fonction C* non développable
en série entiére) Soit f: R — R la fonction définie par

ﬂm={6w2*x>0

0 siz <O0.

Montrons que f est indéfiniment dérivable et f(™(0) = 0. Ceci impliquera que
la série de Taylor de f est identiquement nulle et ne peut donc représenter f
dans aucun intervalle autour de f. Pour cela, montrons, par récurrence sur
n € N, que f est n-fois dérivable et qu’il existe des polynomes P, tels que

ﬂ%@:{?um%1m siw >0

six <0.
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I est clair que f est indéfiniment dérivable sur R*. Comme lim,_q e~ Y% = 0,
f est continue en 0 et le cas n = 0 en découle. Supposons 'assertion vraie
pour n. Soit x > 0; alors, par hypothese de récurrence,

d

FE) = L)) = (<P a) 2P0 fa) )

Sion pose P, (t) := —P.(t)t>+2P,(t)t*, on a bien f+)(z) = P,y (1/z)e™1/*".
Soit z < 0; alors f™(y) = 0 pour tout y < 0 et on a bien f™+Y(x) = 0.

F™ (y)—f™)(0)
0 Yy

Soit maintenant x = 0; on a f"*1(0) = lim, . . Pour la

limite a gauche, on a trivialement

lim
y—0— Yy

D’autre part, pour la limite a droite, on a

f™(y) — f™(0) Po(1/y)e "

lim = lim
y—0+ Yy y—0+ Y
= lim tP,(t)e "
t——4o0

1l s’ensuit que f™+Y(z) = 0.
(ii) (Exemple d’une série de Taylor divergente) On considere la série
de fonctions de terme général

un, : R — C, Up () = e e

Chaque u, est indéfiniment dérivable et sa k-ieme dérivée est donnée par

uglk) (I) p— e—nikTLleian pour tout 7 € R.

On a donc
n2k

sup [ufl)(z)] < e7"n** = —
zeR e
- 2k . [ (k)
comme la série ) | "7 est convergente, la série de terme général uy, est nor-
malement et donc uniformément convergente sur R. Il s’ensuit (Théoreme 2.5.5)
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que la somme f : R+ C de la série ) wu, est indéfiniment dérivable sur R
et que

k) T) = Z e ikp2kein’e pour tout = € R.

En particulier, on a, pour tout £ € N,

() fO(0) =" 355 et

L. (k)
Montrons que le rayon de convergence de la série de Taylor ), ! k!(o)xk est

R = 0. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons que R > 0. Soit

alors © € R avec 0 < = < R. Alors, la série Zk%(O)xk est absolument

1|f (0)] oF

convergente par le Théoreme 3.1.3. La série de terme généra est

donc convergente. D’autre part, pour tout k£ € N, on a, en utlhsant (%),

|f(k)(0)’ k_+oo —n 2kxk
B x —Z e "n o

—kk,Zk k —kk,2k_k
- k' - Kk
fkkk k (ak)

k(loga+logk) _

avec a = — > 0. Or limy_, 4o a*kF = lim_ o€ +00, Ceci est

e

(0
en contradiction avec la convergence de la série ), |/ ( O]

3.4.1 Critere de développement en série entiere

La formule de Taylor-Maclaurin va nous fournir un critére pour qu'une
fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle autour de 0 soit développable
en série entiere.

Remarque 3.4.8 Rappel (Formule de Taylor-Maclaurin) :
Soit f :] —r,r[— K une fonction indéfiniment dérivable. Alors, pour tout
r €| —r,r[ et tout n € N, on a

Z A m S — £ ()t

n‘o
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En particulier, on a

|x|n+1

(n+ 1)V

<M

pour toute constante M = M, , majorant | f"*1)| sur I'intervalle d’extrémités
0et .

Théoréme 3.4.9 Soit f :| — r,r[— K une fonction indéfiniment dérivable.
Supposons que, pour tout x €] — r,7|, il existe un majorant M, , de |f"+Y)|
sur lintervalle d’extrémités 0 et x tel que

‘x’n—I—l

nl—%lo “(n+1)!

Alors la série de Taylor Z+°° f(k)( L2k g un rayon de convergence R > r et
est égale a f sur] —r,r[.

Démonstration Soit x €]—r,r[. En tenant compte de la formule de Taylor-
Maclaurin rappelée plus haut (Remarque 3.4.8), 'hypothese implique aue

~ f¥)(0)
_kzzo k! '

Ceci montre que la série de Taylor de f en x converge vers f(z). Il s’ensuit que
R > |z| (voir Théoréme 3.1.3). Comme ceci est valable pour tout x €] —r, r|,
ona R >ret fest égale a série de Taylor sur | — r, r[.H

lim =0.

n—-+00

3.5 Développements en série des fonctions usuelles

3.5.1 La fonction exponentielle

Soit f : R + R la fonction exponentielle; on rappelle que f™(z) =
f(z) = e* pour tout x € R. Dans I'intervalle d’extrémités 0 et x, la fonction
| f™]| est donc majorée par e*l. On a, pour tout = € R,

] |x|n+1

n+1
lim e‘:‘”IL =e
n—00 (n + 1)! n—00 (n + 1)!

=0,
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T n+1
car lim, . % = 0. On en conclut que la fonction exponentielle est
n !
égale a sa série de Taylor sur R tout entier :
2 n
r T x
er=1+=+=++—=4+- pour tout z € R
1 2 n!

et que le rayon de convergence de cette série est R = 400 (ce dernier point
a déja été vu : voir Exemple 3.1.11.1).

3.5.2 Les fonctions hyperboliques

On rappelle que le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique sont les
fonctions cosh et sinh sur R définies par

cosh(z) = ete” et sinh(z) = S
2 2
Comme (voir plus haut)
Y r 2P L
e T T T
il s’ensuit que
ZL’2 1.4 m2n
cosh(x)zl—i—a—l—z—l““—i-(2n)!+~- pour tout z € R
et que
. 3 0 2+
Slnh(l‘):x—Fy—i‘g—"‘i‘m—i— pour tout =z € R

3.5.3 Les fonctions trigonométriques

Soit f : R +— R la fonction cosinus; on rappelle que f®"+1(z) =
(=1)"sinx et fCV(z) = (—1)"cosz pour tout = € R. En particulier,
f@H0) = 0 et fCV(0) = (—1)". La série de Taylor correspondante est
donc >~ ((;711))7 2", Dans l'intervalle d’extrémités 0 et z, la fonction |f@+1)]

2n+1
x
est majorée par 1 et on a lim, . L = 0. On en conclut que la
(2n + 1)!
fonction cosinus est égale a sa série de Taylor sur R tout entier :
2 4 2n
x x x
cost=1——+—+ -4+ (=1)" + - pour tout = € R

ol 4l (2n)!
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et que le rayon de convergence de cette série est R = +o00.
De maniere similaire, on trouve pour la fonction sinus que sa série de
(=D"™ _2n+1 _
Taylor est Zn G Di? ”*I, que son rayon de convergence est R = 400 et
qu’elle représente la fonction sinus sur R tout entier :
3 5 2n+1
x x x
nr—1o— — 4+~ 4+ ...4(=1)"
ST =1 — o5 + o+ +(—1)

m‘i‘“' pour tout z € R

3.5.4 La fonction logarithme

On considere la série de terme général (—1)"z". son rayon de convergence
est égal a 1 et, pour tout z €] — 1,1[, on a

+o0o

1
> (-1t = .
— 1+

Par le théoreme sur les primitives de séries entieres (Théoreme 3.3.8), on a
donc, pour tout x €] —1,1[:

T 1 +oo (_1)n +oo (_1)71—1
=S e NN e
/0 141 nz% n + 1" ; n

Comme
/1’_1 dt =lo (l—i—a:)—lo 1=1lo (1—i—x)
0 1 t g g g Y

il vient que
2 3 -1 n—1,n

log(1+x):x—%+%—~~-+()—x+--- pour tout x €]—1,1][.
Remarque 3.5.1 (i) La série > (=1)"

q e |
(par le critere de Leibniz sur les séries alternées; voir rappel plus bas). Il se
trouve que le développement de x — log(1 + z) vu précédemment est encore
valable pour x = 1 et donne :

3

2"t converge également en x = 1

11 (=1t
log2 =1 2+3 R - +oee
La preuve de ce fait est basée sur un théoreme d’Abel et sera donnée plus
tard (voir Exemple 3.11.6).
(ii) Rappel (Critére de Leibniz) : Soit (v,) une suite décroissante de
nombres réels positifs telle que lim, ., v, = 0. Alors la série de terme
général (—1)"v,, est convergente (pour la preuve, voir Exercice 2.6.22).
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3.5.5 La fonction x — Arctg(x)

La série entiere de terme général (—1)"z*" posséde un rayon de conver-
gence égal & 1. Pour tout x €] — 1,1[, on a

+00 1
1" 2n _ )
HZ:O( )’z 1+ 2?2

Par le théoreme sur les primitives de séries entieres (Théoreme 3.3.8), on a
donc, pour tout x €] — 1, 1]:

+oo
vl (=" ,
dt =3 AL gl
/0 112 Z2n+1x

n=0

Comme

|
/0 TP dt = Arctg(xz) — Arctg(0) = Arctg(x),

il vient que

3 5 —1)" 2n+1
Arctg(:c):a:—%Jr%—er%er pour tout = €]—1,1[.

_1)n
e uxQ"H converge également en x = 1
2n+1

et le développement de x — Arctg(x) est encore valable en z = 1; comme

Remarque 3.5.2 La série

Arctgl = %, on obtient ainsi la formule

111 (—1)"
N (R T )
" ( 375 T T T >

La preuve de ce fait est basée sur un théoreme d’Abel et sera donnée plus
tard (voir Exemple 3.11.6).

3.5.6 La série du binOme

Soit s € R fixé et considérons la fonction f : 2 — (1 4 z)*. Nous voulons
trouver le développement de f en série entiere. Le cas ou s € N étant banal,
nous supposerons que s € R\ N. Comme

fl@) = (14 2)* = esleti),
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la fonction f est définie pour x €] — 1,400]. Elle est indéfiniment dérivable
et on a, pour tout n € N,

fM(z)=s(s=1)(s—2)---(s—n+1)14+z)*"  pour tout z€]—1,1][.

La série de Taylor de f est donc la série du binothe Y, (3)a™, étudiée dans
Exemple 3.1.11.iv.

Soit & €] — 1, 1[. Par la formule de Taylor-Maclaurin avec reste intégral
(voir (Remarque 3.4.8), on a

n

fo) =% (Z) 2% + 1o (2)

k=0

avec un reste

ro(T) = E /Oﬂﬁ(x —t)"s(s —1)--- (s —n)(1+ 1) " dt

n!

— S(S ; 1) /Ox(x —)"(1 4 t)* " Ldt
(LG oo

La fonction homographique

y rT—1
. —
T
est décroissante sur l'intervalle | — 1, +o00], car
—1—-x
") =~ 7 <
#(t) (1+1¢)2 —

De plus, on a ¢(0) = z et p(x) = 0. Il s’ensuit que p(t) < |z| pour tout ¢
dans l'intervalle d’extrémités 0 et x. Par conséquent, on a

Tl —t\" v
14t)"tdt| < (1)t
[ (55) avora] < [ararn

= Jaf" / (140 dr,
0
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<s—1) "
s x
n

-1
lim (8 )x” =0,
n—-+4o0o n

car la série de terme général (S;I)x” est convergente (voir Corollaire 3.1.12).
Il s’ensuit que lim,, 4o 7,(2) = 0. On en conclut que la fonction f est égale
a sa série de Taylor sur | — 1, 1] :

et donc
rn ()] <

/ (1+1t)5 dt.
0

D’ autre part, on a

“+oo

(1+2)° = Z (S)x” pour tout |z| < 1.
n

n=0
Nous allons étudier cette formule dans quelques cas particuliers.
Lecas s=1/2:0ona

s\ s(s—1)---(s—n+1)
(n) n!
Ix(=1)x(=3)x -+ x(—2n+3)
2mn
o1l X3 X5 X x(2n—3)
2Xx4X6X---x2n

=(-1)
On obtient donc le développement
a1l X3 x5 X x(2n—3)

1 1, n
\/1+x:1+§x—§x + -+ (=1) I ET IV wa A
valable pour tout z €] — 1, 1].

Le cas s=—1/2:0ona

s\ _ s(s—1)---(s—=n+1)

(n>_ n!

(—1) x (=3) x (=5) x -+ x (=2n+1)

2nn)
L1 x3x5x--x(2n—1)

2X4X06X- - X2n

- (-1)

On obtient donc le développement

1 I 1 +32+ y 1)nl><3><5><--~><(2n—1)n+
=l-—z+ -4+ — T
Vi+zx 2 8 2X4X6X---X2n

valable pour tout x €] — 1, 1].
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3.5.7 La fonction z +— Arcsin(z)

Reprenons le développement

1 1 1 +32+ y 1)nl><3><5><-~-><(2n—1)n+
=l—-—-—z+ -z - T
vi+zx 2 8 2X4X6X---X2n

valable pour tout x €] — 1,1[. Soit |z| < 1. Alors | — 22| < 1 et on a donc

1 1 3 I1x3x5Hx---x(2n—-1
=1+-a’+ =2+ -+ (2n )a:Q"

1 — 2 2 8 2X4X06X---X2n

D’autre part, on a

* 1
/ — dt = Arcsin(z) — Arcsin(0) = Arcsin(x),
0 —

Par le théoréme sur les primitives de séries enticres (Théoreme 3.3.8), on
obtient ainsi

1a®  3a2° 1x3%x5x--+x(2n—1) a2

A . — - —_— oo e
resin(z) x+23+8 + + I2X4X6X-X2n 2n—i—1+

pour tout x €] —1,1].

3.6 Application a la résolution d’équations
différentielles

On peut parfois trouver des solutions d’une équation différentielle au
moyen de développements en série entiere. On considere une équation différentielle
du type

(x) Py 4+ ey 4+ pry 4 poy = b,
ou po, P1, - - -, Pr sont des polynomes et b une fonction développable en série

entiere de rayon r > (
+oo
b(x) = Z byx™.
n=0
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On cherche une solution y = y(x) de I’équation (x) sous la forme d’une série

entiere
“+o00
y(xr) = Z anx".
n=0

Méthode : Les dérivées successives de y sont des séries entieres données par
la formule (voir Corollaire 3.3.5)
+o0
y ¥ (z) = Zn(n —1)---(n—k+ Daaz™* pour tout k=0,...,r.
n=~k
On reporte ces développements dans le membre de gauche de I’équation (x),
on regroupe les termes de méme degré et on obtient une série entiere de la
forme ZZ:(’) A, z". Les coefficients A,, sont des combinaisons linéaires des a,,
et des coefficents des polynomes p,. En identifiant cette série entiere avec
celle de b, on obtient les relations

A, =b,, pour tout n € N.

Ces relations permettent de calculer les coefficients a,,, de proche en proche.
Supposons que le rayon de convergence R de la série Z::(’] a,x" est non nul.
Cette série >0 a, 2" est alors une solution de I'équation () dans l'intervalle
| —t,t[ pour t = min{R,r}.

Exemple 3.6.1 Considerons I’équation différentielle

vy (x) + a2y (2) + y(z) =1

et chechons une solution sous forme de série entiere y(z) = :i% a,z". On a
+o0
y'(z) = Z na,z" !
n=1
+oo
y'(z) = Z n(n — 1)a,z" 2
n=2
et donc
+oo +oo +oo
zy'(x) + zy' (z) + y(z) = Z n(n — Day,z" ' + Z na,z" + Z a,z"
n=2 n=1 n=0
+oo

=ap+ Z ((n+ Dnays1 + (n+ 1ay,) zn.

n=1
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En identifiant cette série avec le membre de droite de I’équation différentielle,
on obtient les relations

ag = 1
(n+ 1)napsr + (n+1)a, =0  pour tout n > 1,

c-a-d ap =1 et
a
Apt1 = -2 pour tout n > 1.
n

Avec a1 = a arbitraire, on trouve par récurrence

a
ap = (=) —— n>1.
n=(=1) (n—1)! -
La série entiere correspondante a un rayon de convergence r = +o0o. Une
solution de I’équation est donc

On observera que, comme l'équation différentielle est linéaire d’ordre 2, il y
a une autre famille de solutions, qui, elles, ne sont pas développables en série
entiere autour de 0.

3.7 Fonction exponentielle complexe

Nous avons vu (§ 3.5.1) que, pour tout z € R, on avait e* = ::5 "’“"n—T
Nous savons d’autre part (Exemple 3.1.11.1) que la série Z:fo Zn—T est conver-
gente pour tout nombre complexe z. Par extension du cas d’une variable

réelle, nous définissons I’exponentielle complexe.

Définition 3.7.1 (Fonction exponentielle complexe) Pour tout z € C,
I’exponentielle de z est le nombre e* = :i% Z—T On définit ainsi une fonction

C — C, z — €7, appelée fonction exponentielle complexe.
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Définition 3.7.2 (Fonctions hyperboliques et trigonométriques com-
plexes) Par analogie avec le cas réel, on peut de méme définir les fonctions
hyperboliques et trigonométriques complexes en posant :

+0o0 I2n
coshz = Z 2n)1
n=0

+o00
x2n+1

sinh z = Z m
0

n=

+o0 2n
. T
cos z = Z (—1) o)
n=0 ’
too p2n+l
coshz="% (-1)"—.
nz:% (2n 4+ 1)!

Ces définitions sont justifiées : d’une part, le rayon de convergence de ces
séries est 400 ; d’autre part, pour z € R, nous retrouvons les développements
établis en § 3.5.2 et § 3.5.3.

Ces fonctions sont liées a la fonction exponentielle. Tout d’abord, nous
avons les formules évidentes suivantes pour les fonctions hyperboliques.

Proposition 3.7.3 Pour tout z € C, on a

cosh z 4+ sinh z = €7, coshz —sinhz=¢7

e+ e eF—e ®

coshz = ——, sinhz=——N
2 2

Comme i*" = (—1)" et i*"™! = i(—1)", on a les relations suivantes entre les
fonctions hyperboliques et trigonométriques

1
cos z = cosh(iz), sin z = —sinh(iz) pour tout z € C.
i

On en déduit les formules suivantes pour les fonctions trigonométriques.

Proposition 3.7.4 Pour tout z € C, on a

cosz +isinz = e, cosz —isinz =e ¥
eiz + e—iz ] eiz _ e—iz

cosz = ——— sing = ———
2 ’ 2i
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3.7.1 Formules d’addition

La fonction exponentielle complexe possede la méme propriété fondamentale
que ’exponentielle réelle.

Théoréme 3.7.5 (Formule d’addition de l’exponentielle) Pour tout
z,we C, ona

ez—l—w — ezew
2" w"
Démonstration Les séries 3% — et S —» de sommes e* et €,

sont absolument convergentes. Leur produit de Cauchy, qui est la la série de

Zk: wn—k

terme général >, ERCESIE
I'(n —k)!

(voir Remarque 3.2.3). D’autre part, on a, pour tout n € N,

est donc convergent et sa somme est ee.

N Tl 1 n! P
Zﬁ(n—wzﬁ K-k "
£} |l & ] .

w

La somme de la série de terme général —'(z + w)™ étant e***, on a donc
n!

e = e*t. i

Corollaire 3.7.6 (i) On a e¢* #0 et e * = 1/e*pour tout z € C.

(i) On a e*/e¥ = e*~™ pour tous z,w € C.

(111) On a (e*)" = €™ pour tout z € C et n € Z.

(iv) L’application z — €* est un homomorphisme du groupe additif (C,+)
dans le groupe multiplicatif (C*,-).

Démonstration (i) On a e*e * = € = 1. Ceci implique que ¢* # 0 et
e =1/e*.
(ii) On a, avec (ii) et la formule d’addition (Théoreme 3.7.5)
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(iii) Pour n € N, la formule (e*)" = €™ découle de la formule d’addition
(Théoreme 3.7.5) par récurrence sur n. Pour n < 0, on a —n > 0 et il
s’ensuit, avec (i), que

(iv) L’assertion découle de la formule d’addition (Théoreme 3.7.5) et de (i).
|

A partir de la formule d’addition de ’exponentielle, nous obtenons fa-
cilement les formules d’addition pour les fonctions hyperboliques et trigo-
nométriques, déja connues dans le cas réel.

Corollaire 3.7.7 (Formules d’addition des fonctions hyperboliques)
Pour tous z,w € C, on a

cosh(z + w) = cosh z cosh w — sinh z sin w

sinh(z + w) = sinh z cos w + cosh z sinw

Démonstration En utilisant la Proposition 3.7.4, on a

e’e” = (cosh z + sinh z)(cosh w + sinh w)
= cosh z coshw + sinh z sinh w + sinh z cosh w + cosh z sinh w
e “e" = (cosh z — sinh z)(cosh w — sinh w)

= cosh z cosh w + sinh z sinh w — sinh z cosh w — cosh z sinh w.

En additionnant et en retranchant ces deux égalités membre a membre, on
obtient

efe’ + e Fe™V
2
—Z ,—W

efe” — e Fe
2

= cosh z cosh w + sinh z sinh w

= sinh z cosh w + cosh z sinh w.

w

Comme e?e? = e*t% et e %e " = e~ (*T%) |'agsertion s’en déduit, en utilisant

de nouveau Proposition 3.7.3.1



COURS SSF-2015/2016-B.Bekka 95

Corollaire 3.7.8 (Formules d’addition des fonctions trigonométriques)
Pour tous z,w € C, on a

cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w

Démonstration En utilisant la Proposition 3.7.4, on a

e”e™ = (cos z + isin z)(cos w + i sinw)
= cos z cosw — sin z sinw + #(sin z cos w + cos z sin w)
e “e”" = (cosz —isin z)(cosw — isinw)

= cos z cosw — sin z sinw — i(sin z cosw — cos z sinw).

En additionnant et en retranchant ces deux égalités membre a membre, on
obtient

eizeiw + efizefiw ] )
= COS ZCOSW — SInN z sinw

2
eizeiw _ e—ize—iw ] ]
; = SINn 2 COS W + COS 2z sIn w.
21
Comme e?e™ = ¢l=tw) of =2~ — =ilz+w) Paggertion s'en déduit, en

utilisant de nouveau Proposition 3.7.3.1

3.7.2 Partie réelle, partie imaginaire, module et argu-
ment de e*

On rappelle que 'argument Arg (z) d’un nombre complexe z n’est défini
qu’a un multiple entier de 27 pres.

Proposition 3.7.9 Soit z € C, de partie réelle v = Re(z) et de partie
imaginaire y = Im (z) . On a alors

Re (e*) = e” cosy,
Im (e*) = e"siny,
Z| X

le*| = e”,

Arg(€”) = y.
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Démonstration On a

e” = " = %" = e”(cosy + isiny) = e” cosx + ie” siny.

Toutes les assertions en découlent. l

Corollaire 3.7.10 (i) Pour tout t € R, on a Re(e") = cost,Im (e") =
sint et |e'| = 1.
(ii) Le nombre complexe z de module r et d’argument t s’écrit z = re'.
(11i) Pour z € C, on a €* =1 si et seulement si z € 2miZ.

(iv) Pour z,w € C, on a e* = €™ si el seulement si z— 2’ € 2miZ. En parti-
culier, on a 2™ = €% pour tout z € C (c-a-d la fonction exponentielle
complexe admet la période 27i.

(v) (Formule d’Euler) ¢™ = —1.

Démonstration Ce corollaire est une conséquence immédiate de la pro-
position précédente (Proposition 3.7.9). Par exemple, montrons (iii). Comme
cos(2mk) = 1 et sin(27k) = 0 pour tout k € Z, il est clair, avec (i), que
e =1 si z € 2miZ. Réciproquement, soit z = = + 1y € C tel que e* = 1.
Le module de e* est donc 1 et son argument est 0 (modulo 27Z). Par la
Proposition 3.7.9, on a donc e* =1 et y € 2nZ. Ceci implique que x = 0 et
donc z € 2mZ. A

3.8 Applications a la trigonométrie

3.8.1 Formule de Moivre
Soient t1,ts, ..., t, des nombres réels. On a

cos(ty + -+ t,) +isin(ty + - - + 1) == ettFtn)

1t ito

=eMe2. .. eln

= (cost; +isinty)---(cost, +isint,).

En développant le produit du second membre de cette identité, la partie
réelle donnera une expression de cos(t; +t2 +- -+ +1,) et la partie imaginaire
donnera une expression de sin(t; + t + - - - + ¢,,) comme somme de produits
de fonctions du type cost; et sint;. Dans le cas t; =ty = --- =t, = t, on
obtient un expression de cos(nt) et sin(nt) comme fonction polynomiale en
cost et sint
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Exemple 3.8.1 On a

cos 5t + i sin 5t = (cost + isint)®
= cos’ t + Hicos* tsint + 10i% cos® t sin’ t
+ 210 cos® tsin®t + i*5 costsin t + i®sin® t

et donc

cos bt = cos®t — 10 cos® tsin? ¢ + Hcostsin* t

sin5t = 5eos? tsint — 10 cos® tsin® ¢ + sin® ¢.

3.8.2 Linéarisation de cos"t et sin” ¢

On s’intéresse au probleme inverse : exprimer cos™ t ou sin” t comme fonc-
tion linéaire de cos(nt) et sin(nt). De telles formules sont utiles, en particulier,
pour calculer les primitives de cos™t ou sin"t. Pour t € R et n € N, on a

2" cos" t = (e +e )"

n\ . .
i(n—k)t —ikt
()ete e
n\ .
i(n—2k)t
(1)
k=0

et comme nous savons que 2" cos™ t est un nombre réel, il s’ensuit que
2" cos"t = Re ( el 2k)t>
_ ( ) z(n 2k)t))

y ( ) cos(tn — 201

16 cos* t = (e +e ")
= 2cos4t + 8cos2t 4+ 6

I
ol
3 |IM:
o

Exemple 3.8.2 On a
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et donc

1 1 3
cos*t = gcos4t+ §C082t+ gcost.

3.9 Logarithme d’un nombre complexe

Par le Corollaire 3.7.6, I'application z — e* est un homomorphisme du
groupe additif (C, +) dans le groupe multiplicatif (C*,-), de noyau 27Z (Co-
rollaire 3.7.10). Nous allons voir qu'il est surjectif.

Théoreme 3.9.1 Soit w € C*; soit r > 0 son module et 6 un de ses ar-
guments. Les nombres complexes z qui vérifient l’équation e* = w sont les
nombres de la forme logr + (6 + 2nk) pour k € Z.

Démonstration Soient z = Re(z) et y = Im(z). D’apres la Proposi-
tion 3.7.9, I’équation e* = w équivaut aux équations

ef =r et y €0+ 2nZ,
c-a-d aux conditions

x =logr et yebh+2rZ.1

Définition 3.9.2 (Logarithme d’un nombre complexe) Soit w € C*;
soit 7 > 0 son module et # un de ses arguments. Chaque nombre complexe
de la forme logr + i(6 + 27k) pour k € Z s’appelle un logarithme de w.

Remarque 3.9.3 Si w est un réel strictement positif, on a w = r et on
peut prendre 8 = 0. Le logarithme correspondant a la valeur £ = 0 est le
logarithme habituel du nombre réel z. Les autres logarithmes sont non réels.

Considérons les parties suivantes du plan complexe C :
U={z€C|—m<Im(z) <7} V=C\I,

ou I = R_ = {z € Rlz < 0}. On remarquera que U et V sont des parties
ouvertes de C. Pour z € U, posons f(z) = e*. Alors f(z) € V Soit w € V;
alors w = re? avec r > 0 et —7 < 6 < 7. On pose g(w) = logr + if. Alors
g(w) € U. On remarquer que g est continue sur V.
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Définition 3.9.4 (Détermination principale du logarithme) L’appli-
cation g : V' — U est appelée détermination principale du logarithme et est
notée z — log z. On notera qu’elle prolonge I'application logarithme réelle
habituelle.

Théoréme 3.9.5 Les applications f:U — V et g: V — U sont bijectives,
continues et réciproques l’'une de [’autre.

Démonstration Ceci découle immédiatement du Théoreme 3.9.1.1

3.10 Fonctions analytiques

On a vu (Théoréme 3.4.3) que la somme d'une série entiere Y % a,2"
d’une variable réelle et de rayon de convergence R était indéfiniment dérivable
sur son intervalle de convergence |— R, R[. Cependant, une fonction indéfiniment
dérivable n’est pas nécessairement développable en série entiere autour de 0
(voir Exemple 3.4.7). La classe des fonctions développables en série entiere
autour de 0 est donc plus restreinte que celles des fonctions indéfiniment
dérivables dans un intervalle autour de 0. La propriété qui distingue ces deux
classes est [‘analyticité.

Une série entiere Y%7 a,,2" d’une variable réelle = et de rayon de conver-
gence R > (0 “s’étend” en une série Z::(’J a,2z" de la variable réelle z et est
convergente sur le disque Dr = {z € C||z| < R}. Dans ce contexte, il est
donc naturel d’étudier les fonctions d’'une variable complexe.

Définition 3.10.1 Soit €2 € C un ouvert et f : @ — C. On dit que f
est analytique sur ) si, pour tout zy € €, la fonction u — f(u + zy) est
développable en série entiere autour de 0, en d’autres termes : il existe € =
(z9) > 0 et une série entiere ) ., a,2" avec un rayon de convergence R > ¢
tels que D.(20) = {z € C||lz — 2| < e} C Qet

f(z2)=f((z —20) + 20) = Z a,(z —29)"  pour tout z € D.(2).

n=0

La proposition suivante nous donnera une grande quantité d’exemples de
fonctions analytiques.
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Proposition 3.10.2 Soit 7% a,2" une série enti¢re de la variable com-
pleze z, de rayon de convergence R > 0 et de somme s : Dp — C. Alors s est
analytique sur Dg. De plus, pour tout zg € D et z tel que |z — zg| < R— |zo|
on a

+o0

(SRR

k=0

Démonstration Soit zp € Dg et z tel que |z — 29| < R — |2|. Posons
uw =z — z9. Alors
|20 + |u] < R —[20] + |20] = R

Comme |zp+u| < |20] + |ul, il s’ensuit que la série 720 a,, (29 +u)" converge
absolument et on a

(#) sz +u) =% anlz0 +u)" = 20 an 2o, (7) 7.

On remarque que, comme |2g| + |u| < R,

n
apn (k) ub 20k

est le terme général d’une série convergente. Il s’ensuit qu’on peut intervertir
I'ordre de sommation dans la somme (x) :

n

>

k=0

= lan[(l20] + [u])"

k=0 n=k
> (S ()4)
n—k k
= ap, 24 u
k=0 \n=k k
+ 1 400
— (EZann(n )...(n—k+1) k> u®
k=0 n=k

Exemple 3.10.3 Les exemples majeurs de fonctions analytiques sont :
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— Les fonctions rationnelles z — P(2)/Q(z) sur 2, ou € est le complémentaire
dans C de I'ensemble des racines de @ (voir la Proposition 3.10.11 plus
loin) ;

— La fonction exponentielle z +— e* sur C;

— les fonctions hyperboliques z +— cosh z et z +— sinh z sur C;

— les fonctions trigonométriques z — cos z et z — sin z sur C.

L’analyticité est liée a une autre propriété, appelée holomorphie.

Définition 3.10.4 Soit €2 C C un ouvert et f : Q — C. On dit que f est
holomorphe sur €2 ou encore C-dérivable sur €2, si, pour tout zy € €2, la limite
de nombres complexes

L ()~ ()

z—20 zZ— 2

existe ; on note alors f’(zg) cette limite.
La proposition suivante montre que les séries entieres sont holomorphes.

Proposition 3.10.5 Soit Z::E) a,z" une série entiere de la variable com-
pleze z, de rayon de convergence R > 0 et de somme s : Dr — C. Alors s

est holomorphe sur Dy et on a 8'(2) = 320 (n+1)a, 412" pour tout z € Dg.

Démonstration Soit zy € Dg. Soit r > 0 tel que |29| < r < R. Rappelons
que la série 7% (n+1)a, 412" = > 2 na,2" !, qui est la série dérivée de la
zo: 3N +0o0o n N 3N
série entiere ) "~ a,2", a le méme rayon de convergence R que cette derniere
(Théoreme 3.3.3). En particulier, elle converge absolument pour z = z; et

pour z = r. Pour tout z € D, avec z # 2, on a

—+o0 “+00 —+o00
s(z) — s(z0) = Z a,z" — Zanzg = Z an (2" — 23)
n=0 n=0 n=0

et donc
+o0 +oo n n
s(z) — s(20) n—1 _ 2T % n—1
nanzy = = an —nz,
zZ— 20 zZ— 20
n=1 n=1
—+o00

-1 -2 -2 -1 —1
:E an (2" 22" P A P 2T =)
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Comme |zg| <7 et |z| <7, ona

R e R e SRR 1 E S [
< 2" Jzol 2T A A 20" A o] T Az <
< 2nr™ 1L

Soit € > 0. La série de terme général na,r" ! étant absolument convergente,
il existe V € N tel que

+o0

Z 2n|a,|r"! < e/2.

n=N+1

Soit fy : C — C le polynome défini par
N
In) =) an (T a0 T e 2 ).
n=1

On alim,_,,, fy(z) = 0. Il existe donc d > 0 tel que
|fn(2)] <e/2 pour tout z € C, |z— 2| <.

Soit ¢ = min{d,r — |zp|}. Pour tout z € C,z # zy avec |z — 25| < ¢’, on a
alors |z — zo| < § ainsi que

2| <[z — 20| + |20] <7 —[20] + |20] = 7;

avec ce qui précede, il s’ensuit que

_l’_
SORTICINE S
n<(Q =
n=1

zZ— 20
—+00
= |fn(2) + Z an (2" 22" P 2 P T =T
n=N+1
+oo
T I e S N B e S O F
n=N-+1
+oo
<)l + Y 2anfnr
n=N-+1
< € N £ -
-2 2
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Ceci montre que

. 5(2) — s(20)
lim g nan 2y

z—z0 2 — 29

Corollaire 3.10.6 Soit Zn o0 an2" une série entiere de la variable complexe
z, de rayon de convergence R > 0 et de somme s : D — C. Alors sa dérivée
Z+ L napz"t de somme §', ainsi que ses dérivées successives

+oo

Zn(n —1)---(n—k+Da,z"*
n=k
de somme s, sont analytiques. De plus, pour tout 2y € Dpg et z tel que
|z — 20| < R — 20| on a

92 5 (2,
s(z) = Z ( )(z — zo)".

n=0

Démonstration La premiere assertion découle de la proposition précédente
(Proposition 3.10.5), appliquée a la série entiere Z:g na,z" ! de somme s,
ainsi qu’a ses dérivées successives. La deuxieme assertion est une conséquence
de la Proposition 3.10.2, en remarquant que

1 <X} -
HZann(n—l)...(n—k+1)z0k: o .I

Corollaire 3.10.7 (L’analyticité implique l’holomorphie) Soit f : Q) —
C une fonction analytique sur une partie ouverte Q) de C. Alors f est holo-
morphe sur €.

Démonstration Soit zy € 2. Par définition, il existe une série entiere
Y om0 Gn2" avec un rayon de convergence R > 0 et de somme s ainsi qu'un €
avec 0 < € < R tels que f(zo + u) = s(u) pour tout |u| < e. Comme

p TG = FG) L s(w) = s(0)

=20 2 — 2 u—0 u ’

I’assertion découle de la Proposition 3.10.5. B
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Remarque 3.10.8 (L’holomorphie implique ’analyticité) On peut mon-
trer, et nous ne le ferons pas ici (voir le cours “Fonctions holomorphes”), que
la réciproque est vraie : toute fonction holomorphe f : 2 — C est analytique
sur 2.

Soit s la somme d’une série entiere Z::a a,z", de rayon de convergence
R > 0. Supposons que s™(0) = 0 pour tout n € N. Alors a,, = 0 pour
tout n € N (par la formule du Corollaire 3.3.6 liant a,, et s (0)) et donc
s = 0 sur Dg. Nous allons voir que ceci est encore vrai si on remplace 0 par
20 € Dg quelconque.

Corollaire 3.10.9 (Zéros d’une série entiére) Soit > a,2" une série
entiere de la variable complexe z, de rayon de convergence R > 0 et de somme
s : Dr — C. Soit 2y € Dg. Supposons que s (z) = 0 pour tout n € N.
Alors s = 0 sur Dg.

Démonstration Comme a, = s™(0)/n!, il suffit de montrer que s™(0) =
0 pour tout n € N. Si zp = 0, il n'y a rien a démontrer. On peut donc
supposer que zg # 0.

Il découle du Corollaire 3.10.6 que

9 4 (5
s(z) = Z n(! )(z —20)" =0

et donc s (2) = 0 pour tout z tel que |z — z| < R— || et tout n € N. Soit
A={te[0,1]|s™(tz) =0 pour tout n € N}.

Comme 1 € A, I'ensemble A n’est pas vide. Soit ty = inf A. Alors ty = min A.
En effet, soit (tx)r € A telle que limy tx = ¢. Pour tout n, on a alors

s(")(tgzo) = lilgn s (tkzo) =0

et donc tg € A. 11 suffit donc de montrer que ¢ty = 0.

Soit t € A avec t > 0. Alors, comme plus haut, s (z) = 0 pour tout z
tel que |z — tzo| < R — |tzo| et tout n € N. Ceci implique qu’il existe § > 0
tel que s € A pour tout s €]t — 9§, ¢] (il suffit de prendre 6 < (R — |tz0|)/|20])-
Donc t # min A = tg. 1l s’ensuit que to = 0. B

Le corollaire suivant montre que les zéros d’une série entiere non nulle ne
peuvent pas s’accumuler dans son disque de convergence.
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Corollaire 3.10.10 (Zéros d’une série entiére-bis) Soit > a,2" une
série entiere de la variable compleze z, de rayon de convergence R > 0 et de
somme s : Dp — C. Soit zg € Dg. On suppose qu’il existe une suite (wy,)y,
dans Dy avec w, # zy telle que lim,, w, = zy et s(w,) = 0 pour tout n € N.

Alors s = 0 dans Dg.

Démonstration Comme lim, w, = 2o et s(w,) = 0 pour tout n € N
et comme s est continue en zy (Théoreme 3.1.13), on a s(zp) = 0. Par le
Corollaire 3.10.6, on a

+oo S(n) (Zo)

n!

n

s(z) = (z — 20)

n=0

si |z — 20| < R — |20

Montrons que 5™ (z) = 0 pour tout n € N; le corollaire précédent
(Corollaire 3.10.9) permettra alors de conclure.

Supposons, par I'absurde, qu’il existe un k& € N tel que s%)(z) # 0. Soit
k € N minimal avec cette propriété. Comme s(z9) = 0, on a k > 1. Alors, on
peut écrire, pour tout z tel que |z — zo| < R — ||

n

92 5 (2 .
o2 =3 0 o = (- o)

ol
+oo S(n) (20)

n!

Pk

9(z) = (2 = 2

n=~k

Comme lim,, w, = 2y, il existe N tel que |w, — 29| < R — |29| et donc
s(wn) = (wn — 20)"g(w,), pour tout n > N.

Comme, par hypothese, s(w,) = 0 et w, # z, on a alors g(w,) = 0 pour
tout n > N. D’autre part, on a

(k)
fim g 0,) = g(z0) = "2 %0

Ceci est une contradiction.

Montrons maintenant que les fonctions rationnelles sont analytiques.
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Proposition 3.10.11 (Analyticité des fonctions rationnelles) Soient
P et Q) deux fonctions polynomiales sur C. Soient o, . .., a5 € C les racines
de Q. La fonction rationnelle R : z — P(2)/Q(z) est analytique sur C\

{ag, ..., as}.

Démonstration On décompose R en éléments simples :

R(z)=E(z)+> ). Nji

ou E est un polynome et A;; € C. Une somme de fonctions analytiques sur un
domaine €2 étant analytique sur 2, il suffit donc de montrer qu'une fonction

(z —a)

Soit zg € C \ {a}. Pour tout z tel que |z — zy| < | — 2|, on a

du type z — est analytique sur C\ {a}.

1 1 1

Z—« oa—zpl — 220
a—zg

+o00
1 Z <Z—Zo>n
Oé—Zon: a — 2p

Il s’ensuit (voir Corollaire 3.10.6) que

1 1) = 1 1
(z — ) B (l( - i)' Z (v — zo)n-i-ln(n —1)-(n=D(z— Zo)n_l+

pour tout z tel que |z — 2| < | — 2|. W
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3.11 Le théoréme d’Abel

Soit ), a,x™ une série entiere, de rayon de convergence R > 0. Il n’ y
pas de résultat général sur la nature de la série au bord de l'intervalle de
convergence, c-a-d quand x = £R. Cependant, comme nous le verrons plus
loin (Théoreme 3.11.5), quand la série converge en un tel point, on a un
résultat de continuité de la somme.

Montrons tout d’abord le résultat suivant sur les séries numériques qui
généralise le critere de Leibniz (Remarque 3.5.1). On aura besoin de la for-
mule de “sommation par parties” suivantes.

Lemme 3.11.1 (Formule de sommation d’Abel) Soient (v,)nen €t (W) nen
deuz suites de nombres complexes. Soit S, =Y ,_, wy. Alors on a

m m—1

kawk = UpSm — UnSn_1 — Z(ka — k) Sk pour tous m >n > 1.
k=n k=n

Démonstration On observe que Sy — Sp_1 = wy pour tout £ > 1. On a
donc, pour tout m >n > 1:

kawk = ka(sk - Sk—l) =

k=n k=n

= Un<sn - Sn—l) + Un—i-l(Sn—H - Sn) +---+ Um—l(Sm—l - Sm—2) + Um(Sm - Sm—l)
m—1

= —0,5,_1 — Z(vkﬂ — 1) Sk + U Sy, .M
k=n

Théoréme 3.11.2 (Critére d’Abel) Soient N un entier et (v,),>ny une
suite décroissante de nombres réels positifs telle que lim, ., v, = 0. Soit
(Wn)n>n une suite de nombres complezes telle que la suite des sommes par-
tielles (Sp)n>n = (O p_n Wk)n>N S0it bornée par une constante C > 0 :

n
D> w
k=N

Alors la série ), v,w, est convergente. De plus, on a

m
5 VW
k=n+1

<C pour tous mn > N.

< 2CUp1q pour tous m >mn > N.
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et par conséquent la majoration suivante du reste de la série :

+00

E VW

k=n+1

< 2CU,4q pour tous m >mn > N.

Démonstration Soient m > n > N. Comme la suite (S,),>n est bornée
par C' et que (v,),>n est décroissante, on a, en utilisant la formule de som-
mation d’Abel (Lemme 3.11.1) :

m m—1
kawk = U Sm — UnSn-1 — Z(Uk—l—l - Uk)Sk
k=n k=n
m—1
< C(vy + v + Z |Uks1 — vg|)
k=n
m—1
=C (Un +om+ Y (v — Uk—l—l))
k=n

= 2Cv,,.
Soit ¢ > 0. Comme lim,,_,, , v, = 0, il existe Ny > N tel que
v, < e/2C pour tout n > Nj.

Il s’ensuit que

<e pour tout m > n > Nj.

m
E Vi Wk
k=n

Cette inégalité montre que la somme partielle de la série de terme général
v,w, satisfait au critere de Cauchy et est donc convergente. De plus, en
faisant m — oo dans l'inégalité précédente, on obtient

+oo

§ VLW

k=n+1

S 2C'Un+1 y |

Remarque 3.11.3 Le critere d’Abel généralise bien le critere de Leibniz :
on pose w, = (—1)". Alors

| Wi + W1 + -+ - Fwp| < 1;

par conséquent, la série de terme général (—1)"v, est convergente, avec la

majoration du reste de la série ‘Z;ﬁfwﬂ(—l)kvk’ < 20541,
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Exemple 3.11.4 Soit x € R\ Z. Le critére d’Abel montre que la série de

2minx
terme général u,(r) = 7 converge. En effet, posons v, = 1/(n+ 1) et
n

w, = €*™®_Alors, comme x ¢ Z, on a €™ # 1 et donc

- 2ming - omizyn _ 1= (e2T)"H
S = D = D (T =
et donc —
|Sn| = ‘1_1(_6627”10 = |1_2€27rix|
pour tout n et la constante C' = m convient.

Théoreme 3.11.5 (Théoréme d’Abel) Soit ) a,x" une série de la va-
riable réelle x, de rayon de convergence R > 0 et de somme s :| — R, R[— C.
Soit xg = R ou xg = —R. On suppose que la série ) a,xj converge. Alors
la limite lim, ., z)<r S(x) existe et on a

+oo
lim s(z) = Z Ay,
n=0

x—x0,|z|<R

Démonstration Quitte a remplacer a,, par (—1)"a,, nous pouvons suppo-
ser que xro = R, c-a-d que la série Z::()) a, R" converge. Etendons la fonction
s a]— R,R] en posant s(R) = > /% a,R". Par hypothese, la série entiere
>, apx™ converge simplement sur | — R, R] vers s. Nous allons montrer que
cette convergence est uniforme sur [0, R]. Par le théoréme de continuité des
limites uniformes (Théoreme 2.5.1), ceci impliquera que s est continue sur

[0, R] et ceci signifie que lim, . 4j<r $(z) = 7% a, R™.
X n
Soit € > 0. Pour tout n € N et x € [0, R, posons v, (z) = (E) et w, =

a, R™. La suite (v,(2))nen est positive et décroissante et lim,,, 1o v, (z) = 0.
De plus, comme la série 3725 w,, converge, il existe (par le critere de Cauchy)
un N € N tel que

m
|Zwk]§5 pour tous m >mn > N.
k=n
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Pour z € [0, R[, on a s(x) = >, v,(x)w, ; une application du critere d’Abel
(Théoreme 3.11.2) montre que, pour tout m > n > N et tout x € [0, 1], on a

m
i K x\ntl
Z apx”| = Z vp(z)w"| < 260,41 < 2e <E> < 2¢.
k=n+1 k=n+1

En faisant x — 17, on obtient cette inégalité également x = 1. Par le critere
de Cauchy de convergence uniforme des séries (Théoreme 2.2.7), il s’ensuit
que la série de terme général a,z™ converge uniformément sur [0, R]. B

Exemple 3.11.6 (i) La fonction x — log(1 + x) possede le développement

-1\
oo %x”“, valable pour |z| < 1 (voir
n

_1 n
§ 3.5.4). Comme la série S %

d’Abel (Théoréme 3.11.6) implique que ce développement reste valable pour
x =1 et on obtient

en série entiere log(l 4+ x) =

2"t converge pour x = 1, le théoréme

1 1 (—1)nt
loc2 =1 — -4+ 2 ... X~ 4 ...
og 2+3 + n +

(ii) La fonction =z +— Arctgz possede le développement en série entiere

_1)»
e %xz’”l, valable pour |z| < 1 (voir § 3.5.5); comme
n

la série converge également en x = 1, ce développement est encore valable en
x =1 et on obtient

Arctgr =

3.12 Exercices

Exercice 3.12.1 (Domaine de convergence de séries entiéres) Déterminer
le domaine de convergence des séries entieres suivantes de terme général u,, :

(i) wp(z) =n"z" (i) up(z) = %
(iil)  wu,(x) = n®z" (iv) ?E;:_)nl:c"
) () = g (i) tn(z) = e-D"ngn
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Exercice 3.12.2 (Rayon de convergence de séries entiéres) Déterminer
le rayon de convergence des séries entieres suivantes de la variable complexe
z et de terme général u,, :

n!

(i) wun(z) = (zn)!z” (il) un(z) = (logn)z"
(ill) wy(z) = 3”73— 122" (iv) @J—Tz)nzn
(V) up(z) =n'8"z" (Vi) un(z) = (1 + 2ni)"z"

Exercice 3.12.3 (Rayon de convergence de séries entiéres) Déterminer
le rayon de convergence des séries entieres suivantes de la variable complexe
z et de terme général u,, :

(1) wun(z) =log (1 +sin(1/n)) 2" (i) wun(x) =sin(mn/3)2"
(i)  wn(z) = (Y™ — 1)z (iv)  (cos(1/n)—1+1/n%) 2"

Exercice 3.12.4 (Rayon de convergence de la somme de séries entiéres)
Soient ) a,z" et ) b,2" deux séries entieres, de rayons de convergence res-
pectifs Ry et Ry avec Ry # Ry. Montrer que le rayon de convergence de la
série Y (an + b,)z" est R = min{ R, Ry}.

Exercice 3.12.5 (Produit de Cauchy de deux séries entiéres) Soient
>, anz" et > b,2" les deux séries entieres définies par les suites ag = 2, by =
—leta,=2"0b,=1pourn >1.

(i) Calculer les rayons de convergence des séries entieres » . a,2" et > b,2".
(ii) Déterminer le produit de Cauchy ) ¢,2" des séries entieres ) a,z" et
> o, 2"

(iii) Calculer le rayon de convergence de la série entiere ) c¢,2".

(iv) Que peut-on conclure ?

Exercice 3.12.6 (Etude d’une série entiére) On considere la série entiere
3o tan(L)z™ de la variable réelle x.

= n
(i) Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
(ii) Montrer, a I'aide du critere de Leibniz des séries alternées, que la série
entiere est convergente pour r = —R.
(iii) Montrer que la série entiere est divergente pour x = R.

. s . LEN 1 n
Soit S la somme de la série entiere ) -, tan(;)z".
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(iv) Determiner les séries entieres ) b,x™ et > c,a™ qui représentent au-
tour de 0 la dérivée S’ et la primitive F' de S avec F(0) = 0.

(v) Determiner I'ensemble de tous les x € R pour lesquels la série > b,z"
converge.

(vi) Determiner I'ensemble de tous les z € R pour lesquels la série ) c,z"
converge.

(vii) Montrer qu'il existe N tel que

. 1
Ztan(E) > M pour tout n > N.
k=1

(viii) Montrer qu'il existe § > 0 tel que, pour tout x €]1 — 4,1+ ¢], on a

Indication : considérer la fonction g(z) = Zszl tan(l/k):r:k

(ix) Etudier la limite de S(x) quand z — R—.

Exercice 3.12.7 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie par

f(x) =log(x* — 3z + 2).

Quel est le domaine de définition E de f7?

(i) Calculer f’'(z) pour tout x € E.

(ii) Déterminer le développement de f’ en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

(iii) Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.8 (Développement en série entiere d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur R par

f(z) = arctan (1 - "””2) |

1+ 22

(i) Calculer f'(z) pour tout z € R.
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(ii) Déterminer le développement de f’ en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.
(iii) Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.9 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur | — 1, 4-o00[ par

f(z) = (z+1)log(1l+ z).

Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en précisant
le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.10 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur R par

f(z) = cos(x + 1).

Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en précisant
le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Indication : on pourra exprimer f(x) en fonction de cosz et sinz..

Exercice 3.12.11 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur R par

flz) = /0 et

Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en précisant
le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.12 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie par

f(z) = log(2* — 3z + 2).

(i) Quel est le domaine de définition E de f7
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(ii) Calculer f'(x) pour tout x € FE.

(iii) Déterminer le développement de f’ en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

(iv) Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.13 (Développement en série entiere d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur R par

f(z) = arctan (1;?) .

(i) Calculer f'(z) pour tout x € R.

(ii) Déterminer le développement de f’ en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

(iii) Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en
précisant le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.14 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur | — 1, 4o00[ par

f(z) = (z+1)log(1+ x).

Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en précisant
le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.15 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur R par

f(z) = cos(x + 1).

Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en précisant
le rayon de convergence de sa série de Taylor.

Indication : on pourra exprimer f(x) en fonction de cosz et sinz..

Exercice 3.12.16 (Développement en série entiére d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur R par

flz) = /0 et
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(i) Déterminer le développement de f en série entiere autour de 0, en précisant
le rayon de convergence de sa série de Taylor.

(ii) Soit ¢ la fonction f définie sur R par g(x) = e* f(x). Déterminer le
développement de g en série entiere autour de 0, en précisant le rayon de
convergence de sa série de Taylor.

Exercice 3.12.17 (*) Soient a > Oet f :]—a, a]— R une fonction indéfiniment
dérivable. On dit que f est absolument monotone si f™(z) > 0 pour tout
n € N et z €] — a,a (avec la convention habituelle, f© = f).
(i) Donner des exemples de fonctions absolument monotones.

Soit f :] — a,a[— R une fonction absolument monotone.
(ii) Soit 0 < r < a. Montrer que la série de Taylor »_ -, %(O)T" converge
et est majorée par f(r).
(iii) Déduire de (ii) que f est développable en une série entiere, avec un rayon
de convergence R > a.imdication : Soit @ €] — a,al; prenrde 0 < r < a tel que |z] < r ot majorer le reste

dans la formule de Taylor-Maclaurin.

Exercice 3.12.18 (Solution d’une équation différentielle)
(i) Soit (uy,)nen la suite définie par us,, = 3*" et ug,,1 = sin(2n+1) pour tout

n € N. Calculer le rayon de convergence R de la série entiere Z:OE Upx".

Pour tout x €] — R, R], on note f(z) la somme de la série entiere > °° u, 2"

du point (i).

(i) Soit y la somme d’une autre série entiere 7> a,2™ de rayon de conver-

gence r > 0. Soit R = min{r, R}. On suppose que y est solution sur |— R', R’|

de I'équation différentielle (E) : z?y”(z) + bzy/(z) + 4y(z) = f(x).
Déterminer a,, pour tout n € N ainsi que le rayon de convergence r de la

série entiere S a, 2™,

(iii) Montrer que la somme y de la série entiere Z:i% apx", avec les a, ob-

tenus en (ii), est bien deux fois dérivable sur | — r, [ et satisfait a ’équation
différentielle (E) sur | —r,r| .

Exercice 3.12.19 (Solution d’une équation différentielle) On considere
I'équation différentielle y'(z) — 2zy(x) = 0. Trouver toutes les solutions de
cette équation qui sont somme d’une série entiere y(x) = ::6 a,z" de rayon

de convergence R > 0.

Exercice 3.12.20 (Solution d’une équation différentielle) On considere
I'équation différentielle (E) : y"(z) + 2zy/(x) + 2y(x) = 0.



76 Notes Cours SSF-2015/2016-B.Bekka

(i)Trouver toutes les solutions y = y(x) de I"équation (F) qui sont somme
d’une série entiere y(z) = :if) a,x™ de rayon de convergence R > 0.

(ii) Montrer qu’il existe une unique solution y = y(x) de 'équation (E) qui
soit développable en série entiere avec ag = 1 et a; = 0. Déterminer son rayon
de convergence et sa somme.

Exercice 3.12.21 (Polynémes en cost et sint) Ecrire les expressions f(x)
suivantes comme polynomes en cost et sint :

(i) f(z) = cos 3t; (i) f(z) = sin 3t;

(iii) f(x) = cosbt; (iv) f(z) = sinbt.

Exercice 3.12.22 (Linéarisation de puissances de fonctions trigo-
nométriques) Ecrire les expressions f(x) suivantes comme combinaisons
linéaires de cos(nt) et sin(nt) :

(i) f(x) = cos® z; (ii) f(z) = sin® ;

(iii) f(z) = cos? z sin* x; (iv) f(z) = cos* zsin®z.

Exercice 3.12.23 (Une application du critére d’Abel) Soit a € [0, 1]
fixé.

1
() Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere ) —z" est
n
égal a 1.
1
(i) Pour chaque z € C avec |z| = 1, étudier la nature de la série > ﬁz".

A partir de maintenant, & = 1. Soit f :]0,1[— C la somme de la série

entiere ) " 47 de 1a variable réelle z.
n

(iv) Calculer f’(z) pour tout = €]0, 1].

(iv) Calculer f(z) en termes des fonctions usuelles pour = €]0, 1].

(v) Que peut-on en déduire pour lim, ;_ f(x)?

(=) oo (=1)"
( S

n " 2n+1

vi) En déduire les valeurs des séries Y7

Exercice 3.12.24 (Une application du théoréme d’Abel) Pour tout
n+95

(n+1)(n+2)
(i) Montrer que le rayon de convergence de la série entiere ) -, a,z" est 1.

n € N, soit a,, =
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(ii) Montrer que la somme s(z) de la série entiere ) ., a,2" pour x €0, 1]
4log(l+x) 3 -
—— — 5 (log(l +2) —2).

(iii) Montrer que la série entiere ) - a,z" converge pour x = —1 et calculer
la valeur de sa somme.

est égale a

Exercice 3.12.25 (Deux sommes trigonométriques) Soit z € C\ 27Z.
Montrer que, pour tout n € N, on a

n

Zcos(kz) _ cosnz/2sin(n + 1)z/2

prd sin z/2
n sin(ke) = sinnz/2 ?.in(n +1)z/2
prd sin z/2

Exercice 3.12.26 (Intégrales de fonctions trigonométriques) Pour n,m €
N, calculer les intégrales suivantes :

1. fozﬂ cos(nx) cos(mx)dx;
2. fOQﬂ cos(nz) sin(max)dzx;

3. fOQW sin(nx) sin(mz)dz.

Exercice 3.12.27 (*) (i) Soit @ € R\ 7Z fixé. Déterminer le rayon de

. cos(na sin(nao
convergence R des séries (—>z” ety ( )z”.
n n
. . cos(na
(i) Pour & € R\nZ et x €]—R, R|, calculer les sommes des séries ) ( >x”
n
sin(no ian
et ZTL ( )l’n Indication : soit S(z) la somme de la série entiere >, ¢ ™ ; calculer S’ (z).

n

Exercice 3.12.28 (*) Pour tout entier n € N, on note p, le nombre de

triplets (k,1,m) € N? qui sont solutions de I’équation k + 2[ + 3m = n.
1

(1—2)(1—22)(1 —23)

(i) Montrer que Y2 pp2™ = , pour tout z € C avec

|z| < 1.
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2

.. P , . n

(ii) En déduire p, et vérifier que p, ~ . quand n — +00. mdication : décomposer
1

(1—2)(1 —22)(1 — 23

(iii) (**) Soient ay,...,a, des nombres entiers > 1 et premiers entre eux.
Généraliser ce qui précede en montrant que le nombre p,, de m-tuplets (ki, ..., k,,) €
N™ qui sont solutions de I'équation a1k + - -+ + a,,k,, = n est équivalent a

nm—l

en éléments simples.

1
| . Indication : décomposer F(z) = []7X, . en éléments simples et observer que 1 est
(m—1lay---apn 1)

I’unique poéle d’ordre maximal m de F'.




Chapitre 4

Séries trigonométriques

4.1 Définitions

Définition 4.1.1 (Série trigonométrique) On appelle série trigonométrique
une série de fonctions de la variable réelle x dont le terme général u,, : R — C
est de la forme

(%) up(z) = ag, un(x) = a, cos(nz) + by, sin(nx) pour tout n > 1,
ot (Gp)nen €t (bn)nen sont deux suites de nombres complexes.

Il est plus commode de passer a la représentation exponentielle de ces
séries.

Proposition 4.1.2 Une série de fonctions de la variable réelle x est une
série trigonométrique si et seulement si son terme général u, : R — C est
de la forme

(xx)  wp(x) = o, Un(T) = Cre™® + c_pe™™  pour tout n > 1,
0l (Cp)neN €t (c_n)nen Sont deuz suites de nombres complezes.

Démonstration On a, avec les formules de la Proposition 3.7.4,

einz + e—irw einax _ e—inz
a, cos(nx) + by, sin(nz) = a, + b, ,
2 21
oy — by e Gty
2 2 ¢

79
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ainsi que
cnez’nw + C_ne—inz =c, (COS(TLJZ) + zsm(nx)) + C_n(COS(nZE) - ZSlH(TLCL’))

= (¢n + c—y) cos(nz) + i(c, — c_p) sin(nx).
L’assertion en découle. B
Remarque 4.1.3 On préférera en général raisonner avec des séries trigo-

nométriques sous la forme (x). La preuve précédente montre comment sont
reliées les formes (x) et (%) :

a, — b, a, + b,
Co=40ag, Cp=———, Cp=—— pour tout n >1
2 2
et
ap = Co, Ay = Cp + C_p, by = i(cyp, — C_p) pour tout n > 1.
/7 7 ya . 7 . an
On notera généralement une série trigonométrique par Znez cpe.

4.2 Convergence d’une série trigonométrique

L’étude de la convergence des séries trigonométriques n’est pas aisée en
général. Nous nous contenterons des deux résultats suivants de convergence.

Théoreme 4.2.1 Soit (¢p)nen €t (C_p)nen deuz suites nombres complezes.
Supposons que les séries de terme général |c,| et |c_,| convergent. Alors la
série trigonométriquey ., , Cp,e""
convergente sur R.

est normalement et donc uniformément

Démonstration Pour tout z € R et n € N, on a
|cn€™ + c_pne” ™| < len] + le_nl.

Comme, par hypothese, la série ) |cy| + |c_,| converge, il s’ensuit que la
série trigonométrique ) ¢,e™ est normalement convergente.ll
Théoréme 4.2.2 Soient suites (¢,)nen+ €t (C_p)nen+ deuz suites positives,
décroissantes et tendant vers 0 quand n — +o00. Alors, pour tout x ¢ 2rwZ, la
série Y . g, €™ est convergente. De plus, Y onez cn€™ est uniformément
convergente sur tout intervalle de la forme [2km+a, 2(k+1)m—a] avec k € Z
et <a<m.
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Démonstration On va utiliser le critere d’Abel (Théoréme 3.11.2). Soit
x ¢ 2wZ. Posons

n n

Sp(z) = Z e et Sp(—z) = Z e T,
§=0 §=0
Comme €@ # 1, on a
n - n o 1 — i(n+1)z
Su(w) = et =3 (eiryi = 2T
: 1 —e®
7=0 7=0
On en déduit que
14+ |€i(n+1)x| 2
* Sy < - = —,
() 1S € e =
De méme, on a
2

() 180 < g

Etant données les hypotheses faites sur (¢p)nen+ €t (¢_p)nens, le critere
d’Abel (Théoreme 3.11.2) montre alors que chacune des séries > ¢ €™
et D en C—ne ™* converge.

Montrons maintenant la convergence uniforme de ces séries sur l'intervalle
[2km + «, 2(k + 1)m — . Soit = € [2k7m + a,2(k+ 1)m — a]. On a

1 —€e™> = |1 —cosa +isinz|* = (1 — cosx)? + sin’z

a0y =2 (1 (ot (2) - ()

= 4sin® <§> .
2

Pour 0 < a < 7/2, la fonction y + sin®(y) atteint son minimum sur [a, 7 — a]
eny=a (et y=m —a). On a donc, pour z € [2kr + o, 2(k + 1) — ],

|1 — e >>2 ‘Sin (%)‘
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En utilisant l'inégalité (x), il s’ensuit que que, pour tout x dans l'intervalle
[2km + o, 2(k + 1)m — ], on a

2 1

ST = T )]

S ()

La majoration du reste dans le critere d’Abel (Théoreme 3.11.2) montre alors
que, pour tout 2km+a <z <2(k+1)m —a, on

. 2
(% %) }Z?:n cke“”" < —a)‘\cnﬂl pour tous m >n € N*.

‘Sin (5

Soit ¢ > 0. Comme lim,, ., ¢, = 0, il existe N tel que

| sin (%) |
leni1]| < ——=%¢ pour tout n > N.

2
L’inégalité () implique alors que, pour tout 2km+a <z < 2(k+1)7m—q,

on a
m

E Cr eikx

k=n

<e pour tous m >n > N.

Par le critere de Cauchy de convergence uniforme (voir Théoreme 2.2.7),
ceci prouve la convergence uniforme de la série ZZ;XS cxe™ sur lintervalle
2kr+ao,2(k+ 1)1 —a] . N

On a des résultats analogues de convergence des séries trigonométriques
de terme général a,, cosnz + b, sinnzx.

Théoréme 4.2.3 (i) Soient (a,)nen €t (bn)nen deux suites de nombres com-
plexes. Supposons que les séries de terme général |a,| et |b,| convergent. Alors
la série trigonométrique de terme général a, cosnx + b, sinnx est normale-
ment et donc uniformément convergente sur R.

(11) Soient (an)nen €t (bp)nen des suites positives, décroissantes et tendant
vers 0 quand n — +o00. Alors, pour tout x ¢ 2wZ, la série trigonométrique

Z an, cos(nx) + b, sin(nx)

neN

est convergente. De plus, elle est uniformément convergente sur tout inter-
valle de la forme 2km + a,2(k+ 1)m — o] avec k € Z et 0 < o < 7.
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Exemple 4.2.4 (i) Soit a > 1. Par le Théoreme 4.2.3.i, les séries trigo-

cos(nz)  sin(nz) _ ,
et sont uniformément conver-

nométriques de terme général
n< ne

gentes sur R.

(ii) Par le Théoreme 4.2.3.ii, les séries trigonométriques de terme général

cos(nz) . sin(nx)
e

sont convergentes pour tout x ¢ 27Z. Elles sont uni-

n n
formément convergentes sur tout intervalle [2km + «,2(k + 1)m — a] avec

, . cos(nx
k€ Z et 0< a < m On remarquera que la série ——— ne converge pas
n

pour z € 27Z : pour un tel z, elle coincide avec la série harmonique ) %

Le théoreme suivant montre qu’on peut associer a une série entiere une
famille de séries trigonométriques normalement convergentes sur R.

Théoréme 4.2.5 (Séries trigonométriques associées a une série
entiére) Soit Y a,z" une série entiére, de rayon de convergence R > 0.
n ,iNT

Soit r € [0, R[. La série trigonométrique de terme général a,r"e™ converge
normalement sur R.

Démonstration Pour tout z € R et n € N, on a
lanr™e™| < |an|r".

Par le Théoreme 3.1.3, la série entiere ) a,2" converge absolument pour
tout z € Dg; en particulier, la série de terme général |a, ™| est convergente.
L’assertion en découle. B

Exemple 4.2.6 Considérons la série entiere 1 + 22:2 Z™; son rayon de

convergence est R =1 et on a

<= 1+2
1+2 "= tout < 1.
+ ;z . pour tout |z|

Soit r < 1. On a alors, en prenant z = re®® :

= 1+ re™
1+2 ettt = — our tout z € R.
+ ; 1 —rew P
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Comme
1+ re® 1 — 72 1+ re™ 2rsin x
Re n — 5 Im _— fr ,
1 —re= 1 —2rcosxz +1r? 1 —re= 1 —2rcosx +1r?

on obtient les expressions suivantes pour les sommes des séries trigonométriques
de terme général " cos(nz) et r"sin(nx), valables pour tout z € R :

—+o00

1—r?
14+2 " =
+ HZ:;T cos(nz) 1 —2rcosxz +1r?
o= 2rsinx
2 ™ s = )
;T sin(nzr) 1 —2rcosxz +r?

4.3 Continuité, dérivabilité, intégration d’une
série trigonométrique

Comme nous ’avons fait pour les séries entieres, nous allons appliquer aux
séries trigonométriques les théoremes de la Section 2.5 portant sur la conti-
nuité, la dérivabilité et I'intégration de la somme d’une série uniformément
convergente.

Théoréme 4.3.1 (Continuité d’une série trigonométrique ) (i) Soient
(Cn)nen €t (C_p)nen deuz suites de nombres complezes telles que les séries
de terme général |c,| et |c_,| soient convergentes. Alors la somme de la série
trigonométriquey ", ., c,e™* est continue sur R.

(11) Soient (cp)nen €t (c—n)nen deux suites positives, décroissantes et tendant
vers 0 quand n — +o0. Alors la somme de la série trigonométrique , , c,ene
est continue sur R\ 27Z.

, . . ’ N ya . 7 . an
Démonstration (i) Par le Théoreme 4.2.1, la série trigonométrique ) -, cpe
est uniformément convergente sur R. L’assertion est alors une conséquence
du Théoreme 2.5.1.

.. 7 \ Y . ’ . Z .
(ii) Par le Théoreme 4.2.2, la série trigonométrique ) _, c,e™ est uni-

formément convergente sur chaque intervalle [2k7m + «,2(k + 1)7 — «] pour

nT
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tout k € Z et tout 0 < a < 7. Par le Théoreme 2.5.1, la somme de cette série
est donc continue sur tous ces intervalles. Comme

R\ 27Z = U [2km + «, 2(k + )7 — af,

k€Z,0<a<n

ceci prouve I'assertion.ll

Théoréme 4.3.2 (Dérivation d’une série trigonométrique ) Soient

(Cn)nen €t (c_p)nen deux suites de nombres complexes telles que les séries

de terme général |nc,| et |nc_,| soient convergentes. Alors la somme s de la

série trigonométrique ., _, c,e"" est continiment dérivable sur R et s est
;. . , . . inT

la somme de la série trigonométriquey ., ., incye

Démonstration IL’hypothese entraine que les séries de terme général |c,,|
et |c_,| sont convergentes. Par le Théoréme 4.2.1, les séries trigonométriques
inx ; inT : 4
Donez €T €t 30 g inc,e™® convergent uniformément sur R. Comme
T — nc,e™® est la dérivée de © — ¢, 'assertion découle donc du
Théoreme 2.5.5. B

Théoréme 4.3.3 (Primitive d’une série trigonométrique ) Soient (¢,)neN
et (c_n)nen deux suites de nombres complezes telles que les séries de terme
général |c,| et |c_,| soient convergentes. Soit s : R — C la somme de série

trigonométriquey_, ., c,e™*. Alors la somme de la série

qui est convergente sur R, est une primitive de s.

Démonstration Par le Théoreme 4.2.1, la série trigonométrique Y, _, ¢ €™
converge vers s uniformément sur R. Pour tout n € Z*, on a

T . .
. —1Cy 1Cp,
Cnemt dt _ emm +
0 n n

et pour n =0, on a fow codt = cox. Le Corollaire 2.5.4 montre alors la somme

de la série . .
—icy ic
CoT + § : _nem:r + on
n n
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est égale a f(f s(t)dt. Cette primitive ne differe que d’une constante de la série
de 'assertion. W

On a bien str une version des trois théoremes précédents pour des séries
trigonométriques de terme général a,, cosnx + b, sinnz.

Théoréme 4.3.4 (i) Soient (an)nen €t (bn)nen deux suites de nombres com-
plexes telles que les séries de terme général |a,| et |b,| soient convergentes.
Alors la somme de la série trigonométrique de terme général a, cos(nz) +
b, sin(nx) est continue sur R.

(11) Soient (an)nen €t (bn)nen deux suites positives, décroissantes et tendant
vers 0 quand n — +o0o. Alors la somme de la série trigonométrique de terme
général a,, cos(nx) + b, sin(nx) est continue sur R\ 2wZ.

Théoréme 4.3.5 Soient (a,)nen €t (by)nen deux suites de nombres com-
plezes telles que les séries de terme général |na,| et |nb_,| soient conver-
gentes. Alors la somme s de la série trigonométrique de terme général a,, cos(nx)+
b, sin(nx) est continiment dérivable sur R et ' est la somme de la série tri-
gonométrique de terme général —na, sin(nx) + nb,, cos(nz)

Théoréme 4.3.6 Soient (a,)nen €t (bn)nen deux suites de nombres com-
plezes telles que les séries de terme général |a,| et |b,| soient convergentes.
Soit s : R — C la somme de la série trigonométrique de terme général

. .. ) Qp .
a,, cos(nx)+b, sin(nz). Alors la somme de la série, de terme général — sin(nx)—
n

bn i
— cos(nz) pour n # 0 et agr pour n =0, est une primitive de s.
n

4.4 Développement en série trigonométrique

Jusqua présent, nous sommes parti d'une série trigonométrique et nous
avons étudié la fonction définie par la somme de cette série. Dans cette sec-
tion, nous partons d’une fonction f : R — C. Nous nous posons alors les
questions suivantes :

1. Existe-t-il une série trigonométrique qui converge partout sur R et dont
la somme soit égale a f7
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2. Si la réponse a la question précédente est positive, cette série trigo-
nométrique est-elle unique ?

Nous ne donnerons que des réponses partielles aux deux problemes.
Observons d’abord que le probleme 1 ne peut admettre de solution que
si f est périodique de période 27.

Proposition 4.4.1 Soit ) _, c,€™ une série trigonométrique simplement
convergente sur R. Alors sa somme s : R — C est périodique de période 2.

Démonstration Ceci est évident car les fonctions x +— € sont périodiques
de période 27.1

Dans la suite, nous aurons fréquemment besoin du résultat suivant.

Proposition 4.4.2 Pour tout m € Z, on a

/27r ima 0sim##0
e dr =
0 2m st m = 0.

Démonstration Pour m # 0, on a

2r eimx 2
e dr = | — =0.
0 im |,
27 ) 27
/ e dx = / der =271
0 0

Le théoreme suivant relie les coefficients d'une série trigonométrique uniformément
convergente a sa somme.

Pour m =0, on a

Théoréme 4.4.3 (Evaluation des coefficients d’une série trigonométrique )
Soit ZnGZ cne'™ une série trigonométrique uniformément convergente sur
R. Soit s : R — C sa somme. Alors, pour tout n € Z, on a

1 2w

= — 7inxd )
Cn = 5o i s(x)e x
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Démonstration Fixons n € N et posons f(z) = s(z)e ™. Alors f est la
somme de la série trigonométrique Y-, ., cre'* M7 Comme Y, ., cre™® est
uniformément convergente vers s, il est clair que Y., ., cxe'* ™ converge
uniformément vers f. Par le Théoreme 2.5.2, on a donc

2w +00 2w
/ s(z)e ™ dy = Z / cre'tTmedy
0 o 0
+00 21
= Z ck/ k=T gy
k=0 0

= 2mc,,

en utilisant les formules de la Proposition 4.4.2.1

Remarque 4.4.4 Comme s est 2m-périodique (Proposition 4.4.1 ), on peut
dans le théoréeme précédent remplacer I'intégration sur [0, 27| par I'intégration
sur n’importe quel intervalle de longueur 27 :

1 a+2m

_ —inxd
o /. s(x)e x

Cn

pour tout a € R. Ceci découle de la proposition suivante, qui est bien connue.

Proposition 4.4.5 Soit f : R — C une fonction intégrable et T-périodique.
Alors, pour tout a € R, on a

/aa+T f(z)dx = /OT f(z)dz.

Démonstration On a

/Q(HT f(x)de = /ao flz)dr + /OT fla)dr + /Ta+T f(a)de
== /0“ f(z)dz + /OTf(x)da: + /Ta+Tf($)dx‘

Il suffit donc de montrer que

[ o= [ rwa
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ceci est immédiat, en utilisant le changement de variable y = x — T et la
T-périodicité de f :
a+T a a
| r@ae= [ ra=ma= [ pwpam

Voici I'analogue du Théoreme 4.4.3 pour les séries trigonométriques de
terme général a,, cosnx + b, sinnz.

Théoreme 4.4.6 On suppose que la série trigonométrique de terme général
an, cos(nx) + by, sin(nx) est uniformément convergente sur R. Soit s : R — C
sa somme. Alors, pour tout n € N*, on a

1 27 1 27
a, = —/ s(z) cos(nx)dzx, b, = —/ s(z) sin(nx)dx
T Jo T Jo
L 1 2
ainsi que ao = o Jg s(z)dx.

Démonstration Nous allons déduire ce résultat du Théoreme 4.4.3 de la
maniére suivante. On écrit la série trigonométrique de terme général a,, cos(nx)+
bn sin(nz) sous la forme ) . ¢,e™”; on a alors (voir Remarque 4.1.3) :

ap =y, QAp =Cp~+C_p, by =1(cp, —c_p) pour tout n > 1.
Avec le Théoreme 4.4.3, on a donc, pour n > 1,

Ay = Cp +C_py,
1 2m
g % ;
1 2m
= —/ s(x) cos(nx)dx
0

™

s(z)(e™™ + ") dx

ainsi que

by, = i(cp, —c_p)
i 2 ) )
= — s(z)(e™™ —e ") dx

2 Jo
1 2m
= —/ s(z) sin(nx)dx.
T Jo
Pour n =0, on a
1 2
ag = Cp = — s(z)dz.1

2 Jo
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4.4.1 Séries de Fourier

Le Théoreme 4.4.3 résout partiellement la question de 'unicité du développement
en série trigonométrique . Il nous amene a introduire la définition suivante.

Définition 4.4.7 (Série de Fourier d’une fonction périodique) Soit
f : R — C une fonction 27r-périodique et absolument intégrable sur [0, 27].
On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique Y, _, c,(f)e™®
dont les coefficients sont données par les formules

1 2w )
cn(f) = %/0 f(z)e " dx pour tout n € Z.

Les ¢, (f) sont appelés les coefficients de Fourier de f. On notera S (f) la
série de Fourier de f.

Remarque 4.4.8 Ecrivons la série Fourier Y _, ¢, (f)e™" de f sous la forme
d’une série de terme général a,(f) cos(nz)+b,(f)sin(nz). Les a,(f) et b,(f)
s’appellent également les coefficients de Fourier et on a (voir Théoreme 4.4.6)
les formules suivantes :

1 2T

ap = — (x) cos(nx)dx pour tout n > 1,
0

T
1 2m

b, = —/ f(z) sin(nz)dx pour tout n > 1,
T Jo
1 2

ao f(z)dz.

Remarque 4.4.9 Soit f : R — C une fonction 27-périodique et absolument
intégrable sur [0,27]. La suite (¢,(f))nez est bornée. En effet, pour tout
n € Z,on a

) < 5 [ 1@

1 2

:% ;

|f ()|dax.

Le méme résultat est valable pour les suites a,(f) et b,(f). En fait, nous
démontrerons plus tard (voir Théoreme 4.4.12) un résultat plus fort : ces
suites tendent vers 0 quand |n| — +oo.
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4.4.2 Exemples de recherche d’une série de Fourier

Nous allons donner quelques exemples de détermination d’une série de
Fourier. Pour cela, la remarque suivante nous sera tres utile.

Remarque 4.4.10 Soit f : R — C une fonction 2m-périodique et intégrable
sur un intervalle borné [a,b]. Si f est paire, alors on a, pour ses coefficients
de Fourier,

c_n(f) = cn(f) et b,(f) =0 pour tout n € N*

Sa série de Fourier prend la forme

o0

Seo(f)(x) = co(f) + Z 2¢,(f) cosnx = ag(f) + Z an(f) cosnx.

Si f est impaire, alors on a
c_n(f) =—cu(f) et a,(f) =0 pour tout n € N.

Sa série de Fourier prend la forme
Seo(f)(x) = Z 2ic, (f) sinnx = Z bn(f)sinna.
n=1 n=1

Exemple 4.4.11 (i) Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par
f(z) = |x| pour tout =z € [—m, 7.

Comme f est paire, b,(f) =0 et pour n > 1

/ x cos(nx)dx
0

— —[;p sjn(n:p)/n]g — %% /07r Sin(nfﬁ)d{E

™

I}
w(f) ==
2

2
=0 —[— ﬂ
mr[ cos(nzx)/n|;
2
=—01-(-1)"
(- (-1)")
{% si n est impair

0 sin est pair
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On a aussi ) -
T
—_ — d P— —_—.
ao(f) - /o vde = o

La série de Fourier de f est donc

4 ((2n+1)
S‘”(f)(x)zi_%z 2n—|—1 =
n=0
T 4 +cos(3x)+cos(5x)+
=5~ |cosz 2 = )

Cette série converge normalement sur R. Il n’est cependant pas clair si elle
coincide avec f.

(ii) Soit f : R — R la fonction 2m-périodique définie par f(km) = 0 pour
tout k € Z et

1siz€l0,n

—1six€]—m0f

f(x) = sgn (x) = {

Comme f est impaire, a,(f) =0 et pour n > 1

bu(f) = 2 /07r sin(nz)dx

™

nm

{i si n est impair

0 si n est pair

La série de Fourier de f est donc

éi 2n+ )x) :é(Smx+sin(3x)+sin(5x)+.”>‘

T = 2n+ T 3 5

4.4.3 Lemme de Riemann-Lebesgue

Le probleme d’existence d'un développement d une fonction donnée f sous
forme d’une série trigonométrique peut se poser ainsi : la série de Fourier
de f est-elle convergente de somme f? Nous donnerons quelques réponses
partielles a cette question. Nous aurons besoin pour cela du résultat suivant.
Rappellons qu’une fonction f : [a,b] — C est continue par morceaux sur un
intervalle borné [a, b], s’il existe une partition

a=To <11 < < Tp_1<xp=02>
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de [a, ] telle que la restriction f|j;, 4, [ de f a chaque sous-intervalle |x, 7441
est continue et telle que les limites a gauche et a droite f(zx+) et f(zpr1—)
existent, pour tout 0 < k <n — 1.

Théoréme 4.4.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f : [a,b] — C
une fonction continue par morceauz sur un intervalle borné |a,b]. On a alors

b
lim / f(x)e?dr = 0

A—too

lim /b f(x) cos(Ax)dx =0

A—*Fo0

lim /b f(z)sin(Azx)dx = 0.

A—+too

Démonstration On considérant séparément la partie réelle et la partie
imaginaire de f, on peut supposer que f est a valeurs réelles. Comme

/abf(w)eimdx = /abf(x) cos(Az)dx +z’/abf(;c) sin(\z)dz,

il suffit de montrer que limy_, 4, f: f(x)e?*dz = 0.
e lére étape : supposons que f est une fonction en escalier, c-a-d qu’il exite
une subdivision

Aa=Tg< T <Xy < ---<x,=b
de [a, b] telle que f soit constante sur chaque intervalle |xy, 2541 ; notons ay,
la valeur de f dans |z, xx41[. On a alors

Il s’ensuit que
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et on a bien

b
lim / f(z)e?dr = 0.

A—+oo a

e 2éme étape : supposons f continue par morceaux quelconque. Soit € > 0.
On sait qu'il existe une fonction en escalier g sur [a, b] telle que

sup |f(z) —g(z)| <e.
z€[a,b]

Par la premiere étape, il existe N € N tel que

b
/ g(x)e™dx

D’autre part, pout tout A € R, on a

<e pour tout |A| > N.

b
x)ei’\mdx—/ g(x)e™dx

(f(z) = g(x))e™dz| <

b
< / (F(@) — g(x))e)|dz =
— [(15@) - gla)ldo <

b
< / edr = (b—a)e.

11 s’ensuit que, pour |A| > N, on a

) dg

a' (/bf(x)emdx — /b g(x)e““d:c) + /ab g(x)e™dx
) dy — / g(x)e™dx| + /abg(:v)eimd:v

b—a5+5
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Ceci prouve bien que

b
lim /f(x)ei’\xdsz.l

A—*o0

Le lemme de Riemann-Lebesgue (Théoreme 4.4.12) admet comme cas
particulier le corollaire suivant portant sur le comportement asymptotique
des coefficients de Fourier d'une fonction périodique.

Corollaire 4.4.13 (Lemme de Riemann-Lebesgue : bis) Soit f : R —
C une fonction 2m-périodique et continue par morceauz sur [0,2x]. Alors,

pour la suite de ses coefficients de Fourier (¢, (f))nez, (@n(f))nen €t (bn(f))nen+,
on a

lim ¢,(f) = lim c_,(f)=0.

n——+o00 n——+00
ainsi que

lim a,(f)= lim b,(f)=0.1

n—-4o0o n—-—+oo

4.5 Théoréme de Dirichlet

Soit f : R — C une fonction 27-périodique et intégrable sur [0, 27]. Dans
cette section, nous allons montrer, que sous certaines hypotheses sur f, la
série de Fourier S, (f) converge vers f.

Pour cela, nous aurons besoin d’introduire et d’étudier les noyaux de
Dirichlet.

4.5.1 Le noyau de Dirichlet

Définition 4.5.1 Soit n € N. On appelle noyau de Dirichlet d’ordre n la
fonction D,, : R — C définie par

1 )
D,(x) = — etk
() =5- 2
k=—n
Voici quelques propriétés immediates de D,,.

Proposition 4.5.2 (i) D,, est 2m-péridodique ;
(ii) D,, est une fonction paire ;
(it) [T Dy(x)de =1,
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Démonstration Les point (i) et (ii) sont immédiats. Le point (iii) découle
des formules de la Proposition 4.4.2 en tenant compte de la Remarque 4.4.4.
|

L’importance des noyaux de Dirichlet provient de leur lien avec les sommes
partielles des séries de Fourier. Soit f : R +— C une fonction 27-périodique
et intégrable sur [0, 27]. Pour n € N, notons S,,(f) la n-ieme somme partielle
de la série de Fourier de f :

Su(f)(x) = co(f) + Z (ce(F)e™ + c_n(fle™) pour tout z € R.
k=1
Proposition 4.5.3 Pour tout xqg € R et tout n € N, on a

Sn(f)(x0) = /_7r f(zo + x) Dy (z)dz.

Démonstration On a

n

Su(f)(xo) = Y anl(f)e*™

k=—n

= z”: ethro (% /027r f(x)e_““dx)

k=—n

1 2 n .
_ —ik(x—x0)
=3/ f@;)(Ze )dx

k=—n
= " f(2)Dy(x — xo)dx
0

—xo+27
— / f(xo+ x)D,(z)dx.
a0
Comme z — f(zo + x)D,(z) est 2m-périodique, il s’ensuit que (voir Re-
marque 4.4.4)

Su(f)(20) = /_ " H(2o + 2) Dy (2)de.

On observera que

2 1
D, (z) = nz;: pour tout z € 27Z.

Donnons une expression pour D, (z) pour x ¢ 2rZ.
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Proposition 4.5.4 Pour x € R\ 27Z, on a

1 sin(n+%)x

27 sin %

D, (z)

Démonstration Comme e # 1, on a

n 2n
2 ezkx — i@ E ezkx
k=—n k=0
_ oi(2n+1)z
— e—inm 1 €
1—e
6i(2n+1)x—1
— efinz
eir —1
inx (  i(n+1l)z _ —inx
— e—inxe (6 e )
eix/2<eix/2 _ 67ix/2)
i(n+l)z _ —inx
_ 6—iz/2 (6 € )
(ei:r;/Z _ e—ix/2)
ei(n+1/2)31: _ efi(n+1/2):p

elz/2 _ g—iz/2
. 1
_ sin (n + 5) T -
. x .
sin §
Nous pouvons maintenant démontrer la propriété-clé des noyaux de Diri-
chlet.

Proposition 4.5.5 Soit f: R — C une fonction 2w-périodique et continue
par morceaur. On suppose que

)~ fO 1) = f(0)
h—0,h>0 h h—0,h<0 h
existent. Alors
Jim [ p@) D) = 3 [£0+) — £(0-))

™

Démonstration Soit n € N*. Comme fjﬂ D, (z)dx =1, on a

f(0+) = /7r f(O+)D,(z)dx
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et, comme D,, est paire (Proposition 4.5.2), il s’ensuit que

@ = /07T f(O+)D,(z)dz.

En utilisant la formule pour D,, de la Proposition 4.5.4, on obtient

/0 " @)Dy — L) / " () - F(04)) Do)

2
= ' f(x) _ f(0+) v sin | (n 1 x| dx
_/0 T sin(z/2) <( +2> )d '
fl@) = f0+) =

Posons ¢(x) = . (/2 pour z # 0. La fonction ¢ ainsi

définie est continue sur |0, 7]. Par ’hypothese sur f, la limite lim,_.¢ ,~0 ¢ ()
existe. Il s’ensuit que la fonction ¢ se prolonge en une fonction continue
sur [0, 7]. Nous pouvons donc appliquer le Lemme de Riemann-Lebesgue
(Théoreme 4.4.12) a la fonction ¢ et obtenir :

lim </07Tf(a:)Dn(x)dx _ @) ~ lim /Owgo(x) sin ((n + %)x) dz

n—-+00

On montre de méme que

lim / i f(2)Dy(2)dz =

n—-+o0o

10-) o
),

4.5.2 Le Théoréme de Dirichlet

Concernant le développement en série trigonométrique des fonctions périodiques,
le résultat principal que nous demontrerons dans ce cours est le théoreme sui-
vant, da a Dirichlet.

Théoréme 4.5.6 (Théoréme de Dirichlet) Soit f : R — C une fonction
2m-périodique et continue par morceaux. Soit xqg € R. On suppose que

lim f(zo+h) — f(wot) of lim f(xo —h) — f(xo—)
h—0,h>0 h h—0,h>0 h

existent. Alors la série de Fourier de f converge au point xqy et a pour somme

1

B [f (zo+) + f(z0—)]-
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Démonstration Pour tout n € N, on a (Proposition 4.5.3)

Su(f) (o) = /: F (o + ) Do) de
Introduisons la fonction g : R C définie par g(z) = f(zo + ). Alors
g(0+) = lim g(z) = f(zo+);
9(0-) = hm ,9(@) = fwo—);

<

lim g(h) — g(0+) — lm f(xg+h) — f(fﬂ'o—f‘);
h—0,h>0 h h—0,h>0 h

lim g(h) - 9(0—) — lim f(wo - h) - f(%—).
h—0,h<0 h h—0,h>0 h

La fonction ¢ satisfait donc aux hypotheses de la Proposition 4.5.5 et il
s’ensuit que

™

Jim [ gD = 2 [9(0+) — g(0-)],
Ceci signifie que
i [ fleo+ 0Dy = 5 [a+) — fzo)l 8

Corollaire 4.5.7 Soit f : R — C une fonction 2w-périodique et continue
par morceaux. On suppose que f est dérivable en xq. Alors la série de Fourier
Seo(f) de f converge au point xy vers f(zo). W

Exemple 4.5.8 (i) Reprenons la fonction 27-périodique f : R — R définie
sur [—7, 7| par f(x) = |z| (voir Exemple 4.5.8.i). Cette fonction vérifie les
hypotheses du théoreme de Dirichlet pour tout x € R. Nous avons vu que sa
série de Fourier est

cos((2n + 1)x)
So(f)(@ :___Z 2n+12

On obtient donc 'identité remarquable

((2
lz| = g - Z cos 2nﬂ—/|—+1 ?) pour tout z € [—m, 7.
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En particulier, pour x = 0, nous obtenons

+o0o 1 2

>
—~(2n+1)> 8

D’autre part, comme

f 11X
£~ (2n)? 4 — n?’
on a
+o0 +oo +oo
1 1 1
2 (2n+1) _;ﬁ_; (2n)?
31
4 n?
n=1
Il s’ensuit que
DI S
f=n? 34 (2n+ 1)
2
"6

(ii) Reprenons la fonction 27-périodique f : R — R définie sur [—m,7]
par par f(z) = sgn (z) (voir Exemple 4.5.8.ii). Cette fonction vérifie les
hypotheses du théoreme de Dirichlet pour tout z € R. Nous avons vu que sa
série de Fourier est

(2n+1)z)
2n—|—1

MJr

4
™

o

On obtient donc l'identité remarquable

4 f sin((2n + 1)z)

sgn (z) = - @2n 1) pour tout x €] —m, 7[.

n=0
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En particulier, pour = 7/2, nous obtenons une identité que nous avons
déja rencontrée (voir Exemple 3.11.6) :

G Vil
4 —=(2n+1)
_1 1 N 1 1 N
35 7
On observera que, pour x = £, on a bien

SlD)a) = 0= 3 [f(e4) + f(o-)].

4.6 Convergence uniforme des séries de Fou-
rier : cas des fonctions C?

Soit f : R — C une fonction 27-périodique satisfaisant aux hypotheses
du Théoreme de Dirichlet (Théoreme 4.5.6). On peut montrer que sa série
de Fourier S, converge uniformément sur tout intervalle [a, b] ne contenant
aucun point de discontinuité de F. Nous nous contenterons d’un résultat plus
faible ici, sous I'hypothese supplémentaire de I’existence et la continuité de
la dérivée seconde de f.

Proposition 4.6.1 Soit f : R — C une fonction 2m-périodique et continument
dérwable sur R. On a

cn(f1) = inc,(f) pour tout n € Z,
0t (cp(f))nez est la suite des coefficients de Fourier de f.

Démonstration Soit n € Z*. En effectuant une intégration par parties et
en tenant compte de la 27-périodicité de f, on a

1 27 )
) = o / f(@)e " da
1 e 27

= L] L [ pape e
o v —in |, 2 —in J, ve *
1 2w )
=0- m% /0 f(z)e™""dx
1
= -_Cn(f/)-

m
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Pour n =0, on a

" or

L

T or
— 0.1

lf) =g [ S

On a des formules analogues pour les coefficients de Fourier de f quand
on écrit sa série de Fourier sous la forme

ao(f) + Z an(f) cos(nx) + b, (f) sin(nx).

n>1

Proposition 4.6.2 Soit f: R — C comme dans Proposition 4.6.1. On a

an(f') =nbu(f),  ba(f) =—naa(f)  pourtout n€N.

Démonstration Ceci découle de la Proposition 4.6.1 et des formules liant
an,(f) et b,(f) avec ¢,(f) (voir Remarque 4.1.3). B

Corollaire 4.6.3 Soit f : R — C une fonction 2w-périodique. On suppose
que f est deux fois continument dérivable. Alors les séries de termes général
len(f)] et |e—n(f)| sont convergentes.

Démonstration Soit n € Z. En appliquant la Proposition 4.6.1 a f et a
f'on a

cn(f") = inen(f)

= *n’c,(f)
= —nlc,(f).
Il s’ensuit que
"
len(f)] = |Cn<’]; ) pour tout n € Z*.
n

D’autre part, on sait que la suite des coefficients de Fourier d’une fonction ab-
solument intégrable sur [0, 27] est bornée (voir Remarque 4.4.9). L’assertion
en découle. B
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Théoreme 4.6.4 Soit f : R — C une fonction 2mw-périodique. On suppose
que f est deux fois continument dérivable. Alors sa série de Fourier Sy (f)
converge vers f uniformément sur R.

Démonstration Par le Corollaire 4.6.3, les séries de terme général |c,(f)]
et |c_n(f)| sont convergentes. Il s’ensuit que la série de Fourier S, ( f) converge
normalement et donc uniformément sur R (voir Théoreme 4.2.1). D’autre
part, par le Théoreme de Dirichlet (Théoreme 4.5.6), Sy (f) converge sim-
plement vers f. Il s’ensuit que So.(f) converge vers f uniformément sur R.l

4.7 Exercices

Exercice 4.7.1 (Etude d’une série trigonométrique)

sin(2n — 1)x
On considere la série trigonométrique de terme général u,,(z) = ﬁ
n —_—
(i) Montrer que cette série trigonométrique est uniformément convergente sur

R.

(ii) Montrer que la somme s : R — R de cette série est continiiment dérivable
sur R et calculer sa dérivée s’ sous forme de série trigonométrique.

(iii) Déterminer une primitive de s sous forme de série trigonométrique.

Exercice 4.7.2 (Etude d’une série trigonométrique)

On considere la série trigonométrique 3=, . €™ /iy/|n].

(i) Ecrire cette série trigonométrique sous la forme ag + >, -, a, cosnz +
b, sin nx. -

(ii) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette série
trigonométrique.

Exercice 4.7.3 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f: R —
R la fonction 27-périodique définie par

f(z) = 2? pour tout =z € [—m, 7.

Calculer la série de Fourier S (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.
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Exercice 4.7.4 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f: R —
R la fonction 27-périodique définie par

f(x)=2  pour tout z € [0,27].

Calculer la série de Fourier S (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.5 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f: R —
R la fonction 2m-périodique définie par

f(x) =€¢"  pour tout =z € [0,2n].

Calculer la série de Fourier Sy (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.6 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f: R —
R la fonction 27-périodique définie par

f(z) =sinhz  pour tout =z € [—m, 7.

Calculer la série de Fourier So(f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.7 (Détermination d’une série de Fourier) Soit o € R\ Z.
Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par

f(z) = cos(ax) pour tout z € [0, 27].

Calculer la série de Fourier Sy (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.8 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f: R —
R la fonction 27-périodique définie par

flz)=mm—2z pour tout z € [0, 27].

Calculer la série de Fourier So.(f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.
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Exercice 4.7.9 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f: R —
R la fonction 27-périodique définie par

0 size|[—m0]

f(x):{ xsixe |0,

Calculer la série de Fourier S (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.10 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f : R —
R la fonction 27-périodique définie par

f(z) = { 0 size|[—m0]

1siz €0,

Calculer la série de Fourier So.(f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.11 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f : R —
R la fonction 27-périodique définie par

f(z) =|sinz| pour tout z € [0, 27].

Calculer la série de Fourier Sy (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.12 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f : R —
R la fonction 27m-périodique définie par

f(z) = |cosz| pour tout z € [0, 27].

Calculer la série de Fourier So.(f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.
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Exercice 4.7.13 (Détermination d’une série de Fourier) Soit f : R —
R la fonction 27-périodique définie, pour 0 < a < m, par

L
fla) = o5, ST€ [—a, al

0sixe€[—m, —alUla,n].

Calculer la série de Fourier S (f) de f, déterminer son domaine de conver-
gence et étudier sa convergence.

Exercice 4.7.14 (Séries trigonométriques solutions d’une équation
différentielle) On considére une série trigonométrique Y., ., c,e™ telle
que les séries de terme général n?|c,| et n?|c_,| convergent.
(i) Montrer que Y, 5 ¢,€™" converge uniformément sur R.

Soit f : R — C la somme de cette série.
(ii) Montrer que f est deux fois continument dérivable.

On suppose que f est solution de I’équation différentielle (x) suivante :

(%) Y+ ey =0.
1
(iii) Montrer que ¢, = 0 pour tout n < 0 et ¢, = WCO pour tout n > 1.
n!
1 .
(iv) Vérifier que la somme f de la série trigonométrique ) e
n!

est bien deux fois contintiment dérivable et qu’elle est solution de ’équation
différentielle (x).

Exercice 4.7.15 (Coefficients de Fourier d’une fonction translatée)
Soit f : R — C une fonction 27-périodique et soit a € R. On définit la
fonction translatée 7,(f) par

Ta(f)(2) = f(z + a).

(i) Vérifier que 7,(f) est 2m-périodique.
(i) Calculer les coefficients de Fourier ¢, (7,(f)) de 7,(f) en fonction de ceux
de f.



COURS SSF-2015/2016-B.Bekka 107

Exercice 4.7.16 (Coefficients de Fourier d’une fonction hélderienne)
Soit f : R — C une fonction 27-périodique. Soit o > 0 un nombre reéel.
On suppose que f est holderienne d’exposant o pour un nombre reél a > 0,
c-a-d qu’il existe une constante C' > 0 telle que

f@) = f@W)| < Cle—yl  pourtous a,y € R.

Soit n € Z*.
(i) Pour a = w/n, calculer ¢, (f — 7,(f)), ou 7,(f) est la fonction translatée
comme dans ’Exercice 4.7.15.
(ii) Déduire de (i) qu’il existe une constante M telle que

M
len ()] < e pour tout n € Z*.
n (03
Exercice 4.7.17 (Coefficients de Fourier d’une fonction réguliére)
Soit f : R — C une fonction 27-périodique. On suppose que f est p-fois
continiment dérivable pour un entier p > 1. Soit n € Z. Exprimer le coeffi-
cient de Fourier c,(f®) en fonction de c,(f).

Exercice 4.7.18 (Décroissance des coefficients de Fourier et régularité)

Soit f : R — C une fonction 27-périodique.

(i) On suppose que f est indéfiniment dérivable sur R. Montrer que, pour
tout entier p, les suites (n”|c,|)nen €t (nP|c_n|)nen sont bornées.

[Indication : utiliser 'Exercice 4.7.17.]

(ii) On suppose que la série de Fourier de f converge simplement vers f
sur R et que, pour tout entier p, les séries de terme général (n|c,|) en et
(nP|c_p|)nen sont bornées. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R.



