[sométries des espaces de Banach: Théoreme
de Mazur-Ulam

Bachir Bekka
April 5, 2006

On se propose de montrer que toute isométrie d'un espace de Banach réel
est affine (Théoreme de Mazur-Ulam).

Soit (E, || - ||) un espace de Banach. Une application f : ' — E est une
1sométrie si

1 () = F)ll = lle =yl pour tous =,y € E.

On se propose de généraliser le fait suivant qui est bien connu et dont la
preuve est facile.

Proposition 1 Soit (E, (-|-)) un espace de Hilbert réel. Soit f : E — E une
isométrie telle que f(0) = 0. Alors [ est linéaire.

Preuve Comme f(0) = 0 et comme f est isométrique, on a, pour tout
r€EeF,

[f (@) = lf(z) = FO) = [lz = Off = |||
De l'identité )
(@ly) = -3 (= yll* = llzl* = lyll*) ,

il s’ensuit que

(f(2)[f(y)) = (zly)  pour tous =,y € E.

Soit (e;); une base orthonormée de E. Ce qui précede montre que (f(e;)); est
également une base orthonormée de F.

Soit x € E. Alors x = ) (x|e;)e; (développement selon (e;);) et f(z) =
Yo (f(@)]f(ei)) f(e;) (développement selon (f(e;));). Onadonc f(z) = > .(x|e;) f(e;).

Ceci implique clairement que f est linéaire. B



Remarque 2 Le résultat précédent ne se généralise pas aux espaces de
Hilbert complexes: la conjugaison C — C,z — Z est une isométrie qui
fixe 0 mais qui n’est pas C-linéaire.

Théoréme 3 (Mazur-Ulam) Soit (E, ||-||) un espace de Banach réel. Soit
f E — E une isométrie bijective telle que f(0) = 0. Alors f est linéaire.

Preuve Il suffit de montrer que,

0 1(3e40) =50@ ) powrtows ey B

En effet, supposons que (x) soit démontré. Alors, comme f(0) = 0, on aura

f(z/2) = f(x)/2 pour tout = € E, c-a-d f(2z) = 2f(z) pour tout x € E. On

aura ainsi, pour tous x,y € F,

(f(22) + F(29)) = f(x) + f(y)-

N | —

fle+y) =f (%(21; + 2y)> -

Donc f est additive. Par suite, f(rz) = rf(x) pour tous = € E,r € Q. Par
continuite de f (qui est une isométrie) et par densité de Q dans R, il s’ensuit
que f(rz) =rf(z) pour tous x € E,r € R. Ceci montre que f est linéaire.

Pour montrer (x), fixons z1,29 € E. Soit H; I'ensemble des éléments
x € F tels que

1
|z — 2] = [lz — 2| = 5“@“1 — 2.
Pour tout n > 2, on définit par récurrence une suite (H,), de parties de F
par

diam(Hn_l)

Hy={o€ oy o Jo—yl < S50

pour tout y € H, 1},

ou

diam(H,_1) = sup |y — z|
y,2€H, 1

est le diametre de H,,_;.
Les parties H,, ont les propriétés suivantes:

(1) Pour tout n > 2, on a H,_y C H, : ceci est clair par construction.

e(2) H, est fermée pour tout n > 1 : ¢’est immédiat.
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¢(3) On a
diam(H,) <

ot 21 — 2|l

pour tout n > 1 et donc lim, diam(H,) = 0 : en effet, si H,, n’est pas vide,
soient x,y € H,. Alors, comme H, C H,_1,onay € H,_ 1 et donc

diam(H,,—)

— <

par définition de H,. D’ou , par récurrence,

diam(H,) < 2n71diam(H1).
D’autre part, pour z,y € Hy, on a
lz =yl < llz =zl + lly — 21l = [l — 22]]

et donc diam(H;) < ||z — z2|.
e(4) Chaque H,, est invariant par la symétrie

s:E—FE, z— 21 +x0— 2.

En effet, si x € Hy, alors
1 1
Is(z)=a1]l = lle—asl| = Sller—aall et [ls(z)=z2l = [lo—a1]] = 5llzr1—as,

et donc s(z) € H;.
Supposons que H,,_; est invariant par s pour n > 2 et montrons que H,
I'est aussi. Soit z € H,,. Pour tout y € H,,_1, on a s(y) € H,_; et donc

diam(H,,_1)

[s(x) = yll = llo1s + 22 — 2 =yl = [z = s(y)]| < 5
D'ou s(z) € Hy,.

o(5) Le point m = %(z; + x) appartient & tous les H, : en effet, il est clair
que m € Hj. Supposons que m € H,,_; pour n > 2 et montrons que m € H,.
Soit y € H,,_;. Par ce qui précede, on a s(y) € H,_;. D’ou

2lm —y| = ||z + 22 — 2y[| = [|s(y) — y|| < diam(H,,1),
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et donc ||m —y|| < . Ceci montre que m € H,.

diam(H,,—)
2

Comme E est un espace métrique complet, les propriétés (1), (2) et (3)

précédentes montrent que l'intersection (), -, H, est soit vide, soit réduite a

un singleton. La propriété (5) implique alors que

,DlH _{ x1+x2)}

Remplagons dans tout ce qui précede le couple (z1,x2) par le couple
(f(x1), f(x2)). On définira alors des parties H,, de E avec les mémes pro-
priétés et telles que

() H. = { fla) +f(:c2))}

n>1

Comme f est une isométrie et comme f est une bijection, on vérifie que
H, = f(H,) pour tout n > 1. Il s’ensuit alors que

r({3te+e0}) =1 1) = (Vs = (Vo= {50060 + sl |

n>1 n>1 n>1

ce qui signifie que f (%(:cl + m) = %(f(:cl) + f(z2)). N

Remarque 4 (i) Si, avec les hypotheses du théoréeme de Mazur-Ulam, on
ne suppose plus que f(0) = 0, la conclusion est que f est affine. En effet,
lapplication g : E — FE définie par g(z) = f(z) — f(0) est une isométrie
bijective telle que g(0) = 0. Alors g est linéaire par le théoréme de Mazur-
Ulam et f est affine.

(ii) L’argument essentiel de la preuve est le suivant: étant donnés deux
points x1,x9 € F, la preuve montre que le “milieu” %(zl +x9) de z1, x5 - qui
dépend de la structure vectorielle de E- se caractérise en termes purement
métriques, c-a-d uniquement au moyen de la distance associée d(x,y) = || —
y||. Il n’est alors pas surprenant qu’une isométrie bijective (qui préserve donc
la distance) préserve également la structure linéaire de FE.

(iii) La remarque (ii) indique que la construction de la preuve précédente
est valable dans un espace métrique complet (F,d) quelconque: pour deux
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points x1,x9 € E on peut définir les ensembles H, comme dans la preuve.
Les propriétés (1), (2) et (3) seront satisfaites et I'intersection (1,5, H, est
alors soit vide, soit réduite a un singleton {m}. Dans ce dernier cas, m est
appelé le centre du couple x1, x».

(iv) Supposons que E est un espace de Hilbert ou, plus généralement,

un espace de Banach strictement convexe. Alors, pour z1, 1, € F, le centre

1
5(:1:'1 + x9) est 'unique élément de H; et la preuve se simplifie grandement.

En général, H; contient d’autres éléments (voir I'exercice plus bas).

(v) Le théoreme de Mazur-Ulam reste vrai si on suppose que E est seule-
ment un espace normé et non plus nécessairement de Banach. Pour voir
ceci, on peut reprendre la preuve et remarquer qu’elle s’adapte a ce cas. Un
autre argument est comme suit. Soit £ le complété de E. Alors f s’etend
en une unique isométrie f de E a laquelle s’applique alors le théoreme de
Mazur-Ulam. Alors f et donc f est linéaire.

Exercice 5 Soit £ = R? muni de la norme ||(z,y)|| = |z| + |y|. Pour le
couple (1,0),(0,1), déterminer les ensembles H,, comme dans la preuve du
théoreme de Mazur-Ulam.
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