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Exercice 1. (4P.) Dans le plan R? on consideére le point A = ( _11 ) .

Soit f : R* — R? la rotation de centre A et d’angle # = /4. Donner

I’expression de f ( 5 ) en fonction de z,y.

Solution : La rotation vectorielle Ry d’angle 6 = 7/4 est donnée par Ry ( z ) = (

V2z/2 —V2y/2 ) .
V2zx/2+V2y/2 )’

1 0

((5)-m ()= (TR

On a bien f = Ry et f(A) = A.

commeRg( -1 ):( -V2 ),onadonc,pourtout( i )eR2:

Exercice 2. (6P.) Soit a € R. On considere I'application affine f, :
R2—>R2déﬁnieparfa(x ) - ( y”).

y r—a
(i) Montrer que f, est une isométrie.

0 1
1 0

(c-a-d que A est orthogonale). Donc f_,; est une isométrie vectorielle et f, une isométrie affine.

Solution :La matrice de la partie linéaire f; est A = ( ) et on vérifie que AA = I

(ii) Déterminer la nature géométrique et les éléments caractéristiques
%
de f,.

Solution : L’ensemble Inv(f;) des points fixes de f; est ’ensemble des X = < z ) € R? qui

vérifient I’équation AX = X, dont ’ensemble des solutions est RXy avec Xg = ( 1 ) . Par

conséquent, f; est une réflexion orthogonale d’axe D = RXj.

(iii) Déterminer la nature géométrique et les éléments caractéristiques

de f,.

Solution : L’ensemble Fix(f,) des points fixes de f est ’ensemble des X = ( £

€ R? qui
)

a

vérifient I’équation AX + ( —a ) = X, dont I’ensemble des solutions est ( Pa ) + RXjg. Par

0 ) + RXp.
—a

conséquent, f est la réflexion orthogonale d’axe D = (

Exercice 3. (8P.) On considere l'application affine f : R?* — R?
définie par
x —2x —y+ 2z 1
fly|= 20 =2y + 2 +
z T+ 2y + 22 3

—_



(i) Montrer que f est une isométrie.
—2zr —y+ 2z

Solution :La matrice de la partie linéaire fest A= % 2 — 2y + 2 et on vérifie que que
T+ 2y + 2z

tAA = I (c-a-d que A est orthogonale.). Donc fest une isométrie vectorielle et f une isométrie

affine.
(i) Déterminer la nature géométrique et les éléments caractéristiques
de

Solution : On calcule que det(A) = 1. Donc 7 est une rotation. L’ensemble Inv(f) des points fixes
x

de fest I’ensemble des X = Y € R3 qui vérifient I'équation AX = X, dont I’ensemble des
z
1

solutions est RXg avec Xo = | 1 | . Pour I’angle de rotation 6, on a 1+ 2cos(6) = trace(A) =
3

—2/3 et donc 0 = + arccos(—5/6). Pour déterminer le signe, on calcule le signe de det(X, AX, Xo)

1
avec (par exemple) X = ( 0 ) ; on trouve

0
1 —2/3 1
0 2/3 1|=5/3>0
0o 1/3 3

et donc 6 = + arccos(—5/6) (i.e 6 € [0, [ avec cos(d) = —5/6 > 0.

(iii) Déterminer la nature géométrique et les éléments caractéristiques
de f.

x
Solution : L’ensemble Fix(f) des points fixes de f est ’ensemble des X = Y ) € R? qui
z

1
vérifient I’équation AX + | 1 = X; le calcul montre qu’il n’y a pas de solution : Fix(f) = 0.
3

Donc f est un vissage. Comme f =tx, o fet comme Xg € Invf: R Xy, il s’ensuit que f est un
1 1

vissage de direction RXp =R ) , d’angle 6 et de vecteur de translation Xo = 1

1
3 3
Exercice 4. (6P.) Soit P un plan affine.

(i) Soit ha, une homothétie de centre A € P et de rapport A € R.
\ }
Montrer que, pour tous M, N € P, on a hAA(M)hA,,\(Nj = AMN.

Solution : Comme h 4y est affine et comme h 4  est 'homothétie vectorielle hy, on a, pour tous
M,NeP: h,A’A(M)hAﬂ)\(N = hAﬂ)\(MN) = h)\(MN) = )\Ml\?
(i) Soit f : P — P une application affine. On suppose qu’il existe un

point O € P et un scalaire A # 1 tels que f(O f(Nj = AON pour tout

N € P. Soit A € P tel que @)1 = ﬁ Of(O). Montrer que A est un
point fixe de f et en déduire que f = ha .

Solution : Par la relation de Chasles, on a Of(A) = Of(O) + f(O)f(A) et donc Of(A) =
1-—X O—A> + /\O—A> = @1 Do A = f(A). Comme, par hypothese, ]W; = )\OVN) pour tout

N €P,on a ? = hy. Il S’ensuit que f = hy4 .




