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1 - [2P.] Soient (X,A, µ, T ) et (Y,B, ν, S) deux systèmes dynamiques préservant
une mesure de probabilité. On suppose que ces deux systèmes sont isomor-
phes. Montrer que les entropies h(T ) et h(S) de T et S sont égales.

2 - [4P.] Soit (X,B, µ, T ) un système dynamique préservant une mesure
de probabilité . Soit A ∈ B avec µ(A) > 0. Soit (A,A, µA, TA) le sytème
induit. On rappelle que TA : A → A est définie par TAx = T nA(x)(x), où
nA(x) = min{n ≥ 1| T nx ∈ A}. On suppose que T est ergodique. On
rappelle que ceci implique que TA est ergodique.
(i) Montrer que, pour presque tout x ∈ A, on a

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

nA(T k
Ax) =

1

µ(A)

∫
A

nAdµ.

(ii) Soit N ∈ N; on définit τN(x) =
∑N−1

k=0 nA(T k
Ax) pour tout x ∈ A. Montrer

que
∑τN (x)−1

k=0 1A(T kx) = N pour tout x ∈ A.
(iii) Montrer que, pour presque tout x ∈ A, on a

lim
N→∞

N

τN(x)
=

∫
A

1Adµ = µ(A).

(iv) En déduire la “formule de Kac”

1

µ(A)

∫
A

nAdµ =
1

µ(A)
.

3 -[14P.] On considère l’application “tente” S : [0, 1] → [0, 1] défine par
Sx = 2x pour x ∈ [0, 1/2] et Sx = 2− 2x pour x ∈ [1/2, 1]. Soit λ la mesure
de Lebesgue sur [0, 1].
(i) Vérifier que λ est S-invariante.
(ii) Soit E2 : [0, 1] → [0, 1], x 7→ {2x}. Montrer que le système ([0, 1], E2, λ)
est fortement mélangeant.



(iii) Montrer que Sn+1 = S ◦ En
2 pour tout n ≥ 1.

(iv) Montrer que le système ([0, 1], S, λ) est fortement mélangeant.

On considère maintenant l’application “logistique”

T : [0, 1] → [0, 1], x 7→ 4x(1− x).

(v) Vérifier que, pour tout θ ∈ R et tout n ∈ N∗, on a T n(sin2 θ) = sin2(2nθ).
(vi) Pour tout n ≥ 1, déterminer les points x ∈ [0, 1] de période n sous T.
En déduire que les points périodiques de T sont denses dans [0, 1].
(vii) On considère la bijection de [0, 1] dans [0, 1] définie par ϕ(x) = sin2(πx/2).
Vérifier que T ◦ ϕ = ϕ ◦ S.

Soit µ la mesure de probabilité définie sur les boréliens de [0, 1] par

µ(A) =
1

π

∫
A

dx√
x(1− x)

(viii) Montrer que µ est T -invariante.
(ix) Montrer que le système ([0, 1], T, µ) est ergodique.
(x) Soit α ∈ [0, 1]. Montrer que, pour λ-presque tout x ∈ [0, 1] on a

lim
N→+∞

1

N
Card{n : 1 ≤ n ≤ N, T nx ≤ α} =

2

π
Arcsin(

√
α).

(xi) Montrer que l’entropie de T est h(T ) = log 2.
(Indication: On pourra utiliser, sans le prouver, le fait que {[0, 1/2], [1/2, 1]} est
une partition génératrice.)
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