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Exercice 1. (Vecteurs presqu’invariants-2P.) Soit (7, L*(R)) la
représentation réguliere de R. Construire explicitement une suite (f,)
dans L*(R) avec ||fulla = 1 et lim, .o |TR(9)fn — fullz = O uni-
formément sur chaque partie compacte de R.

Exercice 2. (Suites de Fglner-8P.) Soit I' un groupe dénombrable
moyennable et soit ' une partie finie de T'.
(i) Soit € > 0. Montrer qu'il existe f € (*(T'); 1 (c-a-d f > 0 et ||f]|1 =
1) tel que

Ime()f = fli < ¢ pour tout € F
(avec mr(y) f(z) = f(v'x)).
(

ii) Soient f, f’ deux fonctions dans ¢'(T') avec f > 0, f > 0. Pour
t > 0, soit

Se={vel : f(y)>thet Si={vel : fi(v) >t}

Montrer que

“+o0
1f = fllh = / Card(S,AS!)dt;
0

en particulier, || f|ly = [;° Card(S;)dt.

[Indication : On pourra écrire Card(S;AS}) comme une somme de fonctions indicatrices d’inter-
valles évaluées en ¢t > 0.]

(iii) Soit € > 0. Montrer qu'’il existe une partie finie et non vide S de I'
telle que

Card(ySAS

%(S))Se pour tout v € F.
(iv) Montrer qu’il existe une suite, dite suite de Fglner, de parties S,
finies et non vides de T telle que

lim Card(vS,AS,)
n Card(S,)

(v) Donner un exemple d’une suite de Fglner pour I' = Z.

=0 pour tout vy eTl.

Exercice 3. (Actions ergodiques co-moyennables et propriété
(T)-4P.) Soit G un groupe localement compact possédant la propriété
(T) et soit G ~ (X, m) une action avec une mesure m quasi-invariante
et o-finie. On suppose que G ~ (X, m) est co-moyennable.
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(i) Montrer qu’il existe une fonction f € L*(X,m); + telle que

d
%(m)f(gx) = f(x) pour tout g€ G, z € X.
m
(ii) On suppose, de plus, que G ~ (X, m) est ergodique. Montrer que

m est équivalente a une mesure de probabilité G-invariante sur X.

Exercice 4. (Actions fortement ergodiques et trou spectral-
8P.) Soit I un groupe dénombrable discret et I' ~ (X, m) une action
mesurable sur un espace de probabilité (X, 5, m), avec une mesure I'-
invariante m.

L’action I ~ (X, m) est dite fortement ergodique si, pour toute suite
A, € B telle que

limm(yA,AA,) =0 pour tout vy el
on a inf, m(A,)(1 —m(4,)) =0.

(i) On suppose que l'action I' ~ (X, m) possede un trou spectral.
Montrer que I' ~ (X, m) est fortement ergodique.

(ii) Montrer que, si I' possede la propriété (T) et si I' ~ (X, m) est
ergoddique, alors I' ~ (X, m) est fortement ergodique.

Soit I'; le sous groupe de SLs(Z) engendré par les deux matrices
a = ( (1) ? > et b = ( ; (1) ) On rappelle que I'y est un groupe
libre sur {a, b}.
(iii) Soit ¥ = {0,1}"* avec la mesure de probabilité habituelle m.
Montrer que 'action de Bernoulli I'y ~ (Y, m) possede un trou spectral
et est donc fortement ergodique.

Soit X :=Y x N* muni de la mesure de probabilité y définie par

6 1
p(A) = 2 nz:l Em {yeY : (y,n) € A}), A C X mesurable.

o0

On admettra qu’il existe T : X — X mesurable, bijective et préservant
w telle que T(Y x {n}) C Y x {n — 1} pour tout n > 2.

Soit I' = Fj le groupe libre sur 3 générateurs a, b, ¢ (avec a,b comme
plus haut). On définit une action de I' sur (X, u) par

a(y,n) = (ay,n), bly,n) := (by,n), c(y,n) :=T(y,n) pour (y,n) € X.
(iv) Montrer que I' ~ (X, 1) est fortement ergodique mais ne possede
pas de trou spectral.



