Espaces vectoriels normés — Corrigé du CC2 du 28/3/2012

Questions de cours 1 (7P.)

(i) Soit F le sous-espace vectoriel de £Z,(N) formé des suites @ = (zn),eN telles que zg + @1 = 0. Soit eg =
(1,0,0, -+ -). Calculer la distance d(eg, F) de eq a F.

On a d(eg, F) = |leg — Pegl|, o P est la projection orthogonale de ¢? sur F.
Comme {(ep — €1)/v/2,en;n > 2} est une base hilbertienne de F, on a Pey =
{eol(eo — €1)/v/2)(e0 — €1)/v2 = (eg —e1)/2 et donc d(eg, F) = [[(eo+e1)/2| =
1/v/2.

(ii) Pour K = R ou C, décrire 'ensemble des formes lindaires continues ¢ : £3c (N) — K.

Par le théoreme de Riesz, c’est I'ensemble des formes linéaires (yn)n — >, YnTn
avec (z,)n € (i (N).

(iii) Soit M un espace de Hilbert séparable. Que dit 1'égalité de Parseval?

Pour toute base hilbertienne (ey,), de H et tout x € H, on a x = ), (xle,)e,
et [lz]]2 = 3, [(alen)|?.

(iv) Soit E un espace vectoriel normé sur K = R ou C et T € B(E). On suppose qu’il existe (ag, a1, - - -, an) € K"
avec ag # 0 tel que agIg +a;T+---+apT™ = 0. On suppose que T est compact. Montrer que E est de dimension
finie.

Comme ag # 0, on a Iy = —(a1T + -+ + a,T™)/ag. L’espace des opérateurs
compact étant un idéal de B(E), il s’ensuit que I est compact. Par conséquent,
E est de dimension finie (par le théoréme de Riesz).

(v) Enoncer le théorsme de Hahn-Banach.

Soient E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace vectoriel et ¢ une forme
linéaire continue sur F. Alors il existe une forme linéaire continue v sur E telle

que P|p = g et [[P] = [lo]-

Exercice 2 (SP.) Soit (ap)peN une suite bornée de nombres complexes, tous non nuls. On définit
S LE(N) — L& (N) par S(@n)peN = (an@pt1)nen- (i) Calculer ||S]|.

Comme (ay,), est bornée, C' := sup,, |a,| < oo. Pour tout z = (z,), € ¢,
on a [[Sz[3 = 3, lanznt1? < C?3, [2n4a]? = O[3 et donc ||S|| < C.
D’autre part, pour tout n € N, on a S(e,41) = anen et |lent1ll2 = 1; dou
I1S(ent1)ll2 = lan] < |IS]| pour tout n € N. Il s’ensuit que C' < ||S]| et ainsi
18] = C.

(ii) Déterminer S™*.

Pour tout = (2,)n,y = (Yn)n € £, on a (Szly) = > 07 anZni1Yn =
Yoty Tnln—1Yn—1 = ([S*y) et donc S*y = (0,doyo, Gry1, 2y2, - - - )-

(iii) Montrer que S est compact si et seulement si limy, an = 0.

Soient U, V, T € B((?) définis par U ((zy)n) = (z1,22,...), V((zn)n) = (0,20, 21, . . .

et T((xn)n) = (aoxo,a121,...). Alors S = TU et T = SV. 1l s’ensuit que S
est compact si et seulement si T est compact. D’autre part (indication!), T" est
compact si et seulement si lim, a,, = 0.

(iv) Soit A € C. Montrer que Ker(S* — AI) = {0}.

Soit & = (x)n € Ker(S* — A\I); alors S*x = Az, ¢-a-d 0 = \xg et Gp_12p—1 =
Az, pour tout n > 1. Supposons que A\ = 0; alors @,,_1x,_1 = 0 pour tout n > 1
et donc « = 0 (car a,, # 0 pour tout n). Supposons que A # 0; alors o = 0 et
donc z, = 0 pour tout n > 1 (par récurrence sur n), c-a-d z = 0.



(v) On pose a = liminfy |agay - 4~an_1|1/". Soit A € C. Montrer que, si |[A] > «, alors Ker(S — AI) = {0} et
que, si [A| < a, alors Ker(S — AT) % {0}

Soit x = (1), € £?; alors x € Ker(S — \) si et seulement si a,7,.1 = ATy,
pour tout n € N. Ceci montre que = € Ker(S — AI) si et seulement si x,, =

™ 4 ) R
aoara.—; Lo pour tout n > 1 (par récurrence sur n). D’autre part, par la regle
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de Cauchy, la série de terme général | ——-——1I° = aom a7 converge si
lim sup (L)l/” < 1 et diverge si limsup (L)l/" > 1. Or
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llmsupn(m)l/” = |A]?/a?. Supposons que || < a, alors la suite non
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— A% st bien dans 2 et donc dans
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Ker(S — AI). Supposons que |A| > «a. Alors ce qui précéde montre que g = 0
et donc x = 0 pour tout x € Ker(S — AI).
n+2
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(vi) Déterminer les valeurs propres de S dans le cas otl ap = (7) .

n+1
On a apay---an_1 = (n+1)? et donc a = liminf,(n + 1)2/* = 1. Par (v),
tout A € C avec |A| < 1 est valeur propre et aucun A € C avec |A| > 1 n’est

valeur propre. Supposons que |A| = 1. La série de terme général |aw1)\7a1|2 =
-
1

Gy est convergente. Il s’ensuit (voir preuve de (v) ) que Ker(S — AI) # {0}.

L’ensemble des valeurs propres de S est donc {A € C : |\ <1}

nulle (z,,), définie par xg =1 et x,, =

Exercice 3 (9P.) Soit H un espace de Hilbert séparable; pour tout (£, ) € H2, on définit une application
linéaire Tg , : H — H par Tg , (z) = (z|n)€, pour tout = € H. (i) Montrer que T, est continue et calculer || Tg ||
Pour tout z € H, on a, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, ||T¢ ,(x)|| = [(z[n)|||£]] <
[zl [Inlll[€]l; donc T est continue et [T < [[n[[[[§]]. D'autre part, |[Te,(n)| =
Inl?11€]l; ot [T = [In]l[1€]
(ii) Soit S € B(H) et soient deux couples (§0, np) et (€, n) dans H2. Montrer que T¢ 0 STe, , = (S€01m0) Te -
Pour tout @ € H, on a T, STey (@) = TepyS((aln)éo) — (@) Te.n, (S€) =
(xn)(S&olmo)€ = (S&olm0)Te,n ().

(iii) Soit T € B(H) tel que limage de T est de dimension 1. Montrer qu'il existe &, 7 € H \ {0} tels que T = T , .
Soit £ € H avec ||£]] = 1 tel que Im(T") = Vect (). Alors, pour tout € H, on a
T(x) = (T(x)|£)¢, c-a-d T'(z) = (x|T*E)E; ceci montre que T' = T¢ pe.

(iv) Montrer que Vect{T¢ ,, : (§,71) € Hz} coincide avec 1’idéal bilatére F(H) de B(H) formé des opérateurs

T € B(H) de rang fini.

Il est clair que Vect{T,, : (£,n) € H?} est contenu dans F(H). Réciproquement,
soit T € F(H). Soit {&1,...,&n} une base orthonormée de Im(T"). Alors, pour
tout z € H, on a T(z) = Y i (T(@)|&) = Doy (x]T*&)E et done T =
>im Teyree;

Soit T un idéal bilatere de B(H) avec T # {0}. (v) Montrer que T¢ ,, € T pour tout (£, 7) € H2.

Soit S € Z avec S # 0. 11 existe alors & € H tel que g := S& # 0. Par (ii), on
a Tt noSTeo.n = (S&Ino)Te., = |Inol|*Te,,,- Comme |[mo]|? # 0 et comme Z est un
idéal bilatere, il s’ensuit que T¢ , € Z.

(vi) Montrer que F(H) C T.

Ceci découle immédiatement de (v) et (iv).

(vii) On suppose que T est fermé dans B(H). Montrer que T contient I'idéal K(H) des opérateurs compacts.

Par (vi), on a F(H) C Z. D’autre part, ’adhérence de F(H) coincide avec C(H)
(voir cours). Il s’ensuit que K(H) C Z.



