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Questions de cours 1 (4P.) () () soient B un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel fermé
de E. Montrer que F est un espace de Banach.

Si (x,,)n est une suite de Cauchy dans F', alors (z,,), est une suite de Cauchy
dans F et est donc convergente vers un élément x € E, car E est complet;
F étant fermé, on a x € F.

(ii) On définit une application linéaire ¢ : £5°(N) — £°°(N) par ¢((Tn)neN) = (Tnt1 — Tn)neN- Montrer que ¢ est
continue et calculer sa norme | ¢||.

Pour x = (x,), € {*(N), on a |z, — Tn| < |Tp] + |20] < 2||2]|e et
donc |p(z)] < 2||z]|; ceci montre que ¢ est continue et que ||¢| < 2. Soit
r = ((=1)"),. Alors ||z|lee = 1 et p(x) = ((=2)"), et donc |p(z)] = 2.
D'ou [l¢] = 2.

(iii) Soit CR[0,1] l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R muni de la norme ||f|oo =
sup,c(0,1] 1/ (@), pour f € Cr[0,1]. La boule unité fermée B(0,1) dans CR|[0, 1] est-elle compacte?

L’espace vectoriel Cr[0, 1] étant de dimension infinie, B(0, 1) n’est pas com-
pact, par le théoreme de Riesz.

EXGI‘CICG 2 (6P.) Soit K = R ou C et n € N*. On munit ’espace vectoriel des matrices n X n & coefficients
dans K de la norme My, (K) de la norme [[(aij)1<i,j<nll = maxj<; j<n la; j|. (i) On considere la forme linéaire trace

tr: My (K) — K, (aij)1<i,j<n = 2 j=1 @ii- Calculer la norme de tr.

Pour A = (ai)1<ij<n € Mn(K), on a [tr(A)] = | D0 au| < Y00 Jau] <

nmaxi<;j<n |@;;| = n||A]|. Donc |[tr| < n. D’autre part, pour la matrice
identité I, on a ||I,|| = 1 et tr([,) = n. Par conséquent, ||tr|| = n.

(ii) On fixe A € M, (K) et on considére 'application linéaire R4 : My (K) — M, (K), M — MA. Calculer la norme de
Ryu.

Pour M = (mij)lgi’jgn S Mn<K), on a RA(M) = (bij)lgi,jgn avec bij =
Y oy Migag;. Posons a = maxi<j<n 2 o,y |agi]. Alors, |>70_ muyar;| <

Y orey Imallak;| < amaxi<; k<p Mg = af| M|, pour tous 1 < 4,5 < n. Ceci
implique que ||Ral < a. D’autre part, soit jo tel que a = >, |agj,|. On
considere M = (mu)1<ik<n € M,(K) avec miy = agjy/|arj,| st arj, = 0
et my, = 0 sinon. Alors | Y, migarj,| = dop_ylakj,] = . et donc
[Ra(M)|| = . Comme [|[M]| <1, ceci montre que [|R4l| = a.

(iii) Pour A, B € My (K), on pose (A|B) := tr(AB*). Montrer que (A, B) — (A|B) est un produit scalaire sur My, (K).
Soient A, B,C € M,(K) et A\, 8 € K. On a, par linéarité de la trace, tr((AA+
BB)C*) = tr(AAC* + BBC*) = Mr(AC*) + Btr(AC*) = MA|C) + B(B|C)



et donc (AA + BB|B) = MA|C) + B(B|C). On a également tr(AB*) =
tr((BA*)*) = tr(BA*) et donc (A|B) = (B|A). De plus, si A # 0, on a
tr(AA*) =37 i han Qiklhi = Y1 <i pen lai]* > 0 et donc (A|A) > 0.

Exercice 3 (14P.) Soit CR|[0, 1] I'espace vectoriel des fonctions continues f : [0,1] — R. On considére
les normes [|flloc = supycio,] IF(®)] et Ifl1 = f} I£(#)|dt sur Cr[0,1]. Soit T : Cr[0,1] — Cgl0,1] I'application
linéaire définie par T'(f)(z) = [& f(t)dt pour tous f € Crl[0,1],z € [0,1]. (i) Montrer que T'(f) € Cr|0, 1] pour toute
f € Crlo,1].

Pour tous x < y € [0,1], on a |T(f)(z) — T(f)(y) < maxyepoq |f(t)] [} dt =

Il flloo(y — x); ceci montre que T'(f) est continue sur [0, 1].

(ii) Montrer que T : (Cr[0,1], | - |[1) — (Cr[0,1], ]| - ||1) est continue et que sa norme HTHl 1 vérifie [|T]|1,1 < 1.
Pour toute f € CRr[0,1] et tout x € [0,1], on a |T o) < Jy1f@)|de <
fol |f(®)|dt = || f]l1 et donc ||T(f)]|1 = fo T(f |dx < || fl1; ainsi T est

continue et ||T]|;; < 1.
(iii) Montrer que [|T|[1,1 = 1.

Fixons n € N;soit f,, € Cr|0, 1] avec les propriétés suivantes: f,, > 0, supp(f,) C

0,1/n] et [, fa(t)dt = || fulli = 1. Alors T(f,)(z) = T(f,)(1/n) = 1 pour
tout x > 1/n (car f, = 0 sur [1/n,1] et fo fn dt =1). Comme f, > 0,0na
T(f,) > 0 et il s’ensuit que | T(fn)||1 > fl n fo)(z)dx = fl dr =1-1/n.
D’autre part, comme || f,|]1 = 1 et ||T|11 < 1 on a ||T(fn)||1 < 1. Ceci
implique que lim,, ||T'(f,)|l1 = 1. D’ou |T||11 = 1.
(iv) Montrer quil n’existe pas de fonction f € Cr|[0,1] avec [|f[1 < 1 telle que [|T |11 = [|T(f)]l1.
Supposons par 'absurde, qu’il existe f € Cr|0, 1] avec ||f|l1 < 1. tel que
IT(H)llr = 1. On a (voir (i) [T(f)(x)] < [[fllx =1, c-&- d 1 = |T(f)(x)| = 0
pour tout = € [0,1]. D’autre part, fol(l —|T(f)(x)])de =1 —||T(f)]. = 0.
D'ou T(f) = 1 sur [0,1], par continuité de T'(f). Ceci est absurde car
T(£)(0) = 0.
On fixe un scalaire A € K et on définit une application F : Cr[0,1] — Cgl[0,1] par F(f)(z) = A [¥ f(t)dt + sina
pour tout f € Cr[0,1]. (v) Soient f1, f2 € CRr[0,1]. Montrer que, pour tout n > 1, on a |F"™(f1)(z) — F™(f2)(z)| <
I 211l f1 — f2lloo pour tout = € [0, 1].
On procede par récurrence sur n. Pour n =1, on a |F(f1)(x) — F(f2)(x)] <
IALSS 1f1(8) — fo(t)]dt < |Mz]|fi — falleo- Supposons lassertion vraie pour
n > L Alors [F"1(fy)(z) = F"(fo) (2)] = [F(F"(f1))(z) = F(F"(f2)) ()] <
Al JS ™ (f1(t)—F"(f2)(t)|dt et donc, par hypothese de récurrence, |F™(f1)(z)—

n+1

Frt(fa)(@)] < AP = fallsol AL St = AL = folloo T

(vi) En déduire qu’il existe N € N et 0 < k < 1 tels que HFN(fl)fF‘N(fg)Hoo < k|| f1—f2|lec pour tous f1, fo € Cr|0,1].



On prend k = 1/2; comme lim,, % =0, il existe N tel que % <k.On a
alors, avee (v), [FN(f)(x) — F¥(£2)(@)] < k2V|1fi — folloo < Kllfy — Folls
pour tous fi, fo € Cr|0, 1],z € [0, 1].

(vii) Montrer qu’il existe une unique solution f € Cr[0,1] de '’équation intégrale f(x) = X\ [§ f(t)dt + sinx pour tout
z € [0, 1].

L’équation s’écrivant F'(f) = f, il s’agit de montrer que F' posseéde un unique
point fixe dans Cr[0,1]. Comme FV est une contraction, F¥ posseéde un
unique point fixe f dans Cr|[0, 1]. On a alors FY(F(f)) = F(FN(f)) = F(f)
et F(f) est également un point fixe de FV. Par unicité, on a ainsi F|(f) = F.



