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Chapitre 1

Introduction

Ce cours est une introduction a I’étude des espaces vectoriels normés et
des applications linéaires continues entre de tels espaces. Les espaces qui
interviendront seront en général des espaces vectoriels de dimension infinie,
comme par exemple C[0,1] ou L*(R), l'espace des fonctions continues sur
[0, 1] ou celui des (classes d’équivalence de) fonctions mesurables et de carré
intégrable sur R.

Introduisant un point de vue géométrique, on considerera un tel espace
E comme un ensemble de points (“vecteurs ”) et I'on étudiera les fonctions
sur E ou bien les applications de E vers un autre espace F. Mais avant tout,
on munira E d’une norme || - || ; pour un vecteur = de F, le nombre ||z|| peut
ainsi étre vu comme la “longueur”de z.

Dans de nombreux problémes (voir plus bas), on cherche a résoudre des
equations linéaires dont les inconnues sont des élements de tels espaces, de
sorte qu’on peut considérer 1’étude des espaces vectoriels normés comme une
extension de 'algebre linéaire aux espaces de dimension infinie.

De nombreux probléemes en physique, comme par exemple I’équation de
corde vibrante pour u = u(s,t)

Pu 0%

o~ " os2
u(a,t) = u(b,t) =0,

se ramenent, apres “séparation des variables” u(s,t) = x(s)y(t), a un probleme
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de Sturm-Liouville du type suivant :
z(s)" + q(s)x(s) — Ax(s)
Riz = ayz(a) + 12 (a)
Rox := apu(b) + (a2’ (b)

0
0 (S —1L)
0

ou q € Cla,b], ay,aq, (1, P2 sont des nombres réels et on A est un pa-
rametre réel a déterminer. Soit 1, x9 un syteme fondamental de 1’équation

différentielle z(s)" +¢q(s)x(s) = 0 et supposons que det Fyoy - Ry £ 0.
leL’Q RQ?L‘Q

Alors, il existe une fonction continue G' (“fonction de Green”) sur le carré
[a, b] X [a,b] telle que, pour tout h € Cla, b], 'unique solution z du probléme

z(s)" + q(s)x(s) = h(s)
Rll‘ =0
RQJI = 0,

s’écrive sous la forme ,
:c(s):/ G(s,t)h(t)dt.
Il s’ensuit que toute solution x du probleme de Sturm-Liouville (S — L)

satisfait a I'equation (“équation intégrale”) suivante :

x(s) — )\/ G(s,t)x(t)dt = 0. (%)

Définissons une application linéaire K : Cla,b] — C[a,b] (ou K : L*[a,b] —
L?[a, b)) par

b
K%@%:/(%&ﬂﬂﬂﬁ.
L’équation intégrale (x) s’ecrit alors
(I —\K)z =0

ou encore, pour A # (

(K—=X'DHx=0
On est ainsi amené a étudier les valeurs propres et les fonctions propres de
I’application linéaire K.



Chapitre 2

Espaces vectoriels normés

2.1 Rappels sur les espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique.
Pour x € X et r > 0, on note

B(z,r)={y € X :d(z,y) <r}

la boule ouverte de centre x et de rayon r; la boule fermée de centre x et de
rayon r est notée

B(z,r)={ye X :d(z,y) <r}.
Une partie U de X est dite ouverte si U est réunion de boules ouvertes. Une
partie F' de X est dite fermée si son complémentaire X \ F' est ouvert.

Une suite (z,), de points de X converge vers € X si, pour tout € > 0,
il existe N tel que z,, € B(x,¢) pour tout n > N. On écrit alors lim,, x,, = .
Ceci équivaut au fait que lim,, d(z,,z) = 0.

Une suite (x,), de points de X est une suite de Cauchy si : pour tout
e > 0, il existe N tel que d(z,, z,,) < € pour tous n, m > N. On se rappellera
que toute suite convergente est de Cauchy.

L’espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans X
converge vers un élément de X.

Toute partie A de X, munie de la distance induite d4, est un espace
métrique. L’adhérence A de A est I'intersection de tous les fermés contenant
A; c’est également 'ensemble des © € X tels que, pour tout ouvert U avec
x € U, ona ANU # (); ou bien encore : A est 'ensemble des points z € X
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pour lesquels il existe une suite (a,,), dans A telle que lim,, a,, = x. Bien sur,

A est fermé si et seulement si A = A.

Proposition 2.1.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et A une partie
de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace métrique (A,da) est complet;

(ii) A est fermée dans X.

Exemple 2.1.2 Soit K I’ensemble R ou C.

(i) Muni de la distance canonique d(z,y) = |z — y|, 'espace K est complet.
(ii) Soit T un ensemble quelconque et (X, d) un espace métrique complet.
Soit ¢°°(T, X ) I'ensemble des applications bornées x : T — X. Muni de la
distance

doo(@,y) = supd(z(t),y(t))  pour tous z,y € (T, X),

teT

I'espace ¢>°(T, X) est complet (voir Exercice 2.8.1).
(iii) Pour a < b, soit Cla,b] 'ensemble des fonctions continues sur [a,b] &
valeurs dans K. Muni de la distance

doo(@,y) = sup |z(t) —y(t)]  pour tout z,y € Cla,b],
t€la,b]

I'espace Cla, b] est complet (voir Exercice 2.8.2).

L’espace métrique (X, d) est compact si de tout recouvrement X = J,.,; U;
par des ouverts U;, on peut extraire un sous-recouvrement fini, c-a-d il existe
une partie finie J C I telle que X = J,.,; Ui.

L’espace métrique (X, d) est précompact si, pour tout € > 0, il existe une
partie finie J C X telle que X = {J,., B(z,¢).

Théoréeme 2.1.3 Soit (X,d) un espace métrique. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) X est compact ;

(i1) toute suite de points de X posséde une sous-suite convergente ;

(i1i) X est précompact et complet.

Soient (Xip,d;) et (Xa,ds) des espaces métriques et f : X; — X, une
application.
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On dit que f : X7 — X5 est continue en zy € X; si, pour tout € > 0,
il existe & = d(e,x9) > 0 tel que d(f(z), f(zo)) < € pour tout = € X; avec
d(z, o) < d. Ceci équivaut a la condition suivante : la suite (f(x,)), converge
vers f(z) pour toute suite (x,), dans X; avec lim,, x, = x.

L’application f : X; — X5 est dite continue si elle est continue en tout
point de X;. Ceci équivaut a la condition suivante : f~!(V') est ouvert dans
X1 pour tout ouvert V de Xs.

On dit que f : X7 — X5 est uniformément continue si pour tout € > 0,
il existe 0 = d(¢) > 0 tel que d(f(x), f(y))) < € pour tous z,y € X; avec
d(z,y) <.

Une partie D de X est dense dans X si D = X, cca-dsi DNU # 0
pour tout ouvert non vide U C X. Ceci équivaut a la propriété suivante :
pour tout x € X, il existe une suite (z,), formée d’élements de D telle que
lim,, z,, = x.

Théoréme 2.1.4 (Prolongement des applications uniformément conti-
nues) Soient (X1,dy), (Xa,ds) des espaces métriques, D une partie dense
de X1 et f : D — X5 une application uniformément continue. Supposons
que (Xa,dy) est complet. 1l existe alors une unique application uniformément

continue f : X1 — Xo qui prolonge f

Démonstration Soit x € X;. Comme D est dense, il existe une suite
(n)n dans D telle que lim, z,, = x. La suite (), est de Cauchy. Comme f
est uniformément continue, la suite (f(x,)), est de Cauchy. Comme X est
complet, lim,, f(z,) existe dans X5. On pose f(z) = lim,, f(z,).

Cette définition ne dépend pas de la suite (z,), convergeant vers z. En
effet, soit (y,), une autre suite dans D telle que lim, y, = z. Soit (z,), la
suite de D définie par 2o, = x) et zop11 = yi. Alors lim, z, = x. De méme
que plus haut, (f(2,)), converge dans X5. Il s’ensuit que

lim f(z,) = lim f(z,) = lim f(yn).

On a ainsi défini une application f: X1 — X,. Il est clair que fco’incide
avec f sur D. B

Montrons que f est uniformément continue : Soit ¢ > 0. Par uniforme
continuité de f, il existe § > 0 tel que d(f(x), f(y)) < £/2 pour tous =,y € D
avec d(z,y) < 0.
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Soient z,y € X; avec d(x,y) < 6/2. Soient x,,y, des suites dans D avec
lim, z,, = z et lim, y, = y. Alors, comme lim,, d(z,,y,) = d(x,y), il existe
N tel que d(z,,y,) < 0 pour tout n > N. On a donc d(f(x,), f(yn)) < €/2
pour tout n > N. Il en résulte que d(f(z), f(y)) <c. B

Définition 2.1.5 Soient (X1, d;), (X2, d2) des espaces métriques. On dit qu'une
application f : X7 — X est isométrique ou bien une isométrie sid(f(x), f(y))) =
d(x,y) pour tous z,y € X;.

On observera qu’une isométrie est injective; par contre, une isométrie n’est
pas nécessairement surjective.

Le théoreme suivant, dont I'importance ne peut pas étre exagérée, est
souvent utilisé pour se ramener aux espaces métriques complets.

Théoréme 2.1.6 (Complétion d’un espace métr'ique) Soit (X, d) un
espace métrique. Il existe un_espace métrique complet (X d) et une applica-
tion isométrique f X =X d image dense. L’espace (X d) est unique au
sens sutvant : soit (X d) un espace métrique complet et f X — X une ap-

plication isométrique d’image dense. Alors il existe une application bijective
et isométriqgue h : X — X avec f = ho f.

Démonstration
e Existence Soit (>°(X) 'ensemble des applications bornées = : X — R.
Muni de la distance doo(z,y) = sup,cx |2(t) — y(t)|, I'espace £>°(X) est com-
plet (voir Exemple 2.1.2).

On fixe un point base zy € X et on définit f: X — (°°(X) par

-~

flz)(t) = d(z,t) — d(t, zo) pour tous z,t € X.
On a bien f(x) € (°°(X) pour tout x € X car, par I'inégalité triangulaire,
[ (@)()] = |d(, t) — d(t, )| < d(z, o) pour tout t € X.

De plus, pour z,y € X, on a

-~

doo(f(), F () = sup d(w,t) — d(y, 1)] < d(w,y).
€
D’autre part, en prenant ¢ = y, on voit que sup,cy |d(z,t) —d(y,t)| > d(z,y).
On a ainsi

~ ~

doo(f(), f(y)) = d(z,y).
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Donc ]?e/gt isométrique. R R

Soit X 'adhérence de f(X) dans ¢*°(X). Alors X est complet et f: X —
X est isométrique et d’image dense. _
e Unicité Soit (X d) un autre espace métrique complet et f X — X une
application isométrique d’image dense. L’application

g := fof_l:f(X) X

est isométrique. Par le Theoreme 2.1.4, g s’étend en une application A : X —
X. Il est clair que h est isométrique ; il s’ensuit que h(X) = f(X) est complet
et donc fermé dans X. Comme f(X) est dense, on a donc h(X) = X. Par
conséquent, h est une bijection isométrique. Par définition de g, on a

hof=gof=foflof=/m

Le théoreme du point fixe suivant possede d’innombrables applications.
Une application f : X — X d’un espace métrique (X, d) dans lui-méme est
dite contractante si f est Lipschitzienne de rapport k£ < 1, c-a-d s’il existe
k <1 tel que d(f(x), f(y)) < kd(x,y) pour tous x,y € X. Un point z € X
est un point fize de f si f(x) = x.

Théoréme 2.1.7 (Théoréme du point fixe) Soit (X, d) un espace métrique
complet non vide. Soit f : X — X wune application contractante. Alors f
possede un unique point five. Plus précisément :soit xy € X et soit (z,), la
suite définie dans X par x,y1 = f(x,) pour n > 0. Alors (x,), converge vers
lunique point | de f et on a la majoration suivante

kn
1—k

d(xp, 1) < d(zq,x0) pour tout n > 1.

2.2 Espaces vectoriels normés : généralités

Dans toute la suite, sauf mention du contraire, K désignera le corps R
ou le corps C, muni de la valeur absolue habituelle.

Définition 2.2.1 (Espace vectoriel normé) Soit F un espace vectoriel
sur K. Une norme sur E est une application

E — [0, 400, z— [|lz]

avec les propriétés suivantes
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(N1) pour tout z € E non nul, on a ||z|| # 0;
(N2) pour tout x € E et tout A € K, on a ||Az]| = |Al||z|;
(N3) pour tous z,y € E, on a ||z +y| < |z] + ||y| (“inégalité triangu-
laire”).
Le couple (E, || - ||) est un espace vectoriel normé. Une application x — ||z||

vérifiant (N2) et (N3) mais non nécessairement (N1) est dite semi-norme sur
E.

La preuve de la proposition suivante est immédiate.

Proposition-Definition 2.2.2 Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé.
L’application (z,y) — ||z — y|| est une distance sur E, appelée la distance
canonique associée a la norme || - ||.

Définition 2.2.3 (Espaces de Banach) Un espace vectoriel normé (E, || - ||)
est appelé espace de Banach si E, muni de la distance canonique associée a
|| - ||, est un espace métrique complet.

Définition 2.2.4 (Normes équivalentes) Deux normes || - ||; et || - [|2 sur
un espace vectoriel E sont équivalentes s’il existe des constantes C7 > 0 et
Cy > 0 telles que

Cillzllh < ||lz||2 < Coflz|x pour tout = € E.

Il est clair que, dans ce cas, (F, ||-||1) est un espace de Banach si et seulement
si (E, |- ||2) est un espace de Banach.

Exemple 2.2.5 (i) Pour z = (24,...,2,) € K", on pose

o ||7lloc = max{la],.. ., |2al}

o [zl =]z 4+ + |za]

o lloll = o P F o + [l
Les applications & — ||z]|e, © +— ||z|l1 et  +— |z|]2 sont des normes
équivalentes sur K™ (voir Exercice 2.8.5).

On notera £>°(n), £*(n) et £2(n) I'espace K™ muni de la norme correspon-
dante. Les espaces £>°(n), ((n) et £*(n) sont des espaces de Banach.
(ii) Soit 7" un ensemble quelconque. Soit £°°(7T") I'ensemble des applications
bornées x : T' — K. Alors *°(T") est un K-espace vectoriel (pour les opérations
évidentes). L’application

x +— sup |z(t)] pour tout =z € £>(T)
teT
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est un norme sur {>*(7T"). L’espace (>(T, X') est un espace de Banach (voir
Exercice 2.8.1)

(iii) Soit K un espace métrique compact et soit C'(K) 'espace vectoriel des
fonctions continues z : K — K.L’application

T ||7]|so := sup |z(t)] pour tout z € C(K)
teK

est une norme sur C'(K') L'espace C'(K) est un espace de Banach (voir Exer-
cice 2.8.7).

(iv) L’espace vectoriel C'*°[0, 1] des fonctions infiniment dérivables = : [0, 1] —
K, muni de la norme x — ||z||o n’est pas complet.

(v) L’espace vectoriel C1[0, 1] des fonctions continument dérivables z : [0, 1] —
K, muni de la norme x — [|z||o + ||2’||co est un espace de Banach (voir Exer-
cice 2.8.9).

2.3 Applications linéaires continues

Soient (E1, ||||1) et (E2, ||-|]2) deux espaces vectoriels normés et T': Fy — Ey
une application linéaire.

Théoreme 2.3.1 les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est continue;
(i1) T est continue en 0 ;
(i1i) il existe un constante C telle que |[Tx|y < Cllz||1 pour tout x € Ej.

Démonstration L’implication (i)=> (ii) est évidente.
Montrons 'implication (ii) = (iii). Par continuité de T en 0, il existe
6 > 0 tel que T(B(0,6)) C B(0,1). Soit x € Ey,x # 0. Posons 2’ = 5% .

2[| |y
Alors ' € B(0,6) et par conséquent Tz’ € B(0,1). Ceci signifie que

2
ITll2 < 5llzfh-

Cette inégalité étant également vraie pour z = 0, (ii) est vérifié avec C' = 2/4.
Supposons que (ii) est vérifié. Alors, pour tous x,y € Ej, on a

IT(z = y)ll2 < Cllz =y,

c-a- d ||[Tx — Ty|l2 < C|lx —yl|1. Donc T est lipschitzienne et par conséquent
continue. Ceci montre que (iii)=-(i) W
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Définition 2.3.2 (Norme d’une application linéaire continue) Soit
T : E; — FE, une application linéaire continue entre les espaces vectoriels
normés (E1, | - [|1) et (Fa,] - ||2). Le nombre

B
p
T€E,3#£0 |21

- qui par le Théoreme 2.3.1 est fini - est appelé la norme de T et est noté
1T

Une application linéaire 7' : E; — FE5 entre espaces vectoriels qui est
continue est souvent dite bornée.

Remarque 2.3.3 (i) Si, pour une constante C, on a ||Tx||s < C||x||; pour
tout x € E, alors - trivialement -T" est bornée et ||T'|| < C. De plus,

Tz|2 < |71 pour tout =z € Fj.
11 n verifie facilement que
() 0 rifie facil q

1T} = sup [Tl

=]l =1
ainsi que
|T|| = inf{C : ||Tz||2 < C||z||y pour tout = € E;}.

Notation On note B(FE), E3) l'espace vectoriel des applications linéaires
continues entre F et Ey. Quand Ey; = Ey = E, B(FE4, Es) est simplement
noté B(E).

Proposition 2.3.4 Soient (Ey, || - ||1) et (Ea, || - ||2) deuz espaces vectoriels
normés. L’application T — ||T|| est une norme sur l’espace vectoriel B(Ey, Es).

Démonstration (N1) Soit T € B(E,, E») avec || T|| = 0. Alors, par définition
de T', on a T'xr = 0 pour tout x € E; et donc T' = 0.
(N2) Soient 7" € B(Ey, Ey) et A€ K. On a

AT = sup [[(AT)z]2

=]l =1

= sup |A[[[Tzlla = [A] sup [Tl

flzll1=1 =]l =1

= AT
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(N3) Soient T, S € B(E1, Es). Pour tout € Fy, on a

(T + S)allz = Tx + Szlly < [Tz + |5z
< IT[[flll + [1STllzll = AT+ 1S

et donc ||T"+ S|| < [|T]| + [|5]|-M

Proposition 2.3.5 Soient E, F et G des espaces vectoriels normés et soient
T:E— FetS:F — G des applications liéaires continues. Alors

1S o T < [ISIIT]-
Démonstration Pour tous z € E/, on a

15 o T (@) = [IS(T=)[| < [STIT=]
< ISl

Do [|So T'|| < [|S]|]|7"].m
Théoreme 2.3.6 Soient E un espace vectoriel normé et F' un espace de

Banach. Alors l'espace vectoriel normé B(E, F') est un espace de Banach.

Démonstration Soient (7),), une suite de Cauchy dans B(E, F). Soit
r € E. Comme

| Tz — Tl < || Tn — Tl ||| pour tous m,n € N,

la suite (7,,x), est une suite de Cauchy dans F. Comme F est complet, la
limite T'x := lim,, T,,x existe dans F.
Pour tous z,y € F et A € K, on a

T.(r+y)=Twae+Ty et T.(\z) = AT,z
et donc, par passage a la limite,
Te+y)=Tz+Ty e  T(\x)=Nx;

ceci montre que 7' est linéaire. Soit £ > 0; comme (7,,x), est une suite de
Cauchy, il existe N € N tel que

1 Twz = Tpzl| < | To = Tollllzll < eflzll pour tous n,m >N, x € E.
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En faisant m — oo, on obtient
(%) |Thx — Tx|| < ez pour tout n >N, z € E.
En particulier, on a
|T2]| < |Twa — Tal| + | e < (e + [Twl)llel  pour tout = € E,
ce qui montre que T est continue. D’autre part, (%) montre que

T, =T <e pour tout n > N.H

Définition 2.3.7 (Dual d’un espace vectoriel normé ) Soit E un espace
vectoriel normé . L’espace vectoriel B(E,K) est appelé espace dual (topolo-
gique) de E et est noté E'.

Corollaire 2.3.8 Soit E un espace vectoriel normé . Le dual E' d’un espace
vectoriel normé E est un espace de Banach.

Démonstration Comme K est complet, ceci découle du Théoreme 2.3.6.1

2.4 Espaces vectoriels normés de dimension
finie

Pour n > 1, soient E un K-espace vectoriel de dimension n et {e1,...,e,}
une base de E.
Considérons sur E lanorme ||-||» définie par || > 7 | z€;|lc = max{|z4],..

Proposition 2.4.1 (i) Soient F' un espace vectoriel normé et T : K" —
F une application linéaire. Alors T est continue
(i1) Toutes les normes sur E sont équivalentes.
(111) E est complet pour toute norme || - |.
(iv) Soit || - || une norme sur E ; alors toute boule fermée B(z,r) de E
est compacte.

Démonstration (i) Pour tout z =Y z,e; € K", onaTzx ="  x;Te;
et donc

n n
T2 <Y laillTeill < ) |1 Teillllloe.
i=1 i=1

o lxnl}
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Ceci montre que T est continue et que |[|T|| < > [|Te].
(ii) 11 suffit de montrer que toute norme || - || est équivalente a la norme ||| .
Pour tout z =Y | z,¢e; € K", on a

n
lzll <) lzillleill < Cllz)oo-
i=1

pour C' =37, |le;]]. Soit
S={zx€eF : |r]w=1}

Toute suite (z,,), d’éléments de S contient une sous-suite convergente ; ainsi
S(0,1) est compacte.
Considérons 'application

f:8— 0,400, z— |z

Alors f est continue sur le compact S et f(z) > 0 pour tout z € S. Il existe
donc € > 0 tel que f(z) > ¢, c-a-d ||z]| > €, pour tout = € S.
Soit © € E avec x # 0. Alors, comme mx € S, ona

Tzl =€
[l ’

c-a-d ||zl < Zll-

(iii) 11 est clair que E, muni de la norme || ||, est complet. Par (ii), £, muni
de n’importe quelle norme, est complet.

(iv) Toute boule fermée dans (E, || - ||) est compacte. Par (ii), il s’ensuit
que, pour n'importe quelle norme || - ||, toute boule fermée dans (F, || - ||) est
compacte. l

Corollaire 2.4.2 Soit E un espace vectoriel normé quelconque. Tout sous-
espace de dimension finie de E est fermé.

Démonstration Ceci découle de (iii) de la Proposition 2.4.1 et de la Pro-
position 2.1.1.1

Le (iv) de la Proposition 2.4.1 montre que les boules fermées dans un
espace vectoriel normé de dimension finie sont compactes. Nous allons voir
que ceci n’est plus vrai en dimension infinie.



14 Notes Cours EVNO-2009/2010-B.Bekka

Lemme 2.4.3 (Lemme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé quel-
conque et F' un sous-espace vectoriel fermé et propre de E. Fizons 0 < § < 1.
Alors il existe x € E avec ||xg]| = 1 tel que d(xo, F) > 6, ot d(xg, F) =
inf{||zg —y|| : vy € F}.

Démonstration Comme F # E, il existe y € E'\ F. Comme F est fermé,

onad:=d(y,F)>0. Comme(0<d<1,onad/d>d;il existe donc z € F

tel que ||y — z|| < d/d. Posons a = Msz” et

xo=aly — z)
Alors ||zo|| = 1. Soit z € F. Comme 1z + z € F et comme a > §/d, on a
[ = zol| = llz — aly — 2)|| = [|(z + az) — ay||
1
<—x—|—z) —yH >ad>6 1
a

=a

Théoreme 2.4.4 Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie.
Alors aucune boule fermée B(x,r) pour x € E et r > 0 n’est compacte.

Démonstration L’application B(z,r) — B(0,1) y — (y — x0)/r étant un
homéomorphisme, il suffit de montrer que B(0,1) n’est pas compacte.

Fixons xy € E avec ||zg|| = 1. Soit Fy la droite vectorielle engendrée par
xo. Par le Corollaire 2.4.2, Fy est fermée. Comme E est de dimension infinie,
on a Fy # E. Par le Lemme de Riesz, il existe donc z; € E avec ||x1] = 1 tel
que ||z — x| > 1/2

Soit Fy le sous-espace vectoriel engendré par {zg, x1}. Alors F; est fermé
et Fy # E. 1l existe donc o € E avec ||z1]| = 1 tel que ||xg — x| > 1/2
et ||xe — 1] > 1/2. De proche en proche, on construit une suite (z,), dans
B(0,1) et telle que ||z, — x4]| > 1/2 pour tout k < n. La suite (x,), ne
possede pas de sous-suite convergente.ll

2.5 Complété d’un espace vectoriel normé

Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé et soit d la distance associée. Soit
(E,d) le complété de (E,d); voir Théoreme 2.1.6. Nous allons voir que E

peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel normé pour laquelle E est
un espace de Banach.
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Théoréme 2.5.1 (Complété d’un espace vectoriel normé ) Soit (E, || - ||)
un espace vectoriel normé .

(i) Il existe un espace de Banach (E, ||-||) et une application linéaire isométrique
f: E—E dtmage dense.

(i) Pour tout espace de Banach F et toute T € B(E,F), il existe S €
B(E, F) unique telle que T = S o F: de plus, on a I1S1 = 1T

(i1) L’espace E, est unique au sens suitvant : soit E un espace de Banach et
]7: E — E une application linéaire isométrique d’image dense. Alors il existe
une bijection linéaire et isométrique h : E — E avec ]?: h o f

Démonstration (i) Soit d la distance canonique sur E. Soit (E,d) le
complété de l'espace métrique (E,d) et f: E — [ une isométrie d’image
dense (voir Théoreme 2.1.6).

Soient x,y € EetAeK. 1l existe, par densité de I'image de ]/“\, des suites
(Zn)ns (Yn)n dans E telles que

~ ~

lim f(z,) == et lim f(y,) = v.

Comme f est une isométrie et comme (f(acn))n et (f(yn))n sont des suites de
Cauchy, les suites (z,,), €t (yn)n sont de Cauchy. Comme

(@ + Yn) = @ + Yn) || < 70 — 2] + |Yn — Y,

il s’ensuit que la suite (x,+y, ), est de Cauchy. Par conséquent, (f(z, + Yn))n
est une suite de Cauchy. Comme E est complet, la limite de (f(xn + Yn))n
existe. Notons cette limite x +y. Vérifions que cette limite ne dépend pas du
choix des suites (z,)n, (Yn)n-

En effet, soient (uy,)n, (v,), d’autres suites dans E telles que lim,, fA(un) =
x et lim,, fA(Un) =. Considerons les suites (W )n, (2 )n définies par way, = z,
et won11 = U, ainsi que zz, = Y, et wo,1 = v,. Comme lim,, f(wn) =z et

~ ~

lim,, f(z,) = ¥y, on conclut comme plus haut que (f(w, + z,))n converge. Les

~ -~

suites (f(zn + Yn))n €t (f(un + v,)), étant des sous-suites de (f(wy, + 2n))n,
on en déduit que

lim f(u, + v,) = lim f(w, + z,) = lim f(z, + yn).

~

De maniere similaire, la limite de (f(Ax,,)), existe et est indépendante de

A~

la suite (x,), ; notons la Az. On vérifie que F, muni des lois

(x,y) —xz+y et (A, z) — Az,
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est bien un espace vectoriel. L’élément neutre de (E,+) est f(0).
Observons que, par construction, 'application f : E' — E est linéaire.
On définit une application x +— ||z|| sur £ par

||| = d(x,0) pour tout € E,

~

ot 0 = f(0) I'élément neutre de (E,-+). Montrons que ceci est bien une
norme.
Observons tout d’abord que

]} = Tim [,

~

pour toute suite (z,), d’éléments telle que lim,, f(z,) = x. En effet, comme
f est une isométrie, on a

~ ~ ~ o~ -~

2]l = d(x,0) = lim d(f(x,),0) = lim d(f(,), f(0))

Vérifions que les propriétés d’une norme sont bien satisfaites :

(N1) soit = € E: on a ||z]| = (/1\(18,0) >0 et si[|z]| =0 alors z = 0.

(N2) soit = € E et A € K; soit (n)n une suite dans E telle que lim,, f(xn) =
x. Par définition, on a Az = lim, J?(/\xn) Par 'observation précédente, il
s’ensuit que

A = lim Az, | = lim Az, |
= [Alll]
(N3) soient z,y € E ; soient (2, )n, (Yn)n des suites dans E telles que lim,, f(z,) =

x,lim,, f(y,) = y. Par définition, on a lim,, f(x, +y,) = = +y. On en conclut
que

i+l =il + )] < T ]|+ [l
= lim [z, | +limly, | = || + ]|

La distance associée a la norme z — ||z|| est d. En effet, soient z,y € E;

~

soient (2, )n, (Yn)n des suites dans E telles que lim,, f(z,) = z,lim,, f(y,) = y.
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Comme lim,, f(z, —y,) =2 —y, on a

-~

= limd(f(zn), f(yn)) = d(z.y).

Ceci implique que E est un espace de Banach et que f : E — E est bien une
isométrie linéaire entre les espaces vectoriels normés E et E d’image dense.

(ii) Par (i), nous pouvons identifier £, comme espace vectoriel normé , avec

son image f ( ), qui est un sous-espace vectoriel dense de E.

Soit F' un espace de Banach et T' € B(FE, F'). L’application linéaire T'
est lipschtzienne et donc uniformément continue; par le Théoreme 2.1.4, T
admet ainsi un prolongement continu S : £ — F, défini par Sz = lim, Tz,
pour tout z € E et toute suite (z,), dans E avec lim, z,, = x.

On vérifie que S est linéaire en utilisant la densité de E' et la linéarité de
T. De plus, soit € E et (x,), une suite dans E avec lim,, z,, = z. On a alors

Sz = tim [T, ]| < /7| Yimm |z, |
= 1T }l2].

Ceci montre que ||S|| < ||T]|. Comme, de plus, S|g = T, on a donc ||S|| =
1T

(iii) Identifions, comme plus haut, F avec un sous-espace vectoriel dense
de E. Soit F un espace de Banach et f: E — E une application linéaire

isométrique d’image dense.
Par (ii), f s etend en une isométrie lindaire h : £ — E. Comme h est

une isométrie et que E est complet, h(E) est un sous-espace complet et donc
fermé de E. Mais h est d’image dense (car f I'est). Ceci montre que h est
surjective. Donc h : E — E est une bijection linéaire isométrique telle que

hlp=f. 1

2.6 Quotient d’un espace vectoriel normé |,
séparé d’un espace vectoriel semi-normé

Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel fermé
de E. On rappelle que E/F est le quotient de E par la relation d’équivalence
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R définie par :
TRy si et seulement si x—yeF

Pour les opérations évidentes, E/F est un espace vectoriel et 'application-
quotient p : E — E/F est linéaire. Pour £ = p(z) € E/F on pose

1€l = mf{[[yll : p(y) = & = inf{[lz —y[| = y € F}.

Théoréme 2.6.1 (Quotient d’un espace vectoriel normé )
(1)) L’application & — ||&|| est une norme sur E/F ;
(i1)) p: E— E/F est continue, de norme < 1;
(i1i)) p: E — E/F est une application ouverte ;
(iv)) si E est un espace de Banach, alors E/F 'est aussi.

Démonstration (i) Vérifions que les axiomes (N1), (N2), (N3) sont bien
satisfaits :

(N1) : Supposons que ||£]| = 0; alors il existe une suite (y,), dans E telle
que lim, || — y,|| = 0. Comme F est fermé, cela implique que = € F' et donc

£=0.
(N2) : Pour A € K avec A # 0, on a
AN = mf{[[Az —y[| - y e F}
=inf{||Az — N\y|| : y€ F}
= [Alinf{{lz =yl -y e F} =[]

Pour A=0,ona X =0et ||0|| =inf{||y| : y€ F} =0.
(N3) : Pour £ = p(x) et n = p(y) dans E/F, on a

€+ 7| =inf{||(z+y)—=2|| : z€ F}
= inf{||(z — 2) + (z +w)|| : z,we F}
< inf{fjz —zf| + [ly —w| : z,we F}
<inf{l|lz —z| : 2 € F}+inf{|ly—w| : we F}
= 1€l + [Imll-

(i) On a ||p(z)|| < ||z||, pour tout x € E. Donc p est continue de norme < 1.
(iii) . Montrons d’abord que

B(¢,¢e) C p(B(z,¢))
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pour toute boule B(z,e) C E et pour £ = p(x). En effet, soit n = p(y) €
B(&,¢). Alors

1€ —n||=inf{|lz —y+z2|| : z€ F} <e.

Il existe donc z € F tel que ||z —y + z|| < . Alors y — z € B(z,¢). Comme
p(y — 2) =p(y) =n, on a bien n € p(B(z,¢)).

Soit maintenant un ouvert U de E et soit £ € p(U). Soit « € U avec
¢ = p(x). 1l existe ¢ > 0 tel que B(z,e) C U. Alors, d'une part, on a
p(B(x,e)) C p(U). D’autre part, par ce qui a été vu plus haut, on a B(, ) C
p(B(z,¢)) et donc B(&,¢) C p(U). Ceci montre que p(U) est ouvert.

(iv) Soit (&,), une suite de Cauchy dans E/F. Il existe une sous-suite (1, )n
de (&), telle que ||9,41 — nn|| < 27" pour tout n.

Pour tout n, il existe u, € E avec p(u,) = Nnt1 — Mn €t |Jun|| < 27" Soit
xo € F tel que p(zg) = 1o et posons

n—1
xn:x0+2uk pour tout n > 1.
k=0

Alors x,41 — x,, = u, et donc ||z, — x,]| < 27" pour tout n. La série de
terme général ||z,1 — x,|| est donc convergente. Comme

n—1

|Zn — T || < Z |Tks1 — zkl|s
k=m-+1

il s’ensuit que la suite (z,), est de Cauchy. Comme F est complet, lim,, z,
existe. Observons que p(x,) = 7n,. Par continuité de p, la limite lim,, 7, =
lim,, p(z,) existe donc dans E/F.

La suite (1,), étant une sous-suite de (&,),, la suite de Cauchy (&,),
converge. i

Soit E un espace vectoriel. Il arrive fréquemment (par exemple, dans le
cas des espaces LP(X, B, u); voir plus bas) qu’on ait seulement une semi-
norme N (c-a-d une application N : E — R, satisfaisant a (N2) et (N3))
sur £. On construit alors un espace vectoriel normé associé a (E, N) de la
maniere suivante.

Théoréme 2.6.2 (Séparé d’un espace vectoriel semi-normé) Soit
N : E — R, une semi-norme sur l’espace vectoriel E. Soit

F={zxe€eFE : N(z)=0}.
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(1)) F est un sous-espace vectoriel de E;

(i1)) Pour & = p(x) € EJF, on pose ||£|]| = N(x), oup: E — E/F est
Uapplication quotient. L’application & — ||&|| est bien définie et est une
norme sur E/F.

Démonstration
(i) Pour z,y € F et A\, € K, on a, par (N3) et (N2),

N(ha + By) < N(Ax) + N(By) = AIN(z) + BN (y) = 0,

et donc A\x + By € F.
(ii) Supposons que £ = p(z) = p(y), pour x,y € E. Alors z —y € F et donc
N(z —y) = 0. D’autre part, par (N3), on a |[N(z) — N(y)| < N(z —y). D’on
N(z) = N(y) et [[£]| est bien défini.

Il est clair que ||£]| > 0. Supposons que ||£|| = 0. Alors = € F' et donc
¢ = 0. Ceci montre que (N1) est satisfait.

Le propriétés (N2) et (N3) découlent immediatement des propriétés (INV3)
et (N2) pour N. B

2.7 Une classe d’exemples : les espaces L”

Nous supposeron connues les notions de base de la théorie de la mesure.

Dans toute la suite, X désignera un ensemble muni d’un tribu B et d’une
mesure positive u : B — Ry U {+00}.

Soit p € [0, +00[. On définit

LP(X,B,pu)={f:X —K : f est mesurable et /X|f(a:)|pdp,(a:) < oo} :

On pose N, (f) := ([y [f(z)Pdp(z))” pour f € LP(X, B, ).

On définit également L£>°(X, B, i) comme étant I’ensemble des fonctions
p-essentiellement bornés sur X, c-a-d des fonctions mesurables f : X — K
pour lesquelles il existe une constante C' = C'(f) et un ensemble N = N(f) €
B avec p(N) = 0 tels que | f(z)] < C pour tout x € X \ N. On pose alors

Noo(f) =inf{C : |f(z)| < C pour u presque tout x € X}.

Nous énoncons sans preuve le résultat suivant :
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Théoréme 2.7.1 (i) LP(X, B, u) est un K-espace vectoriel
(i) N, est une semi-norme sur LP(X, B, ).

L’inégalité suivante est essentielle dans la preuve de (ii) :
Théoréme 2.7.2 (Inégalité de Holder) Soient p,q € 0,4o00[U{+00}

tels que 1/p +1/q = 1 (avec la convention 1/oo = 0.) Pour tous f €
LP(X,B, 1), g € LYX,B, ), on a fg € LYX,B, ) et

< Np(f)Nq(g)-

/X f(@)g(x)du(x)

On note LP(X, B, 1) le séparé de (LP(X, B, 1), Np) et |||, la norme corres-
pondante. Le théoresuivant est fondamental et fournit une classe importante
d’espaces de Banach.

Théoréme 2.7.3 (Théoréme de Riesz-Fischer) L’espace LP(X, B, ),
muni de la norme f — ||f||, est un espace de Banach.

Exemple 2.7.4 (i) Pour X = {1,...,n}, muni de la tribu de toutes les
parties de X et de la mesure de comptage, LP(X, B, u) s’identifie a K" et la
norme avec la norme

1
lzllp = (Jea P + - + |zal) 7.

et ||z]|co = max{|z1], ..., |zal}-

(ii) Soit X = N, muni de la tribu de toutes les parties de X et de la mesure
de comptage. L’espace LP(X, B, i) est 'espace ¢ (ou ¢P(IN) des suites x =
((n)n) de nmbres z, € K telles que

e’ 1/]7
]l = (Z m’p)
k=0

pour p € [1,00[ et ||z||o = max{|z,| : n € N}.

(iii) Soit X = R ou [0,1], muni de la tribu des boréliens de X et de la
mesure de Lebesgue A. On obtient les espaces de Banach classiques LP(R)
ou LP([0,1]).
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2.8 Exercices

Dans toute la suite, K désigne R ou C.

Exercice 2.8.1 Soit 7" un ensemble et (X, d) un espace métrique complet.
Soit ¢>°(T, X) l'ensemble des applications bornées x : T — X, muni de
la distance doo(z,y) = sup,er d(x(t),y(t)). Montrer que (£>°(T,X),d~) est
complet.

Exercice 2.8.2 Pour a < b, soit C[a,b] I'ensemble des fonctions continues
sur [a,b] & valeurs dans K muni de la distance duoo(7,y) = sup;ep, ) [2(t) —
y(t)]. Montrer que (C|a,b],d) est complet.

Exercice 2.8.3 Pour tout n € N, soit (X,,,d,) un espace métrique. Soit
X = [l,en Xn l'espace produit. Pour = (z,), € X et y = (yn)n € X, on

définit o)
— n xnayn

d(z,y) =Y 2o I

@9) ; 1+ dn (20, yn)

(i) Montrer que d est une distance sur X.

(ii) Montrer que (X, d) est complet si et seulement si (X, d,) complet pour
tout n € N.

(iii) Montrer que (X, d) est compact si et seulement si (X,,, d,,) compact pour
tout n € N.

Exercice 2.8.4 Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Pour z € X et
r > 0, soit B(x,r) (respectivement B(z,7)) la boule ouverte (respectivement
fermée) de centre x et de rayon 7.

(i) Montrer que B(z,r) est 'adhérence de B(z, ).

(ii) Montrer que B(x,r) est l'intérieur de B(x, 7).

(iii) Donner un exemple d’espace métrique (£, d) pour lequel les enoncés (i)
et (ii) sont faux.

Exercice 2.8.5 Montrer que les normes x — ||z||o0,  — ||z||1 et z — ||z|2
sur K” sont mutuellement équivalentes.

Exercice 2.8.6 Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vec-
toriel de E. Montrer que l'adhérence F' de F' dans E est un sous-espace
vectoriel.
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Exercice 2.8.7 Soit K un espace métrique compact et soit C'(K) ’espace
vectoriel des fonctions continues x : K — K. Montrer que

7 ol = suple(t)] Vo€ C(K)
teK

est une norme sur C(K) et que (C(K), || - ||s) est un espace de Banach.

Exercice 2.8.8 Soit C0,1] I'espace vectoriel des fonctions continues z :
K — K.
(i) Montrer que

1
x|z ::/ lz(t)|dt  Vze C(K)
0

est un norme sur C10, 1].
(ii) Montrer que (C10, 1], - ||1) n’est pas complet.

Exercice 2.8.9 Montrer que Pespace vectoriel C*[0, 1] des fonctions conti-
nument dérivables z : [0,1] — K, muni de la norme z +— ||z + [|2/]|s €st
un espace de Banach.

Exercice 2.8.10 Soit A = (a;;)1<ij<n € M,(K), vue comme application
linéaire K™ — K".

(1) On munit K™ de la norme || - || . Montrer que la norme associée de A est
[ Al = maxi<i<n D5y ag].
(ii) On munit K™ de la norme || - ||;. Montrer que la norme associée de A est
IA]l = maxy<j<n D5y laij]-
(iii) On munit K" de la norme || - ||2. Montrer, pour que la norme associée

1/2
de A, on a ||A|l < (ZZ]‘:1 |aij|2>

Exercice 2.8.11 Soit k : [0, 1] x [0, 1] — K une fonction continue. Pour tout
x € C[0,1], on définit Kz : [0,1] — K par Kz(s) = fol k(s,t)x(t)dt.

(i) Montrer que Kz € C[0,1], pour tout x € C[0, 1].

(ii) On munit C[0,1] de la norme || - ||oo. Montrer que 'application

K :C[0,1] - C[0,1],z — Kz

est linéaire et continue et que || K|| = maxo<s<i fol |k(s,t)|dt.
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Exercice 2.8.12 Soit a €]0, 1]. Soit C*[0, 1] I'espace vectoriel des fonctions
a-holderiennes f : [0,1] — K c-a-d telles qu’il existe C' = C(f) > 0 avec
|f(t) — f(s)] < C|t — s|* pour tous s,t € [0,1]. Montrer que C*[0, 1], muni

de la norme
1f(t) = f(s)]
|t — sl

)

J = [fllo 4 sup
t#s
est un espace de Banach.

Exercice 2.8.13 Soit E un espace vectoriel normé avec E # 0. Montrer
que, pour tous A, B € B(E), on a AB — BA # I, ou I = Idg est l'identité
sur F.

Indication : Par contradiction, supposons que AB—BA = I. Montrer, par récurrence,
que AB™ — B"A = nB""! pour tout n > 1.

Exercice 2.8.14 On considere C[0,1] et C*[0, 1] munis de la norme z
|z]|oo. Soit T : C0,1] — C0,1],z — 2/, Popérateur de différentiation
Montrer que 7' n’est pas continu.

Exercice 2.8.15 Soit £ un K-espace vectoriel normé de dimension infinie.
Montrer qu’il existe une forme linéaire ¢ : ' +— K qui n’est pas continue.
Indication : Définir ¢ au moyen d’une base de F.

Exercice 2.8.16 Soit £ un K-espace vectoriel normé de dimension infinie.
Montrer qu’il existe deux normes non équivalentes sur E.

Indication : Considérer une base {e; : i € I} de E et définir des analogues des
normes || - ||oo €t || - |1

Exercice 2.8.17 Soit E un espace vectoriel normé . Soit (x,)n,en une suite
éléments de E. On dit que la série de terme général x,, converge dans E si
la suite (s, )nen définie par s, = xg+ x1 - - - + @, est convergente dans £. On
note alors » 7 x, sa limite.

On dit que la série de terme général x,, est normalement convergente si
la série de terme général ||x,|| est convergente dans R.
(i) Supposons que la série de terme général x,, soit normalement convergente.
Montrer que la suite (s,),en est une suite de Cauchy.
(ii) On suppose que E est complet et que la série de terme général z,, est
normalement convergente. Montrer que la série de terme général z,, converge

et que
o oo
1> "l <7 llaall-
n=0 n=0
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(iii) On suppose que toute série dans F qui est normalement convergente est
convergente. Montrer que E est complet.

(iii) On suppose que E est complet et que lim sup,, ||z,||
la série de terme général z,, converge dans FE.

1/n < 1. Montrer que

Exercice 2.8.18 Soit £ un espace vectoriel normé et soit 7' € B(E). Pour
n € N, onnote T" :=T o---oT (n fois), avec la convention T° := I.

(i) Soit ay, = ||T™||. Montrer que ® 4 < QpaQy, pour tous n, m.

(ii) Déduire de (i) que lim,, ||T||*/™ existe et que I'on a

lim || 77"/ = inf | 77" < |IT.
n ne

Indication : Montrer d’abord que, si (ay,), est une suite dans R™ telle que a1, <

. . 1/n
apnapy, pour tous n,m, alors la suite (a,/ ), converge vers inf,cN an/ .

Exercice 2.8.19 Soit E un espace de Banach et soit 7' € B(E).

(i) Montrer que la série de terme général T converge dans B(F) si et seule-
ment si lim,, || 77(]*/™ < 1.

Indication : Appliquer les Exercices 2.8.17 et 2.8.18.

(ii) On suppose que lim,, [|77||'/™ < 1. Vérifier que I — T est inversible dans
B(E) et que (I =T)~t=>"> T

(iii) On suppose que ||T']] < 1. Montrer I — T" est inversible dans B(E) et
qu’on a l'inégalité

1

I =D)7Y € -
17|

Exercice 2.8.20 Pour a < b, soient A = {(s,t) € [a,b]* : t < s} et soit
k: A — K une fonction continue. On munit C|a, b] de la norme || - ||. On
définit I'opérateur de Volterra V : Cla,b] — Cla, b] par

Va(s) = / k(s,t)x(t)dt  pour tout =z € Cla,b].

On pose o := max(s pea |k(s,t)|.

(i) Vérifier que V' € B(C|a,b]) et que |V < a(b — a).

n!

(iii) Montrer I — V est inversible dans B(F) et déterminer (I — V)~

Indication : Appliquer I’Exercice 2.8.19.

(ii) Montrer que, pour tout n > 1, on a ||[V"| < a”
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Exercice 2.8.21 Soient p,q € [1, +oo[U{+0o0} tels que 1/p+1/q = 1. Pour

z=(z1, ,Tn)y = (1, ,yn) € K", on pose p(z,y) = > _, Tpyx. Soit
x € K". Montrer que

2], = suptle(z, )|+ y € Kyl <1}

Indication : Soit A 'expression de droite. Pour montrer I'inégalité A < ||z||p,
traiter séparément les cas p = oo, p €]1, +oo[ et p = 1.

Exercice 2.8.22 (i) Soit p € [1,4+o00[U{+00}. Montrer que la norme de
Iapplication Id : (K™, || - [|lec) — (K™, || - ||,) est n'/P.

(ii) Soit p € [1,+oo[U{+0o0}. Montrer que la norme de I’application Id :
(K™ || - 1l,) — (K™, || - [[1) est n/4, olt q est tel que 1/p+1/q = 1.

(iii) Soient p1,ps € [1,4+00[U{+00} tels que p; < p. Montrer que la norme
de I'application Id : (K™, || - ||p,) — (K™ || - ||,) est nt/P2=1/p1,

Exercice 2.8.23 Soient py,py € [1, +o0o[U{+00} tels que p; < ps..

(i) Montrer que ||z||p, < ||z]|,, pour tout z € K™.

(ii) Montrer que ¢** C (7* et que ||z||,, < ||z||,, pour tout x € ¢’*. Peut-on
avoir (P2 C (P17

Exercice 2.8.24 Soient py,p2 € [1,+oo[U{+o0} tels que p; < po.. Soit
(X, B, 1) un espace de probabilité. Montrer que LP2(X, B, u) C LPY (X, B, i)
et que [|z||,, < ||z|lp, pour tout z € 72,

Exercice 2.8.25 Soient py,p2 € [1,+0o[U{+00} tels que p; < ps. Soit R
muni de la mesure de Lebesgue. Montrer que l'on a ni LP2(R) C LP*(R) ni
[”(R) C L”(R).

Exercice 2.8.26 Soit p € [1, +00[U{+0o0}. On note ¢ le sous-espace vectoriel
de (P des suites (x,), de support fini, c-a-d telles qu'’il existe N avec x,, =0
pour tout n > N.

(i) Montrer que c est dense dans 7 pour p € [1,+o0.

(ii) On note ¢y le sous-espace vectoriel de £*° des suites (z,,),, avec lim,, ,, = 0.
Montrer que c¢q est 'adhérence de ¢ dans £°.

(iii) Montrer que ¢* est séparable pour p € [1, +o0.

(iv) Montrer que ¢>° n’est pas séparable.
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Exercice 2.8.27 On considere Cr|0, 1], 'espace vectoriel des fonctions conti-
nues f :[0,1] — R, muni de la norme f — || f]|. Soit ¢ : C[0,1] — R la
forme linéaire définie par

o(f) = Z (_Qi)nf(%) pour tout f € C[0, 1].

n=1
(i) Montrer que ¢ est continue.
(ii) Montrer que |||l = 1.
(i

)
iii) Montrer qu’il n’existe pas de f € C[0,1] avec ||f|lc < 1 et tel que
p(f)] = 1.
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Chapitre 3

Espaces de Hilbert

3.1 Généralités sur les espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont la généralisation naturelle en dimension infinie
des espaces euclidiens (ou hermitiens) R™ (ou C").

Définition 3.1.1 Soit E un espace vectoriel sur K (on rappelle que K est R
ou C). Une forme hermitienne (on dit forme symétrique quand K = R) est

une application ¢ : F x E — K. telle que, pour tous x,z’,y € F et XA € K,
() ez +2',y) = oz, y) + (@', y)
(i) p(Az,y) = Ap(z, y)
(i) ¢(y,z) = ¢(z,y)
(dans le cas K = R, on a bien sur ¢(z,y) = ¢(x,y)).
On déduit de ce qui précede que :
(iv) ¢(z,y +v') = p(z,y) + ¢(z,y)
(V) @z, Ay) = Ae(z, y)
(vi) p(z,z) € R.
Une forme hermitienne ¢ est dite positive sur E si p(z,x) > 0; elle est
un produit scalaire si p(x,z) > 0 pour tout x € E,x # 0.

On notera en général un produit scalaire par (x|y).

Exemple 3.1.2 (i) La formule (z|y) = >"7_, x;7; définit un produit scalaire
sur K.

(ii) La formule (z|y) = > 7o, 2;7; définit un produit scalaire sur (2.

29
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(iii) Plus généralement, soit X un ensemble muni d’une tribu B et d'une
mesure positive u : B — Ry U {+00}. La formule

(o) = [ #@ig@dn(e)
X
définit un produit scalaire sur L*(X, B, ).
Théoréeme 3.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz Soit ¢ une forme her-

mitienne (resp. symétrique) positive sur E. Alors, pour tous xz,y € E, on a

lo(z,y)” < o(z,2)e(y, y).

Démonstration Soit u € K avec |u| = 1 et tel que up(z,y) = |p(z,y)|.
Pour tout ¢ € R, on a

o(ux + ty, uzx + ty) > 0.
D’autre part, comme uu = 1 et p(uzx,ty) = t|p(x,y)|, on a

o(ux + ty, ux + ty) = p(uz, uz) + 2Rep(uz, ty) + o (y, y)
= o(z,x) + 2t|p(z, )| + oy, y).

Ce polynome en t de degré < 2 est a coefficients réels et prend ses valeurs
dans R.y; son discriminant |p(x,y)|* — ¢(z, 2)p(y, y) est donc < 0.1

Corollaire 3.1.4 Toute une forme ¢ : E x E — K hermitienne (resp.
symétrique) positive sur un espace vectoriel normé E est continue.

Corollaire 3.1.5 Soit (z,y) — (z|y) un produit scalaire sur E. alors x +—
||| := (z]|2)'/? est une norme sur E.

Démonstration La seule chose non évidente est l'inégalité triangulaire
(N3). Soient z,y € E. Par I'inégalite de Cauchy-Schwarz, on a

2 +ylI* = (z + ylz +y)

(z|z) + 2Re(z|y) + (yly)
(z|z) + 2[{z|y)| + (yly)
l]1* + 2l (| |yl + lly]I*
(]l + [lyl)*.m

<
<
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Définition 3.1.6 (Espaces de Hilbert) Soit £ un espace muni d'un pro-
duit scalaire (z,y) — (z|y). La norme x — ||z|| introduite dans le corollaire
précédent est la norme associée a ce produit scalaire L’espace E est appelé
espace préhilbertien.

On dit que E est un espace de Hilbert si I'espace vectoriel normé (E, || -||)
est complet.

Exemple 3.1.7 (i) L’espace K™, muni du produit scalaire (z|y) = >/ _, 7,
est un espace de Hilbert .

(ii) L’espace ¢, muni du produit scalaire (x|y) = > "2 x;¥;, est un espace
de Hilbert .

(iii) Plus généralement, soit X un ensemble muni d’une tribu B et d'une
mesure positive u : B — R, U {+oc}. Alors L*(X, B, i), muni du produit
scalaire

umzéjwaﬂwm

est un espace de Hilbert .
(iv) C[0,1], muni du produit scalaire

1 —
(o) = [ f@ig@du(o)
0
est un espace préhilbertien.

Proposition 3.1.8 (Identité de polarisation) Soit ¢ : E x E — K
hermitienne (resp. symétrique) positive sur un espace vectoriel normé E.
(i) Dans le cas K = R, on a pour tous x,y € E,

oz, y) =~ (e +y,z+y) — ol —yx—y))

] =

(ii) Dans le cas K = C, on a pour tous x,y € E,

1
o(x,y) :Z(@(x +y,v+y) — oty +y)+

+ip(z + iy, v + iy) — ip(z — iy, x — iy))
Démonstration Dans les deux cas (i) et (ii), on a

(*) o +y,rv+y) —pr—y,x—y)=2Re(p(z,y)).
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L’assertion (i) en résulte.
Supposons que E est complexe. En remplacant y par iy dans (x), on
trouve,

o(x + iy, x +iy) — o(x — iy, r —iy) = 2Re(p(x, 1y))
= 2Im(p(z,y)).

L’assertion (ii) en découle.ll

Théoreme 3.1.9 Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien. Le complété (E, 1)
de lespace vectoriel normé E est un espace de Hilbert ; plus précisément, soit
f: E — E lisométrie d’image dense. Alors il existe un produit scalaire [-|]
tel que ||z| = [z]z]"/? pour tout x € E. De plus, on a [f(z)|f(y))] = (z]y),
pour tous x,y € F.

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer que E est un
sous-espace dense de F.

Soient .,y € E et soient (1), (Yn)n des suites dans E telles que lim,, z,, =
x et lim, y, = vy.

Pour tous n, m € N, on a, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz (Théoreme 3.1.3) :

[(@nlyn) = (Tmlym)| = {20 — Zim|yn) — (Tm|Ym — yn)|
< |<xn - xm|yn>’ + ’<$m|ym yn>‘
< Nyalllzn = 2mll + 2w |Yn — yml|-

Comme (), et (yn ), sont convergentes, elles sont de Cauchy et sont bornées.
Il s’ensuit que ({(x,|y,)), est un suite de Cauchy dans R. La limite

[z]y] == lim (2 [yn)

existe donc. On vérifie de la maniere habituelle qu’elle ne dépend pas des
suites choisies (), €t (Yn)n; on vérifie également que [z]y] est une forme
hermitienne (ou symétrique) positive sur E.

Comme

lall = (walan)'/,

on a R
[z|z] = (zp|xn) = ||z pour tout x € E.
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Ceci implique que (z,y) — [z]y] est un produit scalaire sur E et que sa norme
associée est z — ||z||.

L’identité de polarisation (Proposition 3.1.8) montre que la restriction
de (z,y) — [z|y] & E x E coiincide avec (-|-)H

Définition 3.1.10 Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien et z,y € E. On dit
que z et y sont orthogonauz si (x|y) = 0. Ont dit que deux parties F' et G
de E sont orthogonales si (x|y) = 0 pour tous = € F et y € G. L’orthogonal
de F est la partie

{reE : (x|ly) =0 pour tout y € F'},
notée F+.

Proposition 3.1.11 Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien et F' une partie
de E. L’orthogonal F+ de F est un sous-espace vectoriel fermé de E.

Démonstration Par sesquilinéarité du produit scalaire, il est immédiat
que F* est un sous-espace vectoriel de E. Montrons que F’ L est fermé.

Soit x € Ft et soit (x,), € F* une suite telle que lim, z,, = x. Pour
tout y € F, on a alors (x,|y) = 0. Par continuité du produit scalaire (Corol-
laire 3.1.4), on a donc (z|y) = 0. Donc x € F-. 1

Proposition 3.1.12 Soient (E, (:|-)) un espace préhilbertien et z,y € E.
(i) (Théoréme de Pythagore) Si x ety sont orthogonauz, alors

lz +yl1* = [ll* + llyl*

(i1) (Lemme de la médiane ou identité du parallélogramme) On
a
o+ yll* + llz — ylI* = 2 (l=l* + [lylI*) -

Démonstration On a la formule
[+ ylI* = [[«]* + 2Re(zly) + [[y|I*.
L’assertion (i) en découle. En remplagant y en —y dans cette formule, on

Iz +ylI* = [l2]|* — 2Re(zly) + lly]|*.

En additionnant les deux formules, on voit que l'assertion (ii) est vraic. W
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Remarque 3.1.13 Le lemme de la médiane indique une proriété géométrique
intéressante des espaces de Hilbert : les boules dans ces espaces sont “ron-
des” ; en effet, si x et y sont sur la spheére unité, c-a-d ||z|| = ||ly|| = 1, alors
le milieu (z + y)/2 du segment [z, y] n’appartient pas a la sphere unité.

3.2 Le théoreme de la projection

Dans cette section, nous supposerons que (£, (:|-)) un est complet, c-a-d
un espace de Hilbert .

Nous noterons généralement par H les espaces de Hilbert .

Le théoreme de la projection est 1'outil-clé pour I'étude des espaces de
Hilbert .

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de la projection) Soit H un espace de
Hilbert . Soit C' une partie non vide, convexe et fermée de H. Pour tout
x € 'H, il existe un unique yo € C' tel que

|2 = ol| = min{[lz —y[| - yeC}.
De plus, on a
Re{x — yoly —yo) <0 pour tout y € C.

Démonstration Soit d := min{||z —y|| y € C}. Il existe une suite (¥, )n>1
dans C telle que lim, ||z — y,|| = d. (Une telle suite est appelée suite mini-
misante.)

e Existence Soient n,m € N*. Par le lemme de la médiane (Proposi-
tion 3.1.12), appliqué & u,, = * — Yy, et u, = x — y,, on a

[t + w1+l = ttnl[* = 2 ([ |* + uen]|) -

Comme

um+un:2(x—ymT+yn> et Um — Un = Yn — Ym,

on a donc

2

Ym + Yn
- T 5 +||yn_ym||2 :2||m_ym”2+2”$_yn”2'

4Hx
2
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Comme C' est convexe, on a (ym + yn)/2 € C. 1l s’ensuit que

2
Ym + Yn

2

xr —

19 = ymll? = 20l = gl + 2l = gall” — 4
< 2z — gl + 2z — gall? — 4

Comme lim,, ||z — y,,]|?> = d?, ceci montre que (y,), est une suite de Cauchy
dans ‘H. L’espace ‘H étant complet, la limite yy = lim,, y,, existe. Comme C
est fermé, on a yy € C.

On a alors, d’une part, lim, ||z — y,,|| = ||z — yo||. D’autre part,

lim ||z — y,| = d.

D'ou ||z — yo| = d.
e Unicité Soit y; € C tel que ||z — y1|| = d. Alors, la suite yo, y1, Yo, Y1, - -
est une suite minimisante. Par ce qui précede, cette suite converge dans H.
Ceci montre que y; = ¥p.

Soit y € C. Montrons que Re{z — yoly — yo) < 0. Soit f : [0,1] — R la
fonction définie par

F@t) = llyo +t(y —yo0) —z[* = llyo — [* + 2tRe(yo — x|y — yo) + ]|y — wolI*.
Par convexité de C, on a yo + t(y — yo) € C et donc
f(t) > d* = f(0) pour tout t € [0, 1].
Il s’ensuit que f/'(0) > 0, c-a-d
Re(yo — x|y — yo) > 0N
Le théoreme précédent s’applique au cas ou C' est un sous-espace vectoriel
fermé de H.

Corollaire 3.2.2 Soit 'H un espace de Hilbert et soit IC un sous-espace vec-
toriel fermé de H. Pour tout x € H, notons Px € IC ['unique élément de IC
défini par |z — Pzx|| = min{||z —y|| : vy € KL}.

(i) P:H — K est linéaire, continue, de norme 1 et Pl = Idg.

(ii) On a K& K+ ="H.

(iii) Pour tout x = x1 + x5 € H avec x1 € K et x5 € K+, on a Pz = x1.
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Démonstration Soit € H. Notons yg = Px 'élément de K défini au
théoreme précédent. Soit y € K et t € K. Comme yg + ty € K, on a

Re(z — yolty) < 0.
En prenant ¢t = (x — yo|y), on a donc |t[* = tt < 0. Ceci montre que
(x —yoly)y =0 pour tout y € K.

On adonc z —yy =z — Px € K+.

Comme z = Pz + (z — Pxz), ceci montre, d'une part, que K + K+ = H et
donc K & K+ =H, car K& K+ = {0}.

D’autre part, ce qui précede montre aussi que, si x = x1+x9 € H avec x1 €
K et zy € K+, alors Pz = z;. La linéarité de P : H — K en découle. Par le
théoreme de Pythagore (Proposition 3.1.12), on a ||z||? = || Pz||*+ ||z — Px||?
et donc || Pz|| < ||z]]. Donc P est continue et ||P|| < 1. Comme Pz = x pour
tout x € K,ona ||P||=101

Définition 3.2.3 (Projection orthogonale) Soit H un espace de Hilbert
et soit I un sous-espace vectoriel fermé de H. L’application P : H — K
définie plus haut s’appelle la projection orthogonale sur K.

Définition 3.2.4 (Partie totale d’un espace vectoriel normé ) Soit £
un espace vectoriel normé . Une partie de A est dite totale si Vect(A), le plus
petit sous-espace vectoriel de ‘H contenant A, est dense dans F.

Remarque 3.2.5 Rappelons qu’'un espace métrique E est dit séparable si
E contient une partie dénombrable dense. Supposons maintenant que FE un
espace vectoriel normé . Alors E est séparable si et seulement s’il existe une
partie totale dénombrable dense dans E (voir Exercice 3.9.8)

Corollaire 3.2.6 Soit H un espace de Hilbert .
(i) Soit A une partie de H. Alors (A1)* est le plus petit sous-espace
vectoriel fermé de H contenant A, c-a-d (AL)* st Uadhérence de ||(A).
(ii) Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors (F+)* = F. En particu-
lier, si F' est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors (F+)* = F.
(iii) Une partie A de H est totale si et seulement si A+ = {0}.
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Démonstration

(i) Soit K le plus petit sous-espace vectoriel fermé de H contenant A. Comme
A est orthogonal & A+ il est clair que (A+)* contient A. D’autre part, (A+)+
est un sous-espace vectoriel fermé de H (Proposition 3.1.11). On a donc
K c (Ab)*.

D’autre part, on a H = K & K+ ainsi que H = (41)+ @& A+ (Corol-
laire 3.2.2). Comme A C K, on a K+ C A*. Par ce qui précede, on a aussi
K c (AH)L. Dou K = (A+)+L.

(ii) En prenant A = F, on voit que 'assertion est une conséquence de (i).
(iii) Supposons que A est totale. Alors, par (i), (AY)* = H. Comme H* =
{0}, il s’ensuit que ((A+)+)t = {0}. Comme A+ C ((A+)1)L, on a donc
At ={0}.

Réciproquement, supposons que A+ = {0}. Alors, (A1)+ = H. Par (i),
(A1)* est le plus petit sous-espace vectoriel fermé de H contenant A. W

3.3 Dual d’un espace de Hilbert : le théoreme
de Riesz

Soit E un espace préhilbertien. Pour tout z € E, on définit une forme
linéaire ¢, : E — K par

0. (y) = (y|z) pour tout y € E.

Proposition 3.3.1 (i) Pour tout x € E, la forme linéaire @, est continue
de norme ||z||.

(i1) L’application ¢ : E — E' x +— @, est une isométrie antilinéaire
(linéaire si K = R).

Démonstration
(i) Pour tout y € E, on a

lex ()] = [(yle) ] < ll=lll[yll;

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (Theoreme 3.1.3). Ceci montre que ¢, € E’
et que ||¢z| < ||z||. D’autre part, on a

()] = (z|z) = [l]*.
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11 s’ensuit que ||p.|| = ||z
(ii) On vérifie immédiatement que

Pritas = Py + Py et Prxz = X@m

pour tous x1,x9,z € H et A € K. Ceci montre que ¢ est antilinéaire. Par (i),
@ est une isométrie. W

Théoreme 3.3.2 (Théoréme de Riesz) Soit H un espace de Hilbert.
L’isométrie antilinéaire ¢ : H — H', x — ¢, est une bijection.

Démonstration Au vu de la proposition précédente, il reste & montrer que
@ est surjective.

Soit f € H'. Son noyau K = Kerf est un sous-espace vectoriel fermé de
H. Si K = {0}, alors f = 0 et donc f = ¢(0). On peut donc supposer que
K # {0}. Alors K est de codimension 1. Comme K est un supplémentaire
de K, il existe donc # € K+ avec z # 0 tel que K+ = Kz. Comme ¢, (7) =
|z||* # 0, il existe A € K tel que ¢(z) = Ap,(x). On consideére alors ¢y, .
Alors, d'une part,

o5.(y) = (y[Ax) =0 pour tout y € K,
car \x € K*. D’autre part,

o5.(@) = (a[Aa)
— Male) = Apu(w) = f(@).

Dou f = ¢5 M

3.4 Bases hilbertiennes

Dans les espaces de Hilbert de dimension infinie, il n’existe pas de base
orthonormée. Cette notion sera remplacée avantageusement par celle d’une
base hilbertienne.

Soit F un espace préhilbertien; pour éviter des banalités, on supposera

que E # {0}.
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Définition 3.4.1 (Famille orthonormée, base hibertienne)

(i) Une famille {x; : i € I} d’éléments de E est dite orthonormée si ||z;|| = 1
et (x;|x;) = 0 pour tous 4, j € I avec i # j.

(ii) Une base hilbertienne de E est une famille orthornormée {z; : i € I}
qui est totale.

La construction explicite de bases hilbertiennes se fait au moyen du
procédé suivant.

Théoréme 3.4.2 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit N = {0,...,d} pour d € N ou bien N = N. Soit {z,, : n € N} une
suite de vecteurs linéairement indépendants dans E. Alors, il existe une fa-
mille orthonormée {y, : n € N} telle que, pour tout n € N, on ait

Vect({zo,...,xn}) = Vect({yo, . .-, Yn})-

Démonstration Pour tout n € N, l'espace E, := Vect({zo,...,z,}) est
un sous-espace vectoriel de dimension finie et est donc un espace complet
(2.4.1).

Soit n € N. Avec la convention E_; = {0}, on a E,_; C E,; comme E,
est un espace de Hilbert, nous pouvons considérer la projection orthogonale

P,:E,— FE, 1 0Ona
=z, — P,x, € qu—l NnkE,.

n
Posons y,, = ||z}, 72!, et montrons que {y, : n € N} est une famille
orthonormée telle que, pour tout n € N,

Vect({yo,---,Yn}) = Fn.

Tout d’abord, on a y,, € E+ | N E,. Ensuite, ||y,|| = 1 par construction.
Soient n < m; alors y,, € E, et y,, € EX . Donc ¥, € EX car E, C E,,_;.
Ceci montre que y, et y,, sont orthogonaux.

Il reste a prouver qu’avec F,, = Vect({vo,...,Yn}), on a F, = E,. Pour
cela, nous procédons par récurrence sur n. Le cas n = 0 est clair, car z(, = x
et yo = ||ap]| ' 2(. Supposons que F,, = E, pour n > 0. Comme 11—}, 1 =
P, 12,11 € E,, il s’ensuit que

Tpi1 € Vect({z, 1} U E,) = Vect({yn1} U Fp) = Fopa.
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et que
Yns1 € Vect({z,11} UE,) = Epy.

Ceci montre que F, 1 = F,, 1l

Théoréme 3.4.3 (Existence de bases hilbertiennes : cas séparable)
Soit E un espace préhilbertien séparable. Alors E admet une base hilbertienne
dénombrable.

Démonstration Soit D une partie dénombrable et dense de E. Nous pou-
vons extraire de D une suite {z, : n € N} de vecteurs linéairement
indépendants dans E telle que Vect({z,,n € N}) = Vect(D), ou N =
{0,...,d} pour d € N ou bien N = N.

Par le théoréme précédent, il existe une famille orthonormée {y, : n €
N} telle que, pour tout n € N, on ait

Vect({vo, .-, Yn}) = Vect(D).

Il nous reste a montrer que Y = {y, : n € N} est totale. Ceci est clair car
D est totalell

Remarque 3.4.4 Le théoreme précédent donne un algorithme explicite pour
construire, & partir d’'une suite {z,, : n € N} de vecteurs linéairement
indépendants dans E, une base hilbertienne {y, : n € N} :

wy=x0 Yo = ||lapll '
oy =a — (@lyo)yo 1=l Tl
Ty = T3 — (T2|yo)yo — (T2|v1)y1 yo = ||ah|| "y
n
$;L+1 = Tpy1 — Z<$n+1|yk>yk Ynt1 = ”x/n-i-l‘ _133;L+1

k=0

Le résultat suivant montre 'existence de bases hilbertiennes dans le cas
non-séparable.

Théoréme 3.4.5 (Existence de bases hilbertiennes : cas général)
Soit H un espace de Hilbert. Soit X = {x; : i € I} un systéme orthonormé.
Alors il existe une base hilbertienne de H contenant X. En particulier, H
admet une base hilbertienne.
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Démonstration Soit X’ I’ensemble des systemes orthonormés de H conte-
nant X. Ordonnons X’ par inclusion. Montrons ’existence d’un élément maxi-
mal de X. Obervons les deux faits suivants.

e X n'est pas vide : en effet, X € X.

o X est inductif : en effet, soit { X, : a € A} une partie totalement ordonnée
de X. Alors Y := |J,c4 Xa est une famille orthonormée contenant X.

Le Lemme de Zorn s’applique donc et assure que X possede un élement
maximal Y. Alors X est total. En effet, sinon il existerait x € Y=+ avec
|z|]| = 1 (Corollaire 3.2.6). Alors Y U {x} serait dans X et ceci contredirait
la maximalité de Y. B .

Exemple 3.4.6 (i) {e, : n € N} est une base hilbertienne de ¢2.
(ii) Soit £ = Cper(R) 'espace des fonctions a valeurs complexes sur R qui
continues et 1-périodiques; on munit £ du produit scalaire

1
(o) = [ gt
0
Pour tout n € Z, soit e, € F la fonction définie par

en(t) = et pour tout t € R.

Alors {e, : n € N} est famille orthormée de E. En fait, on montre que
{en : n € N} est une base hilbertienne de E. (voir Cours sur les séries de
Fourier).

(iii) Soit H = L?[—1,1]. La famille des monones
X={t—1t" : neN}

est libre et totale dans H. Par le procédé de Gram-Schmidt, on obtient (voir
Exercice 3.9.12) la base hilbertienne de L?*[—1, 1] formée des polynomes de

Legrendre
n+1 1 d"
P,(z) = — ((2® = 1)" N.
n@) =\ g (@17 neE

3.5 Inégalité de Bessel, égalité de Parseval

Théoréme 3.5.1 (Inégalité de Bessel) Soit E un espace préhilbertien.
Soit N = {0,...,d} pour d € N ou bien N = N. Soit (e,)nen une suite
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orthonormale dans E. Alors, pour tout x € E, La série de terme général
|(z|e,)|? est convergente et on a

> lelen)” <l

neN

Démonstration Pour tout n € N, posons

n

Yo =D _{lex)er

k=0

Alors, pour tout [ € N, on a

(= ynle) = <$ - Z<$!€k>€k!€l>

k=0
n

= (zler) = > (wlex)(exler)
k=0
= (z|e;) — (x]e;) = 0.
Ceci implique que (x — y,|y,) = 0. On a ainsi (Théoréeme de Pythagore)
[ = ynll* + lyal* = ll]?,

et donc ||y, |I* < ||z||*. Comme

2

‘yn|l2 Zx|€k
k=0
n
Z (elex) .
k=

on a ainsi
n

[(zlen)” < [l
k=0
Les sommes partielles de la série numérique de terme général positif |(z|e,)|*
sont donc bornées par ||z||?. L’assertion en découle B
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Lemme 3.5.2 (Théoréme de Pythagore généralisé) Soit (x,)nen une
suite orthogonale dans H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La série numérique Y., .« ||lzn|* est convergente dans R.

(ii) La série )y, . Tn est convergente dans H.

Dans ce cas, on a || Y, cn Tnll* = D nen 120l

Démonstration Pour tousm < n € N, on a (Théoreme de Pythagore 3.1.12)

2 n

= > lal?

k=m+1

n

> n

k=m+1

Ceci montre que (_,_, k), est une suite de Cauchy dans H si et seulement si
(> r—o |zkl?)n est une suite de Cauchy dans R. Comme H et R sont complets,
I'équivalence de (i) et (ii) en découle.

Sous I'hypothese (i) ou (ii), on conclut, en passant a la limite n — oo
dans I’égalité, que

2 n
= lla/m
k=0

n
D
k=0

Théoréme 3.5.3 (Egalité de Parseval) Soit E un espace préhilbertien
séparable. Soit (e,)nen une base hilbertienne de E avec N ={0,...,d} pour
d € N ou bien N = N. Soit x € F.

(i) La série de terme général |(z|e,)]|

> lzlen) P =l

neN

2 est convergente et on a

(i1) La série de terme général (x|e,)e, est convergente dans E et on a

Z(x]en>en = .

neN

Démonstration Soit H le complété de E (voir Théoreme 3.1.9). On peut
supposer que E C H.

Par le théoreme précédent, la série de terme général |(z|e,)|* est conver-
gente. Par le Lemme 3.5.2, la série de terme général (x|e,)e, est donc conver-
gente dans H et on a

| 2

=D lzlea) .

neN

Z<x|en>en

neN
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Posons y = > .y(zlen)en € H. Alors (yle,) = (zle,) pour tout n € N.
Il s’ensuit que (y — x|e,) = 0 pour tout n € N. Comme (e,),cy une base
hilbertienne de H, on a donc y = z. Ceci démontre les assertions (i) et (i) W

Remarque 3.5.4 Pour des raisons qui seront claires plus bas (Exemple 3.5.8),
Iidentité x = ) _y(x|en)e, est souvent appelé développement de Fourier de
x selon la base hilbertienne (e,),

Corollaire 3.5.5 Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit K un sous-
espace vectoriel fermé de H et P : 'H — K la projection orthogonale sur IC.
Soit (e,)nen une base hilbertienne de K, avec N = {0,...,d} pourd € N ou
bien N = N. Alors, pour tout v € H, la série ), .y (x|en)e, est convergente

dans IC et et on a
Pzr = Z(x|en>en.

nenN
Démonstration Comme z — Pz € K+, on a
(x|en) = (Pxley,) pour tout n € N.

On applique alors le théoreme précédent a Pzl

Définition 3.5.6 (Isomorphisme d’espaces de Hilbert) Deux espaces

de Hilbert H; et Hy sont dits isomorphes s’il existe une bijection linéaire
f :Hi — Hs telle que

(f(@)f(y)) = (zly)  pour tous z,y € M.

On dit alors que f est un isomorphisme entre les espaces de Hilbert H; et
Ho.

Observons que, par l'identité de polarisation (Proposition 3.1.8), si f :
‘H1 — H, une bijection linéaire et isométrique, alors f est un isomorphisme.

Corollaire 3.5.7 (Classification des espaces de Hilbert séparables)
Soit H un espace de Hilbert séparable.
SiH est de dimension finie n, alors H est isomorphe a £*(n), ot £%(n)
est l’espace K™ muni de la norme euclidienne.
Si H est de dimension infinie, H est isomorphe a (2.
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Démonstration Comme H est séparable, H possede une base hilbertienne
dénombrable ( Théoreme 3.4.3). Soit (ex)ren une telle base, avec N = {1,...,n}
si ‘H est de dimension finie n et N = N sinon.

Posons £ = (*(n) si N ={1,...,n} et L=1(?si N =N.

Pour tout = € H, la suite ((z|ex))ren est dans K, par le Théoreme 3.5.3.
Soit f : ' H — K I'application linéaire définie par

f(z) = ((x]ex))ken pour tout =z € H.

Alors f est une isométrie par le Théoreme 3.5.3. Il reste a montrer que f est
surjective.

Soit (ax)ren € K. Le Lemme 3.5.2 montre que la série ), v ape, converge
dans H. Soit x sa limite. On vérifie immédiatement que f(x) = (ax)reny @

Exemple 3.5.8 (Formule de Fourier-Plancherel) Soit Cp..(R) 'espace
des fonctions a valeurs complexes sur R qui sont continues et 1-périodiques;
on munit Cpe(R) du produit scalaire

(flg) = /O F()g(t)dt.

Pour n € Z, soit e, € Cpe(R) définie par e,(t) = e*™. La famille {e,
n € N} est une base hilbertienne de E (voir Exemple 3.4.6.ii).
Les coefficients de Fourier ¢,(f) de f € Cper(R) sont définies par

1
cn(f) = / f)e 2™t dt = (flen) pour tout n € Z.
0
De 'égalité de Parseval, on déduit la formule de Fourier-Plancherel

> leal P = 111115

neZ

3.6 Reéflexivité des espaces de Hilbert

Soit E un espace vectoriel normé et E’ son dual (topologique). Le dual
de E’ s’appelle le bidual de E et se note E”.
Pour x € F, soit j, € E" défini par

Jz(¢) = p(z) pour tout ¢ € E'
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Observons que j, est bien dans E”. En effet, on a

(@) = (@) < llellllzll  pour tout ¢ € E,

ce qui montre que j, est continue et de norme ||7,| < |||
On obtient ainsi une application linéaire et continue

j:E— E", T Jg.

Définition 3.6.1 (Espace vectoriel normé réflexif) L’espace vectoriel
normé est dit réflexif si j: E — E” est une bijection.

En fait, nous verrons plus tard (voir Corollaire 4.1.4), comme conséquence du
théoreme de Hahn-Banach, que j est une isométrie, c-a-d ||j,|| = ||z| pour
tout x € E. Par consequent, j est toujours injective et E sera réflexif si et
seulement si j est surjective.

Théoréme 3.6.2 (Réfléxivité des espaces de Hilbert) Tout espace de
Hilbert est réflexif.

Démonstration

Soit ‘H un espace de Hilbert, Rappelons que, pour tout z € H, la forme
linéaire ¢, € H' est définie par p,.(y) = (y|r) pour tout y € H et que
Papplication ¢ : H — H', x — @, est une bijection anti-linéaire isométrique
(Théoreme de Riesz 3.3.2).
o j est surjective : soit £ € H". Alors ¢y : & — ((¢,) est une forme linéaire
sur ‘H. De plus, ¢, est continue, car

[€(pz)| = [€(ea)] < [I€llllall = llENz]l

Il existe donc un unique vecteur x, € ‘H tel que
0o(2) = pa,(x) = (x|2)) pour tout =z € H.

ou encore
Upz) = (x|x) = pr(xp) pour tout z € H.

Ceci veut dire que ¢ = j(x).

e j est isométrique : soit © € H. Nou ssavons déja que ||j(x)|| < [|z]]. Comme
(@) (0a)] = (@) = (zlz) = [|=[* = [z,

Oon a donc [[7(x)]| = |[=|/m
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Exemple 3.6.3 Pour p €|1,+oo[ et pour un espace mesurable (X, B, u),
I'espace LP(X, u) est réflexif. Nous ne le montrerons que pour les espaces (7.
En effet, soit ¢ €]1, +o0 tel que 1/p+ 1/q = 1. L’application

(= (), @y,
ol ¢,(y) = >, TnYn, est une bijection linéaire et isométrique (voir Exer-

cice 3.9.11). Soit f € (/P)”; alors x — f(p,) est dans (7). 1l existe donc
y € (P tel que

flpz) = ¢y(x) = Z Tpln = Pu(Y) pour tout x € /9.

Ceci veut dire que f = j,.

3.7 Opérateurs sur les espaces de Hilbert
Soient ‘H et IC des espaces de Hilbert.
Définition 3.7.1 (Forme sequilinéaire bornée) Une application
B:HxK—-K
est dite sesquilinéaire (bilinéaire quand K = R) si ® est linéaire en la
premiére variable et anti-linéaire (linéaire quand K = R) en la seconde.
On dit que B est bornée si

Bl :=sup{[B(z|y)| : (z,y) e Hx K, |lz| = [ly| =1} < +o0:

Exemple 3.7.2 Tout T" € B(K,H) définit une application sesquilinéaire
bornée By : H x K — K donnée par

Br(r,y) = (e|Ty)  xeMH,yek,

On a ||B|| < ||T']|. En fait (voir Théoréme suivant), on a ||Br|| = ||7||.

Le théoreme suivant, qui est une conséquence du Théoreme de Riesz, montre
que toute application sesquilinéaire bornée est de cette forme.
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Théoreme 3.7.3 Soit B : HxK — K une application sesquilinéaire bornée.
Alors il existe un unique T' € B(IKC, H) tel que B = By. De plus, on a

171 = 11B.

Démonstration Fixons y € K. L’application B, : * +— B(z,y) est une
forme linéaire sur ‘H. De plus, B, est continue, et

1Byl < IBIlllyll-

En effet, on a |B(x,y)| < ||B]|||y|| pour tout x € H avec ||z| = 1.

Par le Théoreme de Riesz 3.3.2, il existe donc un unique élément dans H,
noté Ty, tel que B(z,y) = (x|Ty) pour tout € H. On obtient ainsi une
application T : K — H.

Montrons que T est linéaire. Soient y, z € K et A\, 5 € K. Alors, pour tout
x € H, on a

(z[T(hy + B2))

B(x, \y + =2)
B(x,y) + BB(z, 2)
(x|Ty) + B(|T2)
= (x| \Ty + BT z).

A
A

Ceci montre que
T(\y + 82) — (\Ty + BTz) € H* = {0}

et donc T'(Ay + Bz) = Ty + T =.
Montrons que T est continu. Par le théoreme de Riesz, on a || B, || = || Ty||.
Comme || B, || < ||B||||ly]], il s’ensuit que

1Tyl < 1Byl

et donc ||| < || B||.
Montrons maintenant que || 7| = ||B||. En effet, on a, pour tous x € ‘H
et y € IC, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|B(z,y)| = [{z[Ty)| < |[z[|| Tyl
< 171l

Ceci montre que ||B|| < ||7||.W

Notons le corollaire utile suivant.
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Corollaire 3.7.4 Soit T : 'H — K une application linéaire. Alors T est
continue si seulement si

sup{(Tzly) : (z,y) € K x K, |z = [lyll = 1} < +o0.
Dans ce cas, on a
1T = sup{[(Tz|y)| : (z,y) e HxK, |lz| = [lyl =1}.

Démonstration On considere 'application sequilinéaire B : K x H — K

donnée par
Bly,z) = (y|Tz) weHyek.

Ainsi B = By. Si T est continue, alors B est bornée et, par le Théoreme 3.7.3,
on a

IT]| = [|Bl = sup{[(y|Tz)| : (z,y) € Hx K, |lz| = [yl = 1}
= sup{[(Tzly)| - (z,y) € H XK, [lzf| = [ly] = 1}.

Si B est bornée, alors, toujours par le Théoreme 3.7.3, T est continu B

Théoréme 3.7.5 (Ajoint d’un opérateur) Soit T € B(H,K). Il existe
un unique opérateur T* € B(KC, H), appelé V'opérateur adjoint de T, tel que
(Tzly) = (z|Ty) pour tout = € H,y € K.

De plus, on a | T*|| = ||T||.

Démonstration On considere 'application sesquilinéaire B : H x K — K
donnée par

B(z,y) = (Tx|y) pour tout z € H,y € K.
Observons que B est bornée, car
[B(z,y)| < T[] pour tous (z,y) € H x K, [lz]| = |ly[| = L.

Par le Théoreme 3.7.3, il existe une application linéaire continue 7% : K — H
telle que
(Tz|y) = (x|T"y) pour tous z € H,y € K.

On a de plus
1T = sup{[(Tz|y)| : (z,y) € HX K, |lz]| = |lyll = 1}.
Avec le Corollaire 3.7.4, on a donc ||T7*|| = ||7’||H
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Proposition 3.7.6 Soient H,KC, L des espaces de Hilbert et T' € B(H,K) et
S e B(K,L). Alors

(1) (T7) =T;

(i1) (ST)* =T*S*.

(iii) |T*T|| = ||T||*

Démonstration
(i) Comme

(x|T*y) = (Tz|y) pour tout z € H,y € K,

on a (T*)* =T, par unicité de I'opérateur adjoint.
L’assertion (ii) découle de I’égalité

(x|STy) = (S*z|Ty) = (T*S*z|Ty).
(iii) Soit € H avec ||z|| = 1. Alors, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

HTJ:H2 = (Tz|Tz) = (T*"Tz|x)
< ||

Ceci montre que ||T']|? < ||T*T||. D’autre part, comme || T*|| = ||T|, on a

1T < T[T = (|7

Proposition 3.7.7 Soit T € B(H,K). Alors
(i) KerT = (T*(K))*
(ii) ladhérence de T(H) est (KerT*)> .

Démonstration

(i) Soit x € H. On a = € KerT si et seulement si (Tx|y) = 0 pour tout
y € K. Ceci a lieu si et seulement si (z|T*y) = 0 pour tout y € K, c-a-d si et
seulement si x € (T*(K)*.

(ii) On a (voir Corollaire 3.2.6)

T(H) = (T(H)")*".

Da’utre part, en remplagant T par T* dans (i), on a (T(H))* = KerT™.
L’assertion s’ensuit.ll
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Exemple 3.7.8 (Opérateurs intégraux de Hilbert-Schmidt)

Soit (X, B, ;1) un espace mesuré ( X peut, étre, par exemple, un intervalle
de R et p la mesure de Lebesgue). Soit £ : X x X — C une fonction mesurable
et de carré intégrable par rapport a la mesure produit p ® u, c-a-d

/X k(e ) Pdu(o)du(y) < .

On a alors :

(i) pour tout f € L?(X,pu) et pour p-presque tout z € X, la fonction
y — k(z,y)f(y) est intégrable ;

(ii) pour tout f € L*(X,pu), la fonction Kf : & — [, k(x,y)f(y)du(y)
est dans L*(X, p);

(iii) lapplication K : f +— K f est linéaire et continue de norme ||K|| <
|k 2(xxx). L'opérateur K est appelé opérateur intégral de Hilbert-
Schmadt de noyau k.

(iv) L’adjoint de K est 'opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de noyau
k*, ou k* € L*(X x X) est défini par k*(z,y) = k(y, z).

Démonstration (i) Par Fubini, on a

e Pantant) = [ ([ 1kenPdat) ) duto) <

et donc [ |k(z,y)[*du(y) < oo pour p-presque tout x € X. Par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a alors pour un tel x € X,

| ) )t (/ﬁkxyhm ) (/Lf )Pdpy )2<am

Montrons (ii) et (iii). On a, par I'inégalité précédente

[ 1K s duta t/(/ﬂkxy wm>)dmm
< [ ([ wenPann) autise

= [[ElIZ e I1F1
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Ceci montre que K*g(z) = f

Définition 3.7.9 (Opérateurs auto-adjoints, opérateurs unitaires) Soit
H un espace de Hilbert. Un opérateur T' € B(H) est dit

normal si T*T = TT™;

auto-adjoint (ou symétrique dans le cas K=R) si T* =T,

unitaire si T*T =TT = Iy;

positif si T* =T et (Tx|z) > 0 pour tout x € H.

Proposition 3.7.10 Soit T € B(H).
(i) T*T est positif.
(ii) T est normal si et seulement si |Tx| = ||T*z| pour tout x € H.
(11i) Si T est une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel
fermé IC, alors T est positif.

Démonstration
(i) On a (T*T)* = T*(T*)* = T*T. D’autre part, pour tout x € H,

(T*Tz|z) = (Tx|Tx) = |Tz||* >0
(ii) Supposons que T est normal et soit x € H. Alors

|Tz||* = (Tx|Tx) = (T*Tx|x)
= (TT*z|z) = (T*x|T*z) = | T* x|

Réciproquement, supposons que ||Tz|| = ||T*z|| pour tout = € H. Alors,

(T"Tx|z) = (TT"z|x)



COURS EVNO-2009/2010-B.Bekka 93

pour tout x € H.

On considere la forme sesquilinéaire ¢ : (z,y) — (T*T —=TT*)x|y) sur H.
Comme T*T est TT* sont auto-adjoints, ¢ est hermitienne (ou symétrique
quand K = R). Ce qui précede montre que ¢(z,z) = 0 pour tout x € H.
Par 'identité de polarisation (Proposition 3.1.8), on a donc ¢(z,y) = 0 pour
tous x,y € H. Ceci signifie que (T*T — TT*)x € H*+ = {0} pour tout z € H
et donc 1T =TT"*.

(iii) Soit T" une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé
K. Pour 2,2/ € Kety,y € K, ona

(P(z+y)l’ +3f) = (zla) = (& +y|P(z" + 1))
et donc P = P*. De plus, on a
(P(z +y)lz +y) = (z[z) > 0.

Donc P est positif. B
On rappelle (Corollaire 3.7.4) que, pour tout 7' € B(H), on a

IT)| = sup{[{Tz|y)| : (2,y) € Hx K, [lz]| = [ly| = 1}.
Dans le cas ou T est autoadjoint, on a la formule plus précise suivante.
Proposition 3.7.11 Si T € B(H) un opérateur auto-adjoint. Alors
T = sup{[(Tz|z)| : [lf =1}
Démonstration Soit
C = sup{[(Tz|z)| : [[z]| =1}

On a clairement C' < ||T']] et il s’agit de montrer que ||T']] < C.
Comme T = T*, la forme sesquilinéaire ¢ : (z,y) — (Tz|y) sur H est
hermitienne (ou symétrique quand K = R). On a donc

p(r+yx+y) —p(r -y z—y) =4Re(p(r,y))  pour tous z,y € H.
D’autre part, on a ¢(z,z) < C||z||* pour tout € H. D’ou

4Re(p(z,y)) < C(l|lz +y|I* + ||z — y||?) pour tous z,y € H.
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Soient x,y € H avec ||z|| = ||ly|]| = 1. On a donc, par le lemme de la médiane
(Proposition 3.1.12),

ARe(p(z,y)) < 2C(z]* + [lylI*) = 4C

Soit u € C avec |u| = 1 et tel que ¢(x,y) = ul|p(x,y)|. On a alors, en
remplagant dans ce qui précede y par uy (en remarquant que |Juy| = 1),

lo(z,y)| = Relp(z,y)| = Re(Tp(r, y))
= Re(p(z,uy)) <CH

3.8 Opérateurs compacts

On supposera dans toute cette section que ‘H un espace de Hilbert séparable.
Soit
B=B(0,1)={zeH : |z| <1},

la boule-unité fermée de H. Rappelons que B est compact si et seulement si
H est de dimension finie (Théoreme de Riesz 3.3.2).

Définition 3.8.1 (Opérateurs compacts) Un opérateur 7' : H — H est
dit compact si 'adhérence T'(B) de I'image de B par T est une partie com-
pacte de H. On note K(H) I'ensemble des opérateurs compacts 7' : H — H.

Donnons un critere pratique pour montrer qu’'un opérateur est compact

Proposition 3.8.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une ap-
plication linéaire T : H — H.
(i) T est compact ;
(ii) toute suite bornée (x,), dans H posséde une sous-suite (x,, ) telle
que (Tx,, )i soit convergente ;
(111) toute suite (x,), dans B posséde une sous-suite (xp, )i telle que
(Txy, )i soit convergente.

Démonstration Supposons que T est compact et soit (z,), une suite

bornée dans H. Alors (), est contenue dans une boule (fermée) B(0,7).
On a B(0,r) = rB et donc T(B(0,7)) = rT(B). Comme z — rx est un

homéomorphisme de H, il s’ensuit que l'adhérence de T(B(0,7)) est com-
pacte. Donc (z,,), dans H possede une sous-suite (x,, )i telle que (T'z,, )i est
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convergente. Ceci montre que (i) implique (ii). Il est évident que (ii) implique
(ii).

Montrons que (iii) implique (i). Soit (y,), une suite dans T'(B). Pour tout
n, il existe z, € B tel que ||y, — Tz, || < 1/n (car y, est dans I'adhérence de
T(B). La suite (z,), possede par hypothese une sous-suite (z,, ), telle que
(T'xy, )i est convergente vers un élement y € H qui est évidemmment dans
T(B). Comme |[y,, — Tan, || < 1/n4, la sous-suite (y,, ), converge vers y.
Ceci montre que 'adhérence T(B) de T(B) est compacte B

Remarque 3.8.3 (i) Soit T € K(H). Alors T est continue (c-a-dT" € B(H)).
En effet, T'(B), étant compact, est bornée et ceci signifie que T' € B(H).

(ii) Supposons que T € B(H) est de rang fini, c-a-dl'image T'(H) de T est
de dimension finie. Alors T' € IC(H). En effet, comme T'(H) est de dimension
finie, T'(H) est fermée dans H (Corollaire 2.4.2); T'(B) est donc une partie
bornée et fermée et, par conséquent, compacte de T(H).

(iii) L’opérateur I est compact si et seulement si H est de dimension finie.
Ceci découle immédiatement du Théoreme de Riesz 3.3.2.

(iv) KL(H) est un sous-espace vectoriel de B(H).

(v) K(H) est un idéal bilatere de I’algebre B(H) : pour tous T € K(H) et S €
B(H),onaTS € K(H) et ST € K(H). En effet, ceci découle immédiatement
de la Proposition 3.8.2.

Notons F(H) l'idéal bilatere de B(H) formé des opérateurs de rang fini.
Rappelons que F(H) C K(H).

Proposition 3.8.4 On munit B(H) de la norme d’opérateurs.
(i) K(H) est fermée dans B(H).
(i) F(H) est dense dans K(H).
(1) SiT € K(H), alors T* € K(H).

Démonstration (i) Soit 7" € B(H) et (1,), une suite dans K(H) avec
lim, |75, — T'|| = 0.

Soit (xy)x une suite dans B. Comme T est compact, il existe une sous-
suite (x,(go))k de (z)x telle que (Toxéo))k est convergente.

Comme 77 est compact, il existe une sous-suite (xél))k de (x,(co))k telle
que (Tlx,(:))k est convergente. En continuant de la sorte, on construit par
récurrence, pour tout m > 1, une sous-suite de (x,(cm)) r de (:E,(Cm_l))k telle que

(Tuz™) est convergente.
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Posons y;, = x,(gk) pour tout k& € N. Alors (yx)x est une sous-suite de ().

Il suffit de montrer que (7'(yx))r est une suite de Cauchy.
Soit € > 0. Comme lim,, |7,, — T'|| = 0, il existe N tel que

T, —T| <¢/3 pour tout n > N.

D’autre part, (yx)r>n est une sous-suite de (a:,(gN))k et (TN(x;N)))k est conver-
gente. Il existe donc K > N tel que

| Tn (yx) — T ()|l < €/3 pour tous k,l > K.
On a alors, pour tous k,[ > N,

1T (yx) — T(w)|| <
1T (yr) — T (yi) | + 1T () — Tov () | + 1T () — T |
< 2T = Tn[l + 1 Tn(ye) = Tn(w)|| < 3¢/3 =e.

(i) Soit T" € IC(H). Soit (ex)r une base hilbertienne de H.

Pour tout n € N, soit ‘H,, = Vect{e, : k <n}. On observera que H,, est
de dimension finie et est donc fermé dans H. Soit P, : H — H,, la projection
orthogonale sur H,,. On a P,T € F(H). On va montrer que lim,, P,7 = T.

Soit Q,, = I — P, Alors @Q,, est la projection orthogonale sur H; qui est
I’adhérence de l'espace Vect{e, : k > n}. Comme P,7 —T = Q,T, il faut
montrer que lim, ||Q,T]| = 0. Comme la suite (||@Q,T]|), est décroissante, il
suffit donc de montrer que

inf{]|Q,T|| : n €N} =0.

On observera d’abord que, pour tout x € H, on a lim,, Q,x = 0. En effet, on

a
1Quall® = [{zlex)|”

k>n

et > ron |(@ler)? est une série convergente de somme ||z[|? (egalité de Par-
seval Théoreme 3.5.3). Ceci implique que lim,, @, Tz = 0 pour tout = € H.
Supposons, par I’absurde, que

c=inf{]|Q,T] : neN}>0.

Pour tout n, on peut alors trouver x,, € B tel que ||Q,Tx,| > ¢/2. Comme
T est compact, il existe une sous-suite (z,, )i de (x,), telle que (T(zp,))k
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converge. Notons y = limy, T'(x,, ). Soit K tel que ||y — T'(z,, )| < ¢/4 pour
tout £ > K. On a alors

2 |Qn T (@n )| = [|Qny.(y = T(n,)) | = ¢/4.

pour tout & > K. D’autre part, comme mentionné plus haut, on a limy, [|@,, (v)|| =
0. Ceci est une contradiction.
(iii) Avec les notations précédentes, on a lim, ||P,T — T'|| = 0. D’ou

lim | T* B, — T*|| = lim | P,T — T]| = 0.

Comme T*P, € F(H), on a donc, par (i), 7% € K(H)R

Exemple 3.8.5 (Opérateurs intégraux de Hilbert-Schmidt) Repre-
nons I'exemple 3.7.8. Soit (X, B, i) un espace mesuré et k € L2(X x X, u®u).
On suppose que p est o-finie (c-a-dqu'il existe une suite de parties X,, € B
telles que pu(A,) < oo et X = U,A,; cette condition est satisfaite, par
exemple, si X est un ouvert de R¥ muni de la mesure de Lebesgue). Soit
K € B(L*(X, p)) Vopérateur intégral associé :

Kf(z) = /X k(e y)f(y)duly)  pour tous [ € L2(X. 1),z € X.

Alors K est un opérateur compact. Pour le prouver, fixons une base hilber-
tienne (f,), de L*(X, u). Pour tout (m,n) € N x N, soit f,, ® f, € L*(X x

X, p®p) définie par fr @ f(2,y) = fm(2)fn(y). Alors (fm @ fo) mmenx est
une base hilbertienne de L*(X x X, u ® u) (voir Exercice 3.9.17).
Pour tout (m,n) € N x N, soit

Amn = <k|fm X fn>7

de sorte que (égalité de Parseval)

k= Zam,nfm ® fna

Pour tout N € N définissons ky € L*(X x X, u ® p) par

N
ky = Z U frn @ fn pour tous z,y € X.

m,n=1
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Observons que

]\}1_120 Hk — kNHLQ(XXX) = 0

Soit Ky : L*(X, ) — L*(X, 1) Vopérateur intégral associé a ky :

Ky f@) = [ k(o) f)dnts)  pour tous f € (X, ), € X,

On a donc

Enf=Y (; am,n/xfn(y)f(y)du(y)> fm  pourtous fe L*(X,p).

m

Ceci montre que I'image de Ky est contenue dans Vect{f,, : m < N}. Donc
Ky est de rang fini. D’autre part, on a (voir Exemple 3.7.8)

1K = K| < llky = Kl 20

et donc
]&im |K — kn|| = 0.

Le (ii) du Théoreme 3.8.4 montre alors que 7" est compact.

Le théoreme suivant est le résultat principal concernant la théorie spec-
trale des opérateurs auto-adjoints compacts. C’est une généralisation en di-
mension infinie du théoreme de diagonalisation des matrices hermitiennes.

Soit T': ‘'H — 'H un opérateur ; un nombre A € C est une valeur propre de
T si Ker(T'— A1) # {0}. Un élément non nul = € Ker(7T'— AI) est un vecteur
propre de T pour la valeur propre A. Le sous-espace vectoriel Ker(T — \I)
est I’espace propre associé a la valeur propre \.

Théoréme 3.8.6 (Opérateurs compacts : théoréme spectral) Soit T
un opérateur compact et auto-adjoint sur H. Alors
o H posséde une base hilbertienne (ey), formée de vecteurs propres de
T;.
e toute valeur propre de T est réelle;
e quand H est de dimension infinie, [’ensemble des valeurs propres de T

est une suite infinie (\,), avec lim, A\, = 0.

La preuve reposera sur trois lemmes préliminaires.
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Lemme 3.8.7 Soit T' € B(H) un opérateur auto-adjoint.
(i) On a (Txz|x) € R pour tout v € H.
(ii) Soit KK un sous-espace vectoriel de H invariant par T (c-a-dT'xz € K
pour tout x € K). Alors K+ est invariant par T.
(11i) Toute valeur propre de T est réelle.
(iv) Soient Ny et Ny deux wvaleurs propres distinctes. Alors les espaces
propres Ker(T — A1) et Ker(T — \yI) sont orthogonauz.

Démonstration (i) Ceci découle de

(Tx|x) = (x|T"x) = (z|Tz) = (Tx|z).
(ii) Soit x € K+. Alors, pour tout y € K, on a
(Txly) = (2|T"y) = (z[Ty) = 0,

car T* =T et Ty € K. Donc Tz € K+.
(iii) Soit A une valeur propre de T et x € Ker(T — AI), x # 0. Alors

Mz|x) = (Tz|x) = (z|Tz)
= (z|Az) = Mzlz)

et donc A = .
(iii) Soient 1 € Ker(T' — A1) et x5 € Ker(T' — A\o1). Alors

A (w1]zg) = (Tri[22) = (21|T22)
Aat) = Ao (zz)

— (2
= Aap(z1|22),

car Ay € R par (ii). Comme A\; # A, ceci implique que (z1]z2) = 0. B

Lemme 3.8.8 Soit T' € B(H) un opérateur compact et auto-adjoint.
(i) Soit A une valeur propre de T avec X\ # 0. Alors Ker(T — \I) est de
dimension finie.
(i1) Soit € > 0. Alors il n’y a qu’un nombre fini de valeurs propres A de
T avec |\ > e.
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Démonstration (i) Supposons, par l'absurde, que Ker(T' — AI) est de
dimension infinie. Il existe alors une suite orthonormée infinie (z,), dans
Ker(T — M). Comme T est compact, (z,), possede une sous-suite (z,, )k
telle que (T'(x,, ))x soit convergente. D’autre part, pour tout k, on a T'(z,, ) =
A2y, . Comme A # 0, il s’ensuit que la suite (x,, ) est convergente. Ceci est
absurde, car ||z, — x,|* = 2 pour tout n # m.

(ii) Supposons, par I'absurde, qu’il existe une suite infinie (A,), avec
|An] > €. Par le Lemme 3.8.7, les espaces Ker(7T' — A, I) sont deux-a-deux
orthogonaux. On peut donc choisir une suite orthonormée infinie (), avec
z, € Ker(T'— A\,I). Comme plus haut, (z,), possede une sous-suite (z,, )i
telle que (T'(xy,))r soit convergente.

Pour tout k # [, on a (z,,|z,,) = 0 et donc

”T(l‘nk) - T(xnz)HQ - ||)\nkxnk - )‘mxanQ
S AL > 22

Ceci est absurde car (T'(z,,))r est convergente.ll

Lemme 3.8.9 Soit T' € B(H) un opérateur compact et auto-adjoint. Alors
T ou —||T|| est une valeur propre de T.

Démonstration On peut supposer que T" # 0. Par la Proposition 3.7.11,
on a
1T = sup{[{T'z|x)| : =[] =1}.

Comme T'=T%, on a (T'z|x) € R pour tout z € ‘H (Lemme 3.8.7.1). Il existe
donc une suite (z,,), avec ||z,|| =1 telle que lim, (Tx,|z,) = A, ou A = ||T|
ou bien A = —||7||.

Comme T est compact, quite a passer a une sous-suite, on peut supposer
que lim,, Tx,, = y pour un y € ‘H. On a y # 0. En effet, sinon, comme

[(Tzn|xn)] < [ Tzn]],
on aurait A = 0, ce qui est absurde car T' # 0. D’autre part, on a

| T2, — )‘an? = HT"L‘nH2 = 2MTxp|z,) + )‘QHxn”Q
T — 2MT iy |20) + || T2
< 2T = ATl
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Comme lim, (Tz,|z,) = A, il s’ensuit que lim, |7z, — A\z,|| = 0. Comme
lim,, T'z,, = y, on a donc lim,, Az,, = y. Par conséquent, on a lim, ATz, = Ty.
Mais, comme lim,, T'x,, = y, on en déduit que Ty = Ay. Donc y est un vecteur
propre de 1" pour la valeur propre Al

Preuve du Théoréeme 3.8.6

Soit IC le sous-espace vectoriel fermé engendré par tous les espaces propres
de T. D’apres les lemmes 3.8.7 et 3.8.8 précédents, il suffit de montrer que
K="H.

Supposons par absurde que K # H. Alors K+ # 0. Comme T(K) C K,
on a T(K+) C K+ (voir Lemme 3.8.7.ii). Soit S la restriction de T" & I’espace
de Hilbert KCt. Alors S est un opérateur compact et auto-adjoint dans B(K).
Par le Lemme 3.8.9, S posséde donc un vecteur propre x dans K. Alors z
est un vecteur propre de T. Ceci est absurde, car x ¢ . B

3.9 Exercices

Exercice 3.9.1 (Caractérisation normique des espaces de Hilbert)
Soient E un espace vectoriel réel et f: E — R telle que

fla+y)+ flz—y)=2f(z)+2f(y) pour tous z,y € E.

(i) Montrer que f(0) =0 et que f(—x) = f(z) pour tout x € E.
(i) Montrer que f(kz) = k*f(x) pour tout k € Q et x € E.
(iii) Montrer que

flx+y+2) = flat+y)+f(a+2)+f(y+2)—f(x)— f(y)—f(2) pour tous z,vy,z € E.

(iv) Montrer que l'application (z,y) — f(z+y)—f(z)— f(y) est Q-bilinéaire.
(v) Soit x +— ||z|| une norme sur E telle que

Iz +ylI* + llo = yll2 = 2llz[|* + 2[lylI*  pour tous .y € E.

Montrer qu’il existe un produit scalaire sur E dont la norme associée est
x|

Exercice 3.9.2 (Cas d’égalité dans I’inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient (E,(-|-)) un espace préhilbertien et z,y € E tels [(x|y)| = [|z|/ly|l-
Montrer que z et y sont colinéaires.
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Exercice 3.9.3 Soit F un espace préhilbertien et soit C' une partie non vide,
convexe et compléte de E. Soit x € H. Montrer qu’il existe un unique unique
yo € C tel que

|2 = yol| = min{|lz —y|| y € C}.

Exercice 3.9.4 Soient ‘H un espace de Hilbert et C' une partie non vide,
convexe et fermée de H. On note Po : H — C l'application qui a z € 'H
associe I'unique yy € C' tel que

[ = yol| = min{||z —y[| y € C}.
Montrer que ||Po(x) — Po(y)|| < || — yl|, pour tous z,y € H.

Exercice 3.9.5 Soient E un espace préhilbertien, C' une partie de E et
x € E. Soit yy € C' tel que

Re(z — yoly — o) <0 pour tout y € C.

Montrer que
|2 = yol| = min{|lz —y|| y € C}.

Exercice 3.9.6 Soient E un espace vectoriel normé , F' un sous-espace vec-
toriel de dimension finie de de FE et x € E. Montrer qu’il existe y, € F' tel
que

Re{z — yoly — yo) <0 pour tout y € F.

Montrer, par un exemple, que yo n’est pas nécessairement unique.
Exercice 3.9.7 (Espace de Hardy) Soit D = {z € C : |z| < 1} le

disque-unité, muni de la mesure de Lebesgue d\(z) = dzdy. Soit H*(D)
I’espace vectoriel complexe des fonctions holomorphes f : D — C telles que

1 2

sup — |f(re"Pdt < oo.
0<r<1 27 Jo

(i) Montrer que I'application
1 2 ) 1/2
Pl (s o [ et )

0<r<1 2T Jq

est une norme sur H?(D).
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Soit f € H*(D) et f(z) = >_o",anz™ son développemnt en série entiere.
(ii) Montrer que, pour tout 0 < r < 1, on a

1 21 ) 0
2_ |f(T€Zt|2dt _ Z |6Ln|27”2n
™ Jo n=0

% 1/2
(iti) Montrer que ||| = (3272, |au[*)""*.
(iv) Montrer que l'application (f,g) +— (f|g) définie par

(flg) = anbn
n=0

pour f,g € H*(D) avec f(z) = D07 a,2" et g(z) = Y oo by2™ est un
produit scalaire sur H*(D) tel que || f||* = (f|f)-
(v) Montrer que H?*(D) est un espace de Hilbert.

Exercice 3.9.8 Soit F un espace vectoriel normé . Montrer que E est séparable
si et seulement s’il possede une partie totale dénombrable et dense.

Exercice 3.9.9 Soit H un espace de Hilbert et T' € B(H). On suppose qu'il
existe une constante ¢ > 0 tel que

(Tx|z) > c|z|? pour tout x € H.

(i) Montrer que ||[Tz|| > ¢||x|| pour tout = € H.
(ii) Déduire de (i) que I'image Im(7") de T est un sous-espace complet de H.
(iii) Montrer que Im(7') est fermé dans H.
(iv) Montrer que Im(7T")* = {0}.

(v) Déduire de (iii) et (iv) que T est surjective.

(vi) Montrer que T est bijective et que 7! est continue.

Exercice 3.9.10 On consideére Cr[0,1] muni du produit scalaire (f,g) —
fo t)dt. Smt F le sous-espace vectoriel de C|0, 1] formé des fonctions f
telles que f1 12 t)dt = 0.

(i) Montrer que F n’est pas dense dans C[0, 1]

(ii) Montrer que F'+ = {0}.
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Exercice 3.9.11 (Dualité dans les espaces (7) Soient p, q € [1, +0o0] tels
que 1/p+1/q = 1.

Pour 2 = (2, )nen € 7 et y = (Yn)nenw € €7, on pose @, (y) = D, cn Tnln-
(i) Soit € ¢P. Montrer que ¢, est bien définie et que ¢, est une forme
linéaire continue sur ¢¢ de norme ||p|| = ||z||,.
Indication : On pourra utiliser ’Exercice 2.8.22.

(ii) Montrer que I'application linéaire

@ P = (1), z— g,

est une isométrie.
(iii) Soit ¢ I'espace vectoriel des suites (x,,), de support fini a coefficents dans
K. (On observera que ¢ C ¢4 pour tout ¢ € [1,+0o¢].) Soit f : ¢ — K une
forme linéaire. Montrer qu'il existe une unique suite x = (z,,), d’éléments de
K telle

fly) = Z Tnln pour tout Yy = (yn)n € c.

neN

(iv) Soit F' : ¢* — K un forme linéaire continue sur ¢?. Soit f = F|. sa
restriction a ¢ et soit x la suite qui lui associée en (ii). Montrer que x € (7.
(v) On suppose que p # 1. Montrer que I'application linéaire et isométrique

P (1)) x—

est une bijection.
Indication : Utiliser I’Exercice 2.8.26.

Exercice 3.9.12 (Polynoémes de Legendre) On considere la famille des
monoénes D = {p, : t — t" : n € N} dans L?[—1,1].
(i) Montrer que D est totale.
Indication : Montrer d’abord que D est totale dans C[—1, 1], en utilisant le théoréme
de Weierstrass.

Pour n € N, soit

1
—onpl dtr

P,(x) ((z2 — 1)")

le n-ieme polynome de Legendre.
(11) Calculer Po, Pl, PQ.
(iii) Montrer que (P,|p,,) = 0 pour tout m < n.
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2n+1
2

(iv) On pose e, = P,. Montrer que {e, : n € N} est une base

hilbertienne de L?[—1,1].
(v) Pour quels nombres réels a, b, ¢ 'intégrale

1
I = / (2% — az® — br — c)*du.

1

est-elle minimale 7

Exercice 3.9.13 Soient H un espace de Hilbert, T € B(H) et y € T(H).
(i) Montrer que C = {x € H : T(z) = y} est une partie fermée, convexe et
non vide de H.

(ii) Montrer qu’il existe un unique vecteur S(y) € C tel que ||S(y)|| < ||zl
pour tout z € C.

(iii) Montrer que S(y) € (KerT)L.

(iv) Montrer que l'application S : T(H) — H,y — S(y) est linéaire.
Indication : pour y1,y2 € T(H) et A, 5 € K, montrer que S(Ay1 + By2) — (AS(y1) +
BS(y2)) € KerT.

Exercice 3.9.14 (Un espace de Hilbert de fonctions analytiques Soit
D ={z€ C : |z <1} le disque-unité, muni de la mesure de Lebesgue
d\(z) = dzdy. Soit A%(D) V'espace vectoriel complexe des fonctions holo-
morphes f: D — C telles que

/D\f(z)\zd)\(z) < 00.
Pour f,g € A%(D), on pose
(7o) = | HegEane)

(i) Montrer que (f,g) — (f|g) est un produit scalaire sur A%(D).
Pour n € N, soit f,, : D — C définie par

£ (2) = (n+1)1/22n.

™

(i) Montrer que {f, : n € N} est une famille orthonormée dans A?(D).
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(iii) Soit w € D et soit r > 0 tel que B(w,r) C D. Montrer que, pour tout
f € A*D), on a

wr

s = [ )
(iv) Pour w € D, soit
pu: AY(D) = C, [ flw)

Soit 7 > 0 tel que B(w,r) C D. Montrer que ,, est une forme linéaire
continue sur A?(D) et que

1
< —.
lwll < e

(v) Soit (gn), une suite de Cauchy dans A%(D). Montrer que (g, ), converge,
uniformément sur tout compact K C D, vers une fonction g : D — C.

(v) Montrer que A%(D) est complet

Indication : On admettra le théoreme de Weierstrass : si une suite (g, ), de fonc-
tions holomorphes sur D converge uniformément sur tout compact K C D vers
une fonction g : D — C, alors g est holomorphe sur D.

(v) Montrer que (f,)nen est une base hilbertienne de A?(D).

Exercice 3.9.15 (Un théoréme ergodique) Soient H une space de Hil-
bert et T' € B(H) avec ||T|| < 1. On note

H' =Ker(T —I) ={x € H Tz =z},

le sous-espace fermé formé des points fixes de T'.

(i) Montrer que HT = HT".

Indication : Pour z € H', considérer le produit scalaire (T*z|x).
Pour N € N*, on pose (avec la convention T° = I,

N-1

1
Sy =+ ; .
(ii) Calculer Sy(z) pour z € HT.
(iii) Soit x € (T'— I)(H). Montrer que la suite (Sy(z))nen+ converge vers 0.
(iv) Soit z € (Ker(T* — I))*. Montrer que la suite (Sy(z))yen+ converge
vers 0.
Soit P : H — H” la projection orthogonale sur H”.
(v) Montrer que limy S, (z) = Pz pour tout x € H.
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Exercice 3.9.16 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt) Soit H un espace de
Hilbert séparable de dimension infinie. Soit (e, ),en une base hilbertienne de
H. On note HS(H) I'espace vectoriel formé des T € B(H) telles que la série
de terme gnéral || Te,||* est convergente.

Soit T'e HS(H).
(1) Soit (fn)nen une autre base hilbertienne de H. Montrer que la série de
terme général ||T* f,||* est convergente et que

D ITeal* = 1T full®
n=0 n=0
(ii) En déduire que

Do lTeal> =Y IT1all>
n=0 n=0

On définit

00 1/2
1Tz := (Z HTen||2>
n=0

(iii) Montrer que T +— ||T||2 est une norme sur HS(H).

(iv) Montrer que | T|| < ||T|| pour tout T' € HS(H).

(v) Montrer que HS(H) # B(H).

(vi) Montrer que HS(H) est un idéal bilatere de 'algebre B(H).

Exercice 3.9.17 Soit X un intervalle de R muni de a mesure de Lebesgue
p Soit (f,), une base hilbertienne L*(X, p). Pour tout (m,n) € N x N,
on définit f @ f : X x X — C par fn ® f@,y) = fu(2)fuly) pour
(z,y) € X x X.

(i) Montrer que (f,, ® f n)(m,n)eNXN est une famille orthonormée dans 1’espace
de Hilbert L2(X x X, u® p).

(ii) Montrer que (f ® fn)mmenxn est une base Hilbertienne de L*(X x
X, 10 ® ).

Indication : Soit F' € L*(X x X,u ® p) tel que (F|fy ® f,) = 0 pour tout
(m,n) € N x N. Considérer, pour tout n, la fonction sur X définie par F,(x) =

Ix Fla,y) f(y)du(y).

Exercice 3.9.18 Soit H un espace de Hilbert et T' € B(H).
(i) Montrer que KerT = Ker(T*T).
(ii) Montrer que les adhérences de T'(H) et T*T(H) dans H coincident.
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(iii) Montrer que 7" est une isométrie si et seulement si 7*7" = I.

(iv) Montrer que 7' est unitaire si et seulement si 7" est une isométrie surjec-
tive.

(v) Donner un exemple d’'un opérateur 1" qui est isométrique mais n’est pas
surjectif.

Exercice 3.9.19 (Opérateurs diagonaux) Soit (a,), une suite dans K et
soit T : £> — (2 Dapplication linéaire définie par T((x,),) = ((anzyn), pour
tout (), € (%

(i) Montrer que T' € B(£?) si et seulement si (ay,), est bornée.

(ii) On suppose que (ay), est bornée. Montrer que 7" est normal.

(iii) Montrer que T" est compact si et seulement si lim,, a,, = 0.

Exercice 3.9.20 (Le spectre d’un opérateur) Soit F un espace de Hil-
bert. Soit 7" € B(E). Le spectre o(T") de T est 'ensemble des A € C tels
que T"— A n’est pas bijective. On rappelle (voir TD 2 Exercice 11) que, si
lim,, ||77||*/™ < 1. (par exemple, si ||| < 1) alors I — T est inversible.

(i) Montrer que A < lim, ||T"||"/™ < ||T|| pour tout A € o(T).

(ii) Soit E un espace de Hilbert et T' un opérateur unitaire. Montrer que
|A| = 1 pour tout A € (7).

Exercice 3.9.21 Soit X un intervalle de R muni de la mesure de Lebesgue
p Soit (f,), une base hilbertienne L*(X, ). Pour tout (m,n) € N x N,
on définit f, ® f, : X x X — C par f, ® f@,y) = fm(x)fa(y) pour
(x,y) € X x X.

(i) Montrer que (fm ® fr)(mn)enxN est une famille orthonormée dans l'espace
de Hilbert L*(X x X, u ® p).

(ii) Montrer que (fr ® fn)mmn)enxN est une base Hilbertienne de L3(X x
X, 1 ® p).

Indication : Soit F' € L*(X x X, ® p) tel que (F|fn ® f,) = 0 pour tout
(m,n) € N x N. Considérer, pour tout n, la fonction sur X définie par F,(z) =

[ F(2,9) fo(y)dp(y).

Exercice 3.9.22 (Opérateur de Volterra) Soit V € B(L?[0,1]) l'op’era-
teur de Volterra défini par

Vf(z)= /090 f(t)dt, pour tout f € L?[0,1],z € [0, 1].
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(i) Montrer que V' est compact.

(ii) Déterminer V*.

(iii) Montrer que lim,, ||[T"||Y/" =0

Indication : procéder comme dans TD 2, Exercice 9.

(iv) Montrer que si A € C appartient au spectre o(V) de V (voir Exer-
cice 3.9.20, alors A = 0.

(v) Montrer que 0 € (V).

Indication : que peut-on dire des fonctions g appartenant a I'image de V'; en déduire
que V n’est pas surjectif.

(vi) Montrer que V' n’a pas de valeur propre.

Exercice 3.9.23 Soit k € L?([0,1] x [0,1]) la fonction définie par k(z,y) =
min(z, y)
Soit K l'opérateur intégral associé sur 'espace de Hibert réel L*([0, 1], R)) :

Kf(z) = / min(z, y) f (4)dy = / “yf )y + o / F(v)dy

pour tous f € L*([0,1],R) et x € [0,1].
(i) Vérifier que K est compact et symétrique.

Soit A € R une valeur propre non nulle de K et f € L*([0,1],R) une
fonction propre associée.
(ii) Montrer que f coincide presque partout avec une fonction F' de classe
C? qui satisfait & I’équation différentielle A\F” + F = 0 avec les conditions
F(0)=F'(1)=0.
(iii) Déduire de (i) que ’ensemble des valeurs propres de K est {m :

—ﬂz(gsﬂ)z est engendré par la fonction

n € N} et que I'espace propre associée a

fulz) = ﬂsin(@x).
(iV) Calculer ||k||L2([0,1]><[0,1])‘

4

(v) Déduire de ce qui précede que Y07 | 2 = 7o
Exercice 3.9.24 Soit H un espace de Hilbert séparable et T € B(H) un
opérateur compact.

(1) Soit (x,,), une suite dans H. Supposons qu’il existe un vecteur y € H avec
lim,, (7" — I)wz,, = y. Montrer qu'il existe une suite 2z, € (Ker(T' — I))* telle
que lim, (T — I)z, = y.

(ii) Soit x, € H une suite non bornée et contenue dans (Ker(T — I))*.
Montrer qu’il n’existe pas de vecteur y € ‘H avec lim, (T — I)z,, = y.
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Indication : Supposer, par l'absurde, qu’un tel y existe et considérer la suite
m(T — Dy,

(iii) Soit x,, € H une suite bornée. Supposons qu’il existe un vecteur y € H
avec lim, (T — I)z,, = y. Montrer que y € (T — I)(H).

(iv) Montrer que (T — I)(H) est fermée.



Chapitre 4

Théoremes classiques d’analyse
fonctionnelle

4.1 Le Théoréme de Hahn-Banach

Soit E un espace vectoriel normé; nous ne savons pas encore s’il existe
une forme linéaire continue non nulle ¢ : E — K, c-a-dsi £’ # {0}.Cela
nous sera garanti par un des théoremes-phares de ’analyse fonctionnelle : le
Théoreme de Hahn-Banach.

Soit E un espace vectoriel normé complexe. Alors E est également un
espace vectoriel normé réel. Il y a donc deux notions de dual pour E : le dual
(topologique) de E comme espace vectoriel normé réel, noté Eg et qui est
I’ensemble des formes R-linéaires continues ¢ : £ — R et le dual de I'espace
vectoriel normé complexe E | noté Eg et qui est I'ensemble des formes C-
linéaires continues ¢ : E — C. Pour ¢ € Eg, notons par Rep € ER la forme
R-linéaire définie par Rep(z) = Re(¢(x)) pour tout x € E.

Proposition 4.1.1 (Dual réel/dual complexe) Soit E un espace vecto-
riel normé complexe. L’application

®: En — Eg, » — Rep
est une bijection isométrique R-linéaire.

Démonstration 1l est clair que ® est R-linéaire.
o ® est isométrique : en effet, soit ¢ € E. Alors, pour tout z € F, on a

[Rep ()] < fe()] < lellllz]

71
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et donc [[@(p)]| < lel]-
D’aure part, soit © € F avec ||z| < 1. Il existe u € C avec |u| =1 et tel
que up(x) = |p(x)|. On a alors

lo(7)] = up(z) = p(ur)
= Re(p(ur)) = ©(p)(uz) < [|P(p)].

Il s’ensuit que

el = sup [p(z)] < ||P(p)]|-
lzl|<1

o ® est surjective : soit £ € E. Soit ¢ : E — C définie par
o(x) =Ll(x) — il(ix) pour tout = € E.
Comme F — F, x — iz est R-linéaire, on voit que ¢ est R-linéaire. De plus,

oliz) = L(ix) —il(—x) = L(ix) + il(x)
= i(l(x) —il(ix)) = ip(x),

ce qui montre que ¢ est C-linéaire. Comme il est clair que ¢ est continue, on
a donc ¢ € Eg. De plus, on a Re(¢(x)) = £(z). Donc ®(¢) = (R

Théoréme 4.1.2 (Théoréme de Hahn-Banach) Soit E un espace vec-
toriel normé sur K, pour K =R ou K = C. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E. Pour tout ¢ € F', il existe ¢ € E avec Y|p = ¢ et ||[¢] = |l¢]-

Démonstration Montrons d’abord qu’il suffit de considérer le cas K = R.
En effet, supposons le théoréeme démontré dans le cas réel. Soit £ un espace
vectoriel normé sur C, F' un sous-espace vectoriel de E et ¢ € F’. Alors, par
la Proposition 4.1.1, on a Rep € Fg et ||Rep]|| = ||¢|. Il existe alors ¢ € ER
avec ||¢]] = ||Rep||. £|r = Rep De nouveau par la Proposition 4.1.1, il existe
Y € Eg avec Reyy = € et ||¢]] = ||£]]. On a donc ||¢|| = ||¢]|. De plus, comme
Rep = l|r = Re(¢|r), on a ¢[r = ¢.

On peut donc supposer que K = R. Nous allons procéder en deux étapes.
e Premier cas : F' est de codimension 1 dans E. Soit xy € E \ F. Alors
E = F @& Ruxy.

Pour tout y € F), posons

a(y) = llelllzo +yll =wly) et bly) = =lellllzo + yll = ¢ (y).



COURS EVNO-2009/2010-B.Bekka 73

Pour tous y,z € F, on a

a(y) = b(z) = llellllzo + yll = w(y) + lelllzo + 2l + ©(2)
= [lell (lzo + yll + 1| = 2o — 2[1) — 0y = 2)
> [lell (llzo +y — x0 — 2[l) — oy — 2)

= llell (lly = 2I1) = ¢y = 2)
> 0.

Ceci montre que

inf > sup b(y).
;gFa(y) _Egg (y)

Il existe donc A € R tel que
b(y) < A <aly) pour tout y € F,
c-a-d
—[lellllzo + yll — o(y) <A < llellllzo +yll —¢(y)  pour tout y € F,
ou encore
—llelllzo +yll < e(y) + A < llelllzo +yll  pour tout y € F,

ce qui équivaut a
o(y) + Al < llellllzo + yll-

On définit alors une forme linéaire ¢y : £ — R par
Yy +txg) = p(y) +tA  pour tous y € F, t € R.

On a bien ¥|r = . De plus, pour tous y € F, t € R, on a

[ (y + tzo)| = [o(y) + tA] = [t||o(ty) + Al
< [tllellllxo +ty|
= llelllly + txoll

Ceci montre que 1 est continue et que ||| < ||¢||. D’autre part, comme
prolonge ¢, on a trivialement, [|¢|| < ||| et donc ||¥] = [|¢]|-

e Deuxieme cas : F est de codimension quelconque dans F. La preuve se
ramene au premier cas, a travers une application du Lemme de Zorn.
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En effet, considérons I’ensemble F des couples (G, ), out G est un sous-
espace vectoriel de F avec F' C G et ou ¢ € G’ est telle que ¢|p = ¢ et
[2[] = [lell

Définissons sur F la relation d’ordre

(G1,4Y1) < (Go,1hs) <= G1 C Gy et ], = 1.

Alors F est un ensemble ordonné non vide car (F, ) € F. Vérifions que
(F, <) est inductif En effet, soit {(G;,v;) : @ € I} une partie totalement
ordonnée de F. Posons G = | J,.; G;. Définissons ¢ : G — R par ¢(x) = 9;(x)
si x € G;. La fonction G est bien définie : soient i et j tels que z € G; et
xr € Gj. Avec k = max{4, j}, on a i, = 1, sur G; et ¢y, = 1); sur G; et donc
vi(z) = ().

Vérifions que GG est un sous-espace vectoriel et que 1 est linéaire. Soient
z,y € G ett € R. 1l existe alors 4,7 € I tels que z € G, et y € Gj.
Alors x,y € Gy, ou k = max{i,j} et donc tz +y € Gp C G. De plus,
Y(tr +y) = e(te +y) = tp(r) + PYr(y).

Il est clair, par définition, que |r = . Vérifions que 9 est continue et
que ||¥] = [|¢]]. Soit x € G. Alors € G; pour un i € I. D’ou

1@l = [vi(@)l < llillllzll = lellllz]-

Ccei montre que ||| < [|¢||. Comme 1) prolonge ¢, on a donc ||¢|| = ||¢]|-

Nous avons ainsi montré que (G, 1) € F. Il est clair que (G;, ;) < (G, 1)
pour tout ¢ € I.

Par le Lemme de Zorn, il existe donc un élément maximal (G,v¢) € F.
Montrons que G = FE, ce qui terminera la démonstration.

Supposons, par I'absurde, que G # E. 1l existe alors xy € E \ G. En
appliquant le premier cas a Gy = G® Ry, il existe 1y € G tel que Yyl = ¢
et ||vo|| = ||¢||. Ceci signifie que (Go, 1) € F et (G, ¢) < (Go, ). Comme
(Go,v0) # (G, p), ceci contredit la maximalité de (G, ). B

Corollaire 4.1.3 Soit E un espace vectoriel normé et xq € E. Alors il existe
p € L' tel que o(xo) = ||lzol| et [lof] < 1.

Démonstration On considere le sous-espace vectoriel ' = Kuxy. Soit £ :
F — K la forme linéaire (trivialement continue) définie par ¢(txg) = t||xo||-
Alors £(zg) = ||zo|| et ||€]] <1 (on a ||¢|| =1 si zg # 0). Par le Théoreme de
Hahn-Banach 4.1.2, il existe ¢ € E’ tel que ¢(zq) = ||zo| et [J¢|| < 1. A
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Soit E un espace vectoriel normé et E” son bidual. Rappellons la définition
de Iapplication canonique j : E — E” (voir Définition 3.6.1) :

j(2)(p) = p(z)  pourtous € E, ok

Corollaire 4.1.4 Soit E un espace vectoriel normé . L’application cano-
nique j : E — E" est une isométrie.

Démonstration
Soit x € E. ous savons déja que [[j(x)| < ||z||. Par le Corollaire 4.1.3, il
existe p € E" avec ||¢|| <1 et tel que ¢(x) = ||z||. On a alors

J(@)(p) = p(z) = [l].

Done [|j(z)[| = ||=|| ™

4.2 Le Théoréme de Baire

Le Théoreme de Baire est un résultat simple avec de nombreuses appli-
cations intéressantes.

Rappellons que l'intérieur Int(F') d’une partie F' d’'un espace métrique
(E,d) est le plus grand ouvert contenu dans F, c-a-d

Int(F)={z € E : 3r >0 tel que B(x,r) C F}.

Proposition 4.2.1 Soient (E,d) un espace métrique complet et A une partie
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est dense dans E;

(i1) Int(E\ A) = 0.

Démonstration En effet, A est dense si et seulement si ANU # (), pour
tout ouvert U # (. Ceci est le cas si et seulement si U € E '\ A pour tout
ouvert U # (), c-a-d Int(E'\ A) =0 B

Théoréme 4.2.2 (Théoréme de Baire) Soit (E,d) un espace métrique
complet. Soit (Uy)nen une suite d’ouverts denses de E. Alors U := (), U,
est dense dans E.



76 Notes Cours EVNO-2009/2010-B.Bekka

Démonstration Soit V' un ouvert non vide de E. Il faut montrer que
VU #0.

Comme Uy est un ouvert dense, Uy NV est un ouvert non vide. Il existe
donc une boule B(xg,ry) C Uy N V. On peut supposer que ry < 1. Comme
Uy est un ouvert dense, Uy N B(zg,79) est un ouvert non vide. Il existe donc
une boule B(zy,71) C Uy N B(xg,70). On peut supposer que 1 < 1/2. De
proche en proche, on construit une suite de boules B(x,,,r,) avec r, < 1/n
telles que B(xp11,7ns1) C Unt1 N B2y, ). Soient n,m, k tels que n > k et
m > k; comme Ty, T,, € B(xy, rt), on a d(x,, z,) < 2r, < 2/k. Ceci montre
que (x,), est une suite de Cauchy. Comme F est complet, z = lim,, z,, existe.
Pour tout n, on a z,,, € B(z,,r,) et donc d(x,,, z,) < r, pour tout m > n. En
passant a la limite m — 400, on a donc d(x,z,) < r,, c-a-d x € B(x,, ).
Ceci montre que

xEﬂB(xn,rn) CﬂUn:Ul

Corollaire 4.2.3 Soit (E,d) un espace métrique complet. Soit (F,), une
suite de partie fermées de E telles que E = |, F),. Alors il existe n tel que
IntF,, # 0.

Démonstration Supposons, par I'absurde, que IntF,, = () pour tout n.
Alors, par la Proposition 4.2.1, 'ouvert U,, = E'\ F,, est dense dans E. Par le
Théoreme 4.2.2, U = (), U, est dense dans E. La Proposition 4.2.1 montre
alors que £\ U = |J, F,, est d’intérieur vide et ceci contredit le fait que
E=,F N

4.3 Le Théoreme de I’application ouverte

Une des applications les plus spectaculaires du Théoreme de Baire est le
Théoreme de 'application ouverte.

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de ’application ouverte) Soient E et F
deux espaces de Banach et T : E — F une application linéaire continue et
surjective. Alors T est ouverte.

Démonstration Pour tout r > 0, désignons par F'(r) = T(B(0,r)) ’adhérence
dans F' de I'image par T' de la boule ouverte B(0,7) C E..
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e Premieére étape : Pour tout » > 0, on a 0 € Int(F(r)). En effet, comme
E =2, kB(0,7/2) et comme T est surjective, on a

o0

:T(UkB(O,r/Q UkT (0,7/2))
U (r/2).

Par le Théoreme de Baire 4.2.3, il existe un k& > 1 tel que Int(kF(r/2)) #
Comme y — ky est un homéomorphisme de F, on a donc Int(F(r/2)) #
Soit yo € Int(F(r/2)). Alors il existe ¢ > 0 tel que B(yo,e) C F(T/Q)
Montrons que B(0,e) C F(r). Ceci achevera la preuve de la premiere étape.

Soit y € B(0,¢). Comme yy € F(r/2) = T(B(0,7/2)), il existe une suite
(n)n in B(0,7/2) telle que lim,, T'(x,) = yo. Da’utre part, yo—y € B(yo, ) C
F(r/2). 1l existe donc une suite (z,), in B(0,7/2) telle que lim, T'(z,) =
Yo —y. On a alors z, — z, € B(0,r) et lim, T(x, — z,) = y. Ceci montre que
y € F(r).
e Deuxiéme étape : Pour tout » > 0, on a F(r/2) C T(B(0,r)). En effet,
soit y; € F(r/2). Par la premiere étape, 0 € Int(F'(r/4)), c-a- d Int(F(r/4))
contient une certaine boule B(0,s). Il existe donc z; € B(0,r/2) tel que
y1 — T(x1) € B(0,s) C F(r/4). On pose yo = y; — T'(z1). Par la premiere
étape, 0 € Int(F(r/2%)). Il existe donc x5 € B(0,7/2?) tel que yp — T'(x3) €
F(r/2%). En continuant de la sorte, on construit deux suites (z,), dans E et
(Yn)n dans F' telles que, pour n € N*, on ait

(1) =, € B(0,r/2");

(2) yn € F(r/2");

(3) Yn+1 = Yn — T(:Bn)
Comme ||z,|| < /2", et comme E est complet, la série ) . x, converge
vers un élément x € F et on a ||z]| < r. On a, d’autre part,pour tout N > 1,

N N
D T(@n) =D Y = Unp1 = U1 — Yn41-
n=1 n=1

Comme yy € F(r/2Y), on a |lyy|| < ||T]|727" et donc limy yy = 0. Ceci
implique que >~ T(z,) = y1. Mais, par ailleurs, par continuité de 7,

Y T(x,) =Tz, =T(z)
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Douy, =T(x) et y; € T(B(0,r)) car x € B(0,r).
e Troisieme étape : T est ouverte. En effet, en combinant les deux étapes
précédentes, on voit que 0 € Int(7'(B(0,7))) pour tout r > 0.

Soit U un ouvert de E et soit y € T(U). Soit x € U tel que y = T'(z).
Il existe alors r > 0 tel que B(x,r) C U. Comme 0 € Int(T(B(0,r))), on a
y=T(x) € Int(T'(B(z,7))) (car f : z +— z+ T(z) est un homéomorphisme
de F et T(B(z,7)) = f(T(B(0,r))). Il existe donc € > 0 tel que

B(y,e) C T(B(z,r)) C T(U)

Ceci montre que T est ouverte.ll

Corollaire 4.3.2 (Théoréme des isomorphismes de Banach) Soient
E et F' deux espaces de Banach et T : E — F wune bijection linéaire et
continue Alors T est continue.

Démonstration Ceci est une conséquence directe du Théoreme de 1'appli-
cation ouverte 4.3.1, car une bijection continue et ouverte entre deux espaces
métriques est un homéomorphime.

Corollaire 4.3.3 Soit E un espace vectoriel et soient || - ||1 et || - || deux
normes || - ||1 sur E telles qu’il existe C' > 0 avec ||z|ls < C||z||1 pour tout
x € E.Si(E/|-|L1) et (E,| -|l2) sont complets, alors || - ||y et || - |2 sont
équivalentes

Démonstration On applique le Corollaire 4.3.2 a I'application

Id: (B, ]L)— (B, ). =

4.4 Le Théoreme de Banach-Steinhaus

Une autre application spectaculaire du Théoreme de Baire est le Théoreme
de Banach-Steinhaus.

Théoréme 4.4.1 (Théoréme de Banach-Steinhaus) Soient E espace
de Banach et F' un espace vectoriel normé .

(i) Soit F un partie de B(E, F) telle que, pour tout x € E, le sous-

ensemble {T'(z) : T € F} est borné. Alors F est bornée dans B(E, F).
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(ii) Soit (T,,), une suite dans B(E,F) telle que, pour tout x € E, la
limite lim,, T,, = T'v existe. Alors T € B(E, F).

Démonstration
(i) Pour tout n > 1, soit

A, ={x € FE : |Tz| <npourtout T € F} = ﬂ{xEE || Tz|| < n}.
TeF

Comme chaque T € F est continue, A, est une partie fermée de FE. Par
hypothese, on a £ = J,, A,,. Le Théoreme de Baire 4.2.2 implique donc que
Int(F,,) # () pour un certain n.

Soit B(zy, &) une boule contenue dans F,,. Alors, pour tout = € B(xo, ),
on a ||[Tz|| < n pour tout T' € F. Soit = € B(0,¢). Alors z + xy € B(xg,¢) et
donc, pour tout 7" € F, on a

1Tz < |IT (2 + xo) |l + | Txol| <n+n = 2n.
Soit z € E \ {0}. Alors o=-x € B(0,¢) et donc

2]
1
|Tz| < E(Qn)||a:|| pour tout T € F.

Ceci montre que supgez [T < 2.
(ii) On vérifie que I'application

T:E—F, x+— limT,x
est linéaire.La suite (7,,x), est bornée car convergente. La partie (i) implique
qu’il existe C' > 0 tel que sup,, ||T,|| < C. On a alors ||T,z|| < C||z||, pour

tout © € E et pour tout n En passant a la limite, on obtient ||Tz|| < C||z||,
pour tout x € F et ceci montre que T est continue.ll

4.5 Exercices

Exercice 4.5.1 Soient E un espace vectoriel normé , S un sous-espace vec-
toriel fermé de E et xy € E'\ S. Soit

0 :=inf || — x| > 0.
x€S
Montrer qu’il existe ¢ € E" avec ¢|g = 0, ¢(x¢) = J et ||¢|| = 1.

Indication : Soit F' = Vect(S U {x¢}). Construire d’abord ¢ € F’ avec ¥|g = 0,
P(xo) = 0 et [[9f| = 1.
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Exercice 4.5.2 (Le prédual d’un espace vectoriel normé séparable
est séparable) Soit F un espace vectoriel normé . On suppose que le dual
E’ de E est séparable.

(i) Montrer que S ={p € E' : ||¢|| = 1} est séparable.

(i) Soit (¢n)nen une suite dense dans S. Montrer que, pour tout n € N il
existe x,, € E avec ||z,]| =1 et ¢, (x,) > 1/2.

(iii) Soit A le Q-espace vectoriel engendré par {z, : n € N}. Montrer que
A est une suite dense dans FE.

Indication : Soit F' Iadhérence de Vect(A). Supposer, par I'absurde, qu’il existe
x € E\ F et utiliser 'Exercice 4.5.1.

Exercice 4.5.3 Soient F un espace vectoriel normé , S une partie de E et
xo € E. Soit F' 'adhérence de Vect(S). Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) zo € F;

(ii) pour toute ¢ € E’ telle que ¢|s = 0, on a ¢(xy) = 0.

Indication : utiliser I’Exercice 4.5.1.

Exercice 4.5.4 (Un probléeme d’interpolation) Soient £ un espace vec-
toriel normé sur K, (z,),en une suite d’élements de E et a,, une suite de
scalaires dans K. Soit C' > 0. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) il existe ¢ € E' avec ||¢|| < C telle que ¢(x,) = a,, pour tout n € N;

(ii) pour tout n € N et tous (A1,...\,) € K", on a

n
E ATk
k=1

Exercice 4.5.5 (Moyennes invariantes) Soit /g l'espace de Banach des
suites réelles bornées. Soit 1" : /§ — (% l'opérateur de décalage a droite
défini ar

k=1

T(ag,a1,as,...)=(ai,as,as,...) pour tout (ag, a1, as,...) € .

Soit F' C (g I'image de I —T..

On note 1 la suite (1,1,1,...) € (.
(i) Montrer que ||1 — (z — Tz)||sc > 1 pour tout z € (. En déduire que
d(1,F) = 1.



COURS EVNO-2009/2010-B.Bekka 81

Indication : Distinguer les cas selon que (x,,), est décroissante ou non.

(ii) Montrer qu'il existe une forme linéaire continue m sur (g telle que ||m| =
1, m(1) =1 et m(x) = m(Tz) pour tout = € (.

Indication : utiliser I’Exercice 4.5.1.

(iii) Soit ¢g le sous-espace des suites © = (x,,), avec lim, z,, = 0. Montrer que
m(x) = 0 pour tout = € ¢.

Indication : Montrer que z — T*z € F et que m(z) = m(T*x) pour tout x € £¥
et k € N.

(iv) Montrer que, pour tout suite réelle convergente x = (z,,),, on a m(x) =
lim,, z,,.

Exercice 4.5.6 (Somme directe d’espaces vectoriels normés)
Soient (E, || -||1) et (F,]| - ||2) deux espaces vectoriels normés. On note £ @ F
I’espace vectoriel somme directe de E et F, c-a-d le produit cartésien £ x F
muni des opérations (z,y) + (z/,¢) = (x + o',y +v') et Mx,y) = (Az, \y).
On définit une norme sur E @ F par |||(z,y)|||c = max{||z||1, ||y]l2}-

Soient p1 : E®@F — E et py: E® F — F les projections canoniques
définies par pi(z,y) = = et po(z,y) = y.
(i) Vérifier que p; et py sont continues et que la topologie définie par ||| - |||«
sur £ @ F' est la topologie-produit de celles de E et F.
(ii) Montrer que E @ F' est un espace de Banach si et seulement si E et F
sont des espaces de Banach.
(iii) Soit p € [1, 4o00[. Montrer que

(,9) = 1,9l = (2 ]lf + lyl5)"?

est une norme sur F @ F équivalente a la norme (z,y) — |||(z, y)]|]oo-

Exercice 4.5.7 (Théoréeme du graphe fermé) Soient E et F' des es-
paces vectoriels normés. On munit 1’espace vectoriel £ @& F' de la norme
(z,y)||lo = max{||z|,|ly||} pour z € E,y € F (voir Exercice 4.5.6). Soit
T : E — F une application linéaire. On note G(T') = {(z,Tx) : = € E} le
graphe de T.

(i) Vérifier que G(T') est un sous-espace vectoriel de E @ F.

(ii) On suppose que 7" est continue. Montrer que G(7') est fermé dans E'® F.
(iii) Soit £ = C'[0,1] et F = C[0,1] munis de la norme f > || f]o. Soit
T:FE — F, f— f' Popérateur de différentiation Montrer que G(T') est
fermé bien que 7" ne soit pas continu.
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On suppose, a partir de maintenant, que E et F' sont des espaces de
Banach et que le graphe G(T) de I’application linéaire T': E — F est fermé.
(iv) Montrer que l'application 7 : E — G(T),z + (z,Tz) est continue.
Indication : Observer que 7 est une bijection et que 7! est continue. Appliquer
alors le Théoreme des isomorphismes de Banach.

(v) Montrer que T est continue.

Indication : Observer que T’ = poow ou po : E®F — F est la projection canonique.
(vi) Pour p € [1,+0o0], soit (an), une suite de scalaires dans K telle que
(anxy)n € P pour toute suite (x,,), € 7. Montrer que (a,), € ¢*°.
Indication : Montrer que le graphe de lapplication T' : £ — (P définie par
T((zn)n) = (anzy), est fermé.

Exercice 4.5.8 (Espace supplémentaire topologique) Soient F un es-
pace de Banach et F' un sous-espace vectoriel fermé de E. On suppose que
F admet un sous-espace supplémentaire topologique, c-a-d qu’il existe un
sous-espace vectoriel fermé G de E tel que E = F® G et F NG = {0}.
Montrer que la bijection linéaire

T:FoG—E, (v,y)—ax+y

est un homéomorphisme, ot F'® G est muni de la norme comme dans I’Exer-
cice 4.5.6.

Exercice 4.5.9 (Réalité du spectre d’un opfateur auto-adjoint) Soient
FE un espace de Banach et T' € B(E).
(i) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes

— T est injectif et son image T'(E) est fermée;

— il existe C' > 0 tel que || T'z|| > C||z|| pour tout z € E.

On suppose a partir de maintenant que F est un espace de Hillbert.
(ii) Soit T" € B(E) tel qu'il existe C' > 0 avec ||Tz|| > Clz|| et [|T*z| > C||z||
pour tout x € E. Montrer que T' et T™ sont inversibles.
(iii) Soit T € B(FE) auto-adjoint et soit A € C. Montrer que, pour tout z € E
avec ||z]| =1, on a

(T = AD)z|| = [{(T' = M)z[z) = [Im(A)].

(iv) Soit T' € B(E) auto-adjoint et soit A € C appartenant au spectre o(7")
de T (voir Exercice 3.9.20). Montrer que A € R.
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Exercice 4.5.10 (Une application du Théoréme de Banach-Steinhaus)
Soit (ay), une suite de scalaires dans K telle que la série de terme générale
4, T, SOit convergente pour toute suite (x,,), € ¢*. Montrer que (a,), € (*°.
Indication : Considérer, pour tout N € N, la forme linéaire oy : £! — K définie
par on((Tn)n) = 27]:[:0 apnTy. Utiliser le Théoreme de Banach-Steinhaus et 1'Exer-
cice 3.9.11

Exercice 4.5.11 (Formules de quadrature) Soit [a,b] un intervalle de
R. Pour tout n € N, on fixe une suite de nombres réels aﬁ"), e ,0@(1") ainsi
qu’une partition a < t(()") < t§") <<t <bde [a, b]. On définit alors une

“formule de quadrature”
Qu:Cla,b] =R, [ o ft").
k=0

On suppose que (Q,(P)),, converge vers fab P(x)dx pour tout polynome P.
(i) Montrer que (Q,(f))n converge vers ff f(z)dx pour tout f € Cla,b| si et
seulement si sup,,cn Y1 |a(”)| < 00

neN 2k=0 |V .
Indication : Pour montrer que la condition est suffisante, utiliser le Théoréeme de
Weierstrafl. Pour montrer que la condition est nécessaire, utiliser le Théoreme de
Banach-Steinhaus.
(ii) On suppose que a,(cn) > 0 pour tout n € N et tout 0 < k& < n. Montrer
que (Qn(f))n converge vers fabf(:c)d:v pour tout f € Cla, b



